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ABSTRACT 

This paper deals with an approximate computation 
method for simulating the vertical displacement of 
an elastically supported Euler-Bernoulli beam on an 
inhomogeneous parameter Winkler foundation loaded 
by a longitudinally moving vertical steady force. 
The elaborated numerical solution is based on the 
Galerkin-method.  

1. BEVEZETÉS 
Jelen tanulmány egy pályairányban id ben állandó 
sebességgel haladó és állandó nagyságú függ leges 
er hatással terhelt, a hosszkoordináta szerint inho-
mogén merevség  és csillapítási tényez j  Winkler-
alapzatra er sített Euler-Bernoulli gerenda dinami-
kai elemzését t zte ki célul. A kialakított modell a 
vasúti pálya-járm  rendszer dinamikai folyamatai-
nak elemzéséhez szolgáltat el zetes megoldást.  A 
gerendamodell mozgását leíró parciális differenci-
álegyenletet numerikus úton, els  lépésben 
id független függ leges irányú és sínpárt reprezen-
táló gerendán tovahaladó er terhelés alkalmazásá-
val oldjuk meg. Célunk a vizsgált inhomogén pa-
raméteres alátámasztású gerendamodell parciális 
differenciálegyenletének a Galjorkin-féle numeri-
kus közelít  módszerrel való megoldása a nyomve-
zetéses gépészeti rendszerek általános kezelésének 
megalapozásához.  

2. A GERENDATARTÓ MOZGÁSEGYENLETÉ-
NEK MEGOLDÁSA 

A gerendamodell vizsgálatát motiváló vasúti vá-
gány egyszer sített dinamikai modelljét az 1. ábra 
mutatja. Itt az x helykoordináta szerint változó me-
revségi (esetleg csillapítási) paraméterrel bíró, azaz 
inhomogén Winkler-alapzatra er sített sínpár, és az 

ezen  sebességgel tovagördül  kerék-
pár függ leges kerékereje, az F er  jelenik meg. A 
rendszermodell matematikai leírása egy változó 
együtthatójú, negyedrend  lineáris inhomogén par-
ciális differenciálegyenlettel történik [1]. Az egyen-
let megoldására Galjorkin közelít  módszerét al-
kalmazzuk.  
 

 
1. ábra A változó alátámasztási merevség  sínpár 

alkotta gerendán v sebességgel haladó F ke-
rékterhelés 

Állandó v sebességgel haladó és id ben állandó F 
függ leges terhel er  esetén az s(x) inhomogén me-
revség  Winkler-alapzathoz kapcsolódó gerenda 
ismertetlen  függ leges kitérésére felírt par-
ciális differenciálegyenlet az 1. ábra szerinti  
koordinátarendszerben az  

             (1) 

alakot ölti, ahol I a sínpárt megjelenít  gerenda ke-
resztmetszetének a hajlítás tengelyére vett másod-
rend  nyomatéka, E a sín-gerenda anyagának rugal-
massági modulusza, A a sín-gerenda keresztmetszeti 
felülete,  a sín-gerenda anyagának s r sége, d a tá-
masztó féltér hosszegységre es  csillapítási tényez je 
( ), s a támasztó féltér hosszegységre es  

merevsége ( ), F a konstans sebességgel to-
vamozgó állandó nagyságú függ leges er , míg  a 
Dirac-féle disztribuciót [8] jelöli. A feladat megol-
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dásához célszer  áttérni az x irányban (vízszinte-
sen) v=állandó sebességgel mozgó  koordiná-
tarendszerre a  új változó bevezetésével. 
Ekkor az ismeretlen függ leges gerendakitérés 
függvény a mozgó koordinátarendszerben a zs( ,t) 
jelöléssel jelentkezik. Ekkor az (1) parciális diffe-
renciálegyenlet az alábbi alakot nyeri [2], [4], [5], 
[7]: 
 

.        (2) 
 

A gerenda mozgására vonatkozó két peremfeltétel: 

                           .                    (3) 

3. AZ INHOMOGÉN WINKLER ALAPZATRA 
ER SÍTETT GERENDAMODELL EGYEN-
LETÉNEK KÖZELÍT  MEGOLDÁSA 

Vezessük be a gerenda hossza mentén értelmezett 
legalább kétszer folytonosan differenciálható egy-
változós  függvényt, amely a teljes szám-
egyenesen négyzetesen integrálható és kielégíti a 
(3) peremfeltételeket. 

Ismeretes, hogy a ( , ) intervallumon értelme-
zett, a (3) peremfeltételeket kielégít  és négyzete-
sen integrálható f( ) és g( ) függvény S(f,g) skalár 
szorzatát az alábbi improprius integrál kifejezés de-
finiálja [3], [9]: 

 . (4) 

Els  lépésként tegyük fel, hogy a  valóban 
megoldása a (2) parciális differenciálegyenletnek és 
szorozzuk meg skalárisan a megoldandó (2) egyen-
let mindkét oldalát a most bevezetett tulajdonságú 

 függvénnyel. Ekkor az 

 (5)
 

t-paraméteres algebrai egyenletet kapjuk. Az egyen-
let bal oldalán a skaláris szorzás els  tényez beli 
linearitását alkalmazva a következ  alakra jutunk: 

 

 
(6) 

A további tárgyalásunkhoz fontos tény, hogy a ska-
lár szorzatot jelent  improprius integrálokban az 

integrandusbeli  szerinti parciális deriváltak átala-
kíthatók, éspedig a parciális integrálás szabályának 
alkalmazásával. Könnyen beláthatóak az alábbi de-
riválás áttolási összefüggések: 

1) 

  

2) 

 

3) 

 

4) 

 

Vizsgáljuk most azon skalár szorzatokat, amelyek-
ben az ismeretlen  függvény vagy annak a t 
id  szerinti parciális deriváltjai fordulnak el  a kö-
vetkez  jelölések bevezetésével: 

,  (7) 

, (8) 

.  (9) 

Fentiek alapján a (2) differenciálegyenlet mindkét olda-
lának a  függvénnyel vett skalár szorzatát tekint-
jük. A jobb oldalon  ered-
mény írható, ugyanis a skalár szorzat dménye: 

. Végül is, ha  
az (5) egyenlet megoldása, akkor az 

     (10) 

id függ  algebrai egyenl ségnek minden t id pont-
ban fenn kell állnia. 

Az el z ekben a szerepeltetett  függvényr l a 
legalább kétszeri folytonos differenciálhatóság és a 
( ) intervallumon fennálló négyzetes integ-
rálhatósság Ez a követelmény igen sok, eltér  szer-
kezet  függvénnyel kielégíthet . Temészetes, hogy 
valamely a differenciálhatósági feltételnek és a 
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négyzetes integrálhatósági feltételnek megfelel , 
továbbá a bevezetett skalárszorzatra nézve orto-
normált függvényrendszer elemei meg-
felnek a feltételeknek. Ismeretes, hogy ortonormált 
függvénysorozat esetén a sorozatból vett tetsz le-
ges függvénypár mellett a skalár szorzatukra kapott 
szám teljesíti a megadott 

 (11) 

tulajdonságot, ahol ij Kronecker-féle szimbólum. 
Megjegyezzük, hogy ha a két függvény ortonor-
mált, akkor azok lineárisan függetlenek is. 

4. NUMERIKUS MEGOLDÁS GALJORKIN 
MÓDSZERÉVEL 

Az inhomogén Winkler alapzathoz kapcsolt geren-
daként modellezett vasúti pályának a mozgó kerék-
pár okozta  pályamenti id függ  helyzetéhez kö-
tött, v sebességgel mozgó koordináta-redszerben a 
kialakuló függ leges zs( ,t) kitéréseit a (2) parciális 
differenciálegyenlet írja le. A támasztómez  pálya-
hossz-menti függ leges merevségének s(x) inho-
mogenitása alkalmas szerkezet  alapfüggvény elto-
lási, dilatációs és amplitudóbeállitási transzformá-
ciós paraméterek rendszerével építhet  be a modell 
differenciálegyenletébe. A (2) egyenlet numerikus 
közelít  megoldásával azt határozzuk meg, hogy a 
kiiduláskor a szimulációban tekintetbe vett pálya-
merevség paraméterek mellett a sín gerenda  
helyei függ leges kitérése miképp alakul. 
Jelen tárgyalásunkban rögzített paraméterekkel bíró 
támasztómerevség függvény esetére vizsgáljuk a 
parciális differenciálegyenlet numerikus közelít  
megoldását. A megoldás során alapvet en támasz-
kodunk a 3. pontban bemutatott eljárásra, miszerint 
az n-számú különböz , a peremfeltételeknek eleget 
tev  legalább kétszer folytonosan differenciálható 

 függvényekkel a (2) parciális differenciál-
egyenlet mindkét oldalát sorozatosan skalárisan 
megszorozzuk a (4)-szerinti skalárszorzat definíció 
alkalmazásával. Így n-számú t-függ  algebrai e-
gyenletet nyerünk. Az n-számú függvénynek egy 
ortonormált  függvényso-
rozat els  n-függvényét célszer  választani. Ismere-
tes, hogy az ortonormált függvénysorozat elemei 
lineárisan függetlenek is, így ez a véges indexig te-
kintett függvénysorozat az ismeretlen  L2 
függvénytérbeli konstrukciójához közelít  ortonor-
mált bázist szolgáltat. 
Galjorkin módszere szerint a (3) peremfeltételeket 
kielégít , ortonormált és így egyben lineárisan füg-
getlen elem   függvények 
(a bázisfüggvények) rendszerét felhasználva a ge-
renda differenciálegyenletének közelít  megoldását 
a bázisfüggvények egyel re határozatlan id füg-
gést mutató együtthatójú lineáris kombinációja a-
lakjában állítjuk el : 

 . (12) 

Ezt a hipotetikus megoldásformát (Ansatz-ot) a 
szükséges parciális deriválások elvégzése után be-
helyettesítjük a korábban nyert azon n-számú algeb-
rai egyenletbe, amelyeket a differenciálegyenlet 
mindkét oldalának a  függ-
vényekkel való sorozatos skaláris szorzásával a (10) 
szerinti alakban állítottunk el . 
A szükséges behelyettesítések és a (11) ortogo-
nalitási feltételek figyelembe vételével az  számú 
eddig határozatlan  együttható 
függvényre egy másodrend  közönséges differenci-
álegyenlet-rendszerre vonatkozó kezdeti érték prob-
léma adódik, amely numerikusan megoldható: 

 
                                (13) 

 

A továbbiakban a kapott (13) közönséges, lineáris, 
változó együtthatós differenciálegyenlet-rendszert 
(DER) mátrixegyütthatós alakban írjuk fel: 

            (14)  

A szerepl  együttható mátrixok a bázisfüggvény-
rendszer elemeib l és azok derivált függvényei ska-
lár szorzataiból felépül  elemekkel, valamint egyes 
skalár szorzatokba beépül  pályamerevség inhomo-
genitási függvénnyel vannak meghatározva: 

 

 

 

 

A keresett  id függ  együtt-
ható függvények rendszerét a (14) közönséges dif-
ferenciálegyenlet-rendszerre vonatkozó kezdeti ér-
ték probléma numerikus megoldásával nyerjük. 
A tekintetbe vett  függvé-
nyek egy ortonormált függvénysorozat els  elemei. 
Számos vizsgálat tapasztalata azt mutatja, hogy cél-
szer  a Hermite-polinomokból 
(https://hu.wikipedia.org/wiki/ Hermite-polinomok) 
kiindulni [9]. A Hermite-polinomok generálására az 
alábbi képzési utasítás szolgál: 

 ,  
Ismeretes, hogy a Hermite-polinomok a 

súlyfüggvényre nézve ortogonális függvény 
rendszert alkotnak, azaz:  
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Az n-edik Hermite-polinom norma-négyzetére ér-
vényes, hogy: 

  

 A továbbiakban célszer  a súlyfüggvény nélküli skalár 
szorzatos tárgyalást lehet vé tenni. Tekintettel az 

összefüggésre a  

ortogonális függvény rendszer a normával való osz-
tás után az ortonornáltság követelményét kielégít  
új formájú 

  
 

ortonormált függvénysorozat adódik, mivel érvé-
nyes, hogy a fenti  függvény sorozat 
elemeire fennáll, hogy 

 

ahol  a Kronecker-szimbólum. A most kimuta-
tott ortonormáltságból következik, hogy a 

függvénysorozat elemei lineárisan füg-
getlenek is a (- ,+ ) intervallumon négyzetesen 
integrálható függvények lineáris terében. 

Kimutatható [1] szerint  függvényorozat 
elemei kielégítik az alábbi  

 

rekurzív egyenletrendszert, vagy átalakítás után az 

 rekurzív egyenletrendszert. A fentieken túl érvé-
nyes még a  függvénysorozat elemeinek 
els  és második deriváltjainak magukkal a 

 elemeivel való kifejezését megadó re-
kurzív egyenlet pár: 

  ,    
 

A fenti kifejezésekb l a már bemutatott skalár szor-
zatos kifejezések érvényesítésével meghatározhat-
juk a korábban bevezetett  tömeg,  csillapítási és 

 merevségi mátrixokat könnyen adódik, hogy: 
, 

ahol   méret  egységmátrix. 
A  csillapítási mátrix konstans elem  tridiagonális 
mátrix, ennek elemeit az alábbi módon számíthat-
juk ki: 

      
 

  
A  merevségi mátrix el állítása három részmátrix-
ból tev dik össze: 

 
A mátrixok csak konstans elemeket tar-
talmaznak. A  mátrix elemeit a követ-
kez  képletek szolgáltatják: 

 , 

 , 
 , 

 

 . 

A  mátrix elemeit a következ  adják 
meg:  

 , 

 , 

 . 

A sínpárt alátámasztó félteret jellemz  támasztó 
s( ) merevség inhomogenitását behozó  
mátrix elemei a következ  integrálkifejezésekkel 
meghatározottak 

 

A (14) közönséges lineáris differenciálegyenlet-
rendszer az  tömegmátrix, a  csillapítási mátrix 
és  merevségi mátrixfüggvény ismeretében 
numerikusan megoldható. 
A (14) közönséges differenciálegyenlet-rendszer 
megoldásából a (12) Galjorkin-féle Ansatz szerint 
el állítható a síngerenda  kitérését megadó 

 közelít  megoldás. A (14) diffe-
renciálegyenlet-rendszer numerikus megoldásánál 
különösen körültekint en kell eljárni a megoldás 
numerikus stabilitása érdekében. A numerikus meg-
oldás lépésközét tapaszatalataink szerint elegend en 
kicsire kell választani ( ). 
Az (12) szerinti megoldás ismeretében adódik a 
terhel er vel együttmozgó pályapont közelít  füg-
g leges kitérését megadó 

 

id függvény, valamint a vízszintesen v sebességgel 
haladó, konstans F terhel er vel együttmozgó ge-
rendakeresztmetszet függ leges gyorsulását meg-
adó 

 

id függvény. Az így kapott függ leges gyorsulás 
szolgálhat alapul az ismeretlen s(x) pályamerevség-
függvény lefutásának paraméter-identifikációval tör-
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tén  meghatározásához [9]. 
 

5. A GERENDAJELLEMZ  PARAMÉTEREK 
HELYFÜGG VÉ VALÓ KITERJESZTÉSE 

A további tárgyalásunkhoz a prizmatikus síngeren-
da függ leges mozgását leíró negyedrend  parciális 
differenciálegyenletben szerepl  tömegs r ségi és a 
lineáris féltér csillapítási-és merevségi paramétere-
ket a pálya hosszkoordináta mentén változónak te-
kintjük.  
 

              (15) (15) 

ahol  a sín anyagának a pálya hosszkoordináta 
szerint változó s r sége, d(x) pedig a féltér a 
derenda hosszkoordináta mentén változó csillapítá-
sa, s(x) pedig a féltér merevsége. A 2. pont szerinti 
helyettesítést alkalmazva a (15) parciális differenci-
álegyenlet a v sebességgel mozgó koordinátarend-
szerben az alábbi alakot ölti:  
 

.    (16) (16) 

A síngerenda mozgására vonatkozó peremfeltételek 
változatlanok maradnak: 

 .                  (17) 

A 3. pontban alkalmazott eljárás alkalmazásával a 
(16) differenciálegyenlet mindkét oldalát skalárisan 
beszorozva az ortonormált rendszer valamely  
alakú elemével adódik, hogy 

 

Ekkor a  függvények és deriváltjainak együtt-
hatói az alábbi módon adódnak: 

 

 

 

 , 

 

 

 . 

Fenti integrálok közelít  kiszámításával a 

  (18) 

változó együtthatójú, másodrend , inhomogén kö-
zönséges differenciálegyenlet-rendszer numerikus 
megoldásával el áll a gerendakitérés 
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közelít  megoldása. 

 
 

2. ábra A bemutatott számítási eljárás eredménye 
  n = 7 esetre (v = 80km/h, F = állandó) 

A 2. ábrán látható a Winkler alapzathoz kapcsolt 
kontinuum gerendamodellb l az (1) egyenlet  

és a fentiekben bemutatott számítási eljárás ered-
ményeként n = 7 esetre nyert megoldás-
függvények összevetése állandó nagyságú, v sebes-
séggel haladó F er hatás mellett. Megállapítható, 
hogy az bázisfüggvények n számának növelésével 
csökken a kétféle modellb l számított, az er beve-
zetés helyén számított elmozdulásértékek relatív 
hibája. A bemutatott n = 7 esetben 6%, míg n = 8 
esetben ez 4%-ra csökken. 

Végezetül a 3. ábrán bemutatjuk a tartó id  és 
hosszkoordináta által meghatározott alapsík feletti 
elmozdulásfüggvény térbeli diagramját, ahol a tar-
tógerenda alátámasztása homogén merevség  és 
csillapítási tényez j , amelyen egy állandó nagysá-
gú F terhel er  mozog v = 80 km/h sebességgel, 
míg a 4. ábrán ugyanilyen nagságú és ugyancsak v 
= 80 km/h sebességgel mozgó er  egy inhomogén 
alátámasztású tartón történ  mozgás során id  és 
hosszkoordináta függvényében kialakuló lehajlás-
függvényét mutatja. 

 

3. ábra A gerenda id -hosszkoordináta menti elmozdulásfüggvény térbeli diagramja 

 

4. ábra  A gerenda id -hosszkoordináta menti elmozdulásfüggvény térbeli diagramja 
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6. ÖSSZEFOGLALÓ MEGÁLLAPÍTÁSOK 

Számítási algoritmus került kidolgozásra a változó 
merevség  Winkler alapzaton alátámasztott 
kontinuum gerendaként tekintett pályán állandó 
függ leges er hatással terhelt mér kerékpár di-
namikai modellezésére;  

A bemutatott eljárás alapját képezi egy innovatív 
vasúti pályamin sít  járm i konstans er vel a 
pályához szorított mér kerékpárjának ágytokon 
mért gyorsulásjel ismeretében a pálya alátá-
masztás merevségi paraméter pályahossz menti 
eloszlásának közelít  meghatározására paramé-
teridentifikációs módszerrel [4], [7]. 
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