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OSSZEFOGLALAS (ABSTRACT, INHALT). A cikk
tobbféle, szigmoid jellegli (S-alak) gorbét mutat be. A
gorbék sokféle  jelenség leirasara alkalmasak,
tulajdonsagaikat megismerve a vizsgalt jelenségek
viselkedése, lefolyasa mélyebben megismerhetévé valik,
elorejelezhetdk lehetnek, ami szdmos esetben nagyon
hasznos lehet. Ennek szemléltetésére a cikkben konkrét
példak talalhatok, az élet kiilonboz6 teriileteirdl szarmazéd
jelenségek vizsgalatara.

1. BEVEZETES

A novekedési vagy telitodési jelenségeket leird, S-alakot
formazd gorbéket szigmoid (azaz s- jellegll) gorbéknek is
nevezik. Ezek a gorbék az ¢élet szamos teriiletén
hasznalatosak az ilyen jelenségek leirasara,
tanulmanyozasara, s6t ezek alapjan  trendek s
azonosithatok, vagy egy jelenség jovobeli alakulasara
vonatkozo kijelentések, kovetkeztetések is
megfogalmazhatok. Ezeket a gorbéket akar méltan
nevezhetnénk multidiszciplindris gorbéknek is, mivel
szamos tudomanyteriilet vizsgalatakor talalkozhatunk veliik
(bioldgia — populaciddinamika, kdzgazdasagtan — termékek
¢letciklus gorbéje, orvostudomany — daganatok ndvekedése,
kornyezetvédelem — légkori szennyezés ¢és tengerek
miianyagszennyezettsége, agrar alkalmazasok -
haldllomanyok novekedése, erddgazdalkodas, optimum
keres¢ algoritmusok iteraciotorténeti fliggvénye). A
szigmoid gorbékkel végzett vizsgalatokra szamos példat
taldlhatunk a szakirodalomban:

A szigmoid gorbék felfedezése és vizsgdlata az 1700-as
évek végére tehetd, Malthus (1798) [1] munkéssagahoz
kapcsolodoan, aki azt mondta ki, hogy barmilyen biologiai
faj (igy az ember is) létszamanak pillanatnyi novekedése
fiigg attol, hogy éppen mennyi az aktualis létszam.
Bevezette a bels6 novekedés iliteme nevii paramétert
(ndvekedési rata, r). Ha r értéke allando, akkor a populacio
idobeli novekedését leird  fliggvény  exponencialis
novekedést ir le. Ez nagy térségekben, zavartalanul
szaporod6 fajokra igaz. Napjainkban az ilyen novekedésre
ad példat Gordon E. Moore 1965-6s, a szamitdogépek
kapacitasanak 1,5 évenkénti megduplazodasara vonatkozo
torvénye [2], vagy az internet felhasznalok szamanak
novekedése. Az exponencialis novekedési litem azonban
nem tarthaté fenn zavartalanul hossza tdvon. Pierre-
Francois Verhulst belga matematikus (1847) [3] megoldotta
azt az esetet, amikor a populacioknak van egy bizonyos
szaturacios (telitddési) szintje, K . Erre az esetre értelmezte
és bevezette a logisztikus novekedés fogalmat. A
novekedési  folyamat  kezdetén az  exponencialis
novekedéshez hasonlo a viselkedés. A telitddés elérésével a
novekedés ledll, azaz a populacid 1étszama egy konstans
értéken allandosul, ami a szaturacio jelensége. Ez a
korlatozott térben lezajlé novekedési folyamatok modellje.
Pearl és Reed szerzdparos 1920-ban az USA népességének
clorejelzésére [4] hasznalta és felelevenitette a logisztikus
novekedés vagy logisztikai gorbe elnevezéseket. A gorbe S
alakja alapjan honosodott meg a szigmoid (s- alaktl) gorbék
elnevezés.

A szigmoid gorbék kozelitésekor sziikség van a regresszios
egylitthatd szamitasara, hogy lathatod, szamszertsithetd és
ellendrizhetd legyen a kozelités josaga. A regresszios
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egyiitthatot linearis kozelités esetére a legkonnyebb
kiszamolni, ezért célszerli az S alaki gorbét olyan
transzformacionak alavetni, amivel az alakja egyenessé
alakithat6, példaul a logaritmus alkalmazasaval. Egy ilyen
transzformaciot dolgozott ki Fisher és Pry (1971) [5]. A
Fisher- Pry transzformaci6 1ényege, hogy alkalmazva a F =
N/K transzformaciot, akkor In(F/(1-F)) = rt + b , tehat a
logisztikus fliggvény helyett egy egyenest kapunk, melynek
meredeksége r. Az egyenesre pedig mar konnyen
kiszamithato a regresszids egyiitthato.

Olyan esetekre, amikor a novekedési folyamat soran a
kezdeti iddszakban sem exponencidlis a nodvekedés,
Bertalanffy (1938) végzett vizsgalatokat [6] és létrehozta a
Bertalanffy-féle  novekedési  gorbét, amit  capak
testhosszanak novekedési iiteme vizsgalatara hasznalt.
Késobb kideriilt, hogy ez a gorbe haszonnal alkalmazhaté
kiilonféle halallomanyok vizsgalatara és az
erddgazdalkodasban is, 2003-ban pedig Kozuko és tarsai
[7] az orvostudoméanyban daganatos sejtek szaporodasanak
vizsgalatara alkalmaztak. Richards 1959-ben [8] a
Bertalanffy =~ gorbét  moddositotta és a  ndvények
novekedésének vizsgalatara is alkalmassa tette.

A szigmoid gorbék kozgazdasagban, iparban  ¢és
terméktervezésben, termékek  bevezetésének, élet-
ciklusanak vizsgalataban valdé alkalmazhatdsagat teszik
lehetdvé Mansfield (1961) [9] és Rogers (1962) [10]
eredményei az innovacidk terjedésének ¢és az ipari
technoldgiai eljarasok bevezetési sebességének vizsgalataira
vonatkozdan. Jang, Show- Ling és munkatarsaik (2005)
[11] kevert modell létrehozasaval 29 OECD orszag és
Tajvan esetében vizsgaltak a mobiltelefonok elterjedését,
mely szintén szigmoid fliggvényre vezetett.

Meyer (1994) [12] arra hivta fel a figyelmet, hogy
létezhetnek olyan pulzdld folyamatok, amikor egy
novekedési folyamatra épililve egy ujabb kezddédik (bi-
logisztikus, tri- logisztikus, multi- logisztikus novekedés).
Erre ¢épiil Silverberg és Lehnert (2003) munkaja [13] az
evolucids gazdasagi novekedés modelljére vonatkozdan. A
szigmoid gorbék tarsadalomtudomanyi jelenségekre vald
alkalmazasara érdekes példékat talalhatunk Nikosz (2009)
munkdjaban [14].

A szigmoid gorbéket, derivaltjaikat és integraljukat Szabo
tobbféle teriileten is alkalmazza Kimutatta, hogy a
kiilonbozd sportagak vilagesucs- eredményinek szaz éves
torténetét bemutatdé gorbe szintén szigmoid gorbe (2011)
[15], wvalamint értelmezte a kiilonb6zé  technikai
fejlesztéseknek az eredmények gorbéjére gyakorolt hatasat.
A szigmoid gorbék tulajdonsagainak, az egyenletekben
szereplo paramétereknek, a gorbék derivaltja, integralja
vizsgalataval (2017) [16] egy szempontrendszert fejlesztett
ki (EBSYQ, Evolutionary Based System for Qualification of
Group Achievements, azaz csoportok teljesitményének
evolucios alapt Osszehasonlitd és mindsitd modszere),
amely objektiv, jol szamszeriisithetd6 modon, finom
kiilonbségeket is kimutatva lehetové teszi kiilonbozo tanuloi
csoportok, vagy tamogatasra jelentkezOk, allasinterjin
résztvevok, egymassal versengd csoportok mindsitését,
rangsorolasat. A modszer széleskorli alkalmazhatdsagat
mutatja, hogy hatékonyan alkalmazhaté optimumkeresd
algoritmusok, modszerek dsszehasonlitasahoz is (2018)[17],
vagy ugyanazon modszer tobbféle  beallitasainak
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Osszehasonlitasara, mikdzben nem sziikséges a modszer
tobbszori futtatasanak elvégzése, a futasidé tobbszori
végigvarasa, hanem a gorbék korai szakasza alapjan torténd
kozelitések felhasznaldsaval ennek az idonek kétharmada is
megtakarithatd. Ez a multidiszciplinaris  optimalas
korszakdban esetleg tobb nap  idOnyereséget s
eredményezhet. Szintén a szigmoid gorbék
multidiszciplinaritasat, rugalmassagat emeli ki, hogy a vilag
¢s FEurdpa milanyag- gyartasanak utobbi évtizedekre
vonatkozd gorbéjét vizsgalva, amelyek szintén szigmoid
jelleget mutatnak, becslést és jovoképet ad (2019) [18] a
tengerek, Oceanok milanyagszennyezettségének jovobeli
alakulasardl. Szabo az emlitett vizsgalatokhoz kifejlesztett
egy kozelitési modszert, melynek soran a gorbék legkisebb
négyzetek elve szerinti kozelitését optimumkeresési
problémaként irja fel, melyben a célfiiggvény az eltérések
Osszege, aminek a minimumat keressiik, a valtozok pedig a
szigmoid gorbék egyenletében szerepld paraméterek,
melyeknek a Nelder- Mead [19] optimumkeresd
algorimussal keresi meg a legkisebb eltéréseket ado értékeit.
Ennek soran a Fisher- Pry transzformaciot is felhasznalja,
igy a kozelités josaganak ellendrzéséhez megadja a
regresszios egyiitthatd értékét is. A regresszids egylitthatd
értékének Osszehasonlitasabol az is eldonthetd, hogy a
vizsgalt jelenség viselkedése inkabb a logisztikus
fliggvényhez, vagy esetleg a Bertalanfty fliggvényhez van-e
kozelebb. A szigmoid gorbék kozelitésére Kehl és Sipos
[21] mutat be példakat. Az EBSYQ mobdszer tanuloi
csoportok Osszehasonlitasa torténd alkalmazasat mutatja be
Rézs6 Ferencné [20], zarthelyit megir6 hallgatok
teljesitményének vizsgalataval. A tovabbiakban tekintsiink
néhany konkrét példat, jelenségek szigmoid gorbékkel
torténd vizsgalatara.

2. OPTIMUMKERESO ALGORITMUSOK ITERACIOS
GORBEJE

Az optimumkeresd algoritmusok a kitlizott célfiiggvény
szélsoértékét igyekeznek megtalalni, adott feltételek
kielégitése mellett. Ehhez egy olyan modszert, folyamatot
kovetnek, amelyet minél tobbszor elvégezve, egyre
kozelebb keriiliink a keresett szélséértékhez. Ennek a
folyamatnak az az eldnye, hogy nem sziikséges a létezd
Osszes lehetséges kombinacié vizsgalata, mert az nagyon
hosszadalmas lenne, hanem az alkalmazott Otletes
gondolatmenet kevesebb szamitdssal jut majd el az
optimumig. Ezt a folyamatot az algoritmus alkalmazoi
igyekeznek minél jobban figyelemmel kisérni, kovetni,
mivel nagyon fontos, hogy az adott eredmény eléréséhez az
algoritmus hanyszor értékeli ki a célfiiggvényt, hanyszor
ellenérzi a feltételeket, hany iteraciot végez, stb. A feltételek
és/vagy a célfiggvény szamitasa napjainkban hosszas
végeselemes szamitasokat igényelhet, tehat az a cél, hogy az
optimalis megoldashoz ezeket minél kevesebbszer szamolja
ki az algoritmus. Az algoritmus szamitasi folyamatanak
megfigyelés¢hez gyakran hasznaljak az iteraciotorténeti
gorbét (1. abra), ami az iteraciok szamanak ndvekedése
fliggvényében a célfiiggvény legjobb értékének valtozasat
irja le. Maximum keresés esetén tehat a legnagyobb elért
célfiiggvény érték  valtozasat adja. Az  algoritmus
tartalmazhatnak tobb olyan paramétert is, amelyeknek
beallitdsa, megvaltoztatdisa gyorsithatja, lassithatja a
mukodését, illetve javithatja fontos tulajdonsagait (lokalis
optimumra vald rafutas veszélye, stb). Ezen a beallitasok
legjobb értékeinek, az értékek legjobb kombinacidjanak
megtalalasahoz az optimumkeresési folyamatot tobbszor,
tobbféle beallitasokkal is el kell végezni, amelyekbdl a
legjobb viselkedést biztositdé kombinacid kivalaszthato. A
multidiszciplinaris optimalas megjelenésével ma mar olyan
nagy, sok szamitast igényld modellek is vizsgalhatok,
melyek esetén a szamitdsi folyamat akar tobb hetet is
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igénybe vehet. Ezt a tobbhetes folyamatot kellene tobbszor
is elvégezni, hogy Osszehasonlithassunk  tobbféle
algoritmus- beallitast, tobbféle paramérték- kombinaciot, a
legjobb beallitds megtalalasahoz. Ezt a hosszadalmas
kisérletezési folyamatot lehet roviditeni, ha felismerjiik,
hogy az optimumkeresé algoritmusok iteraciotorténeti
gorbéje az optimalis megoldashoz torténd fokozatos
kozeledés miatt egy telitdédd, szigmoid tipusu gorbe, és
elinditva a folyamatot, a gorbét kozelitve a kezdeti
eredményekbol kovetkeztetéseket vonunk le arra nézve,
hogy milyen gyorsan miikodik az algoritmus, milyen
célfiiggvény- optimum lenne varhaté a folyamat végén, azaz
nem kellene végigvarni a tobb hetes futdsokat ahhoz,
tobbféle bedllitdsokat dsszehasonlitsunk. Ezzel felére, vagy
szerencsés esetben akar harmadara is csokkenthetd lehet a
tesztelés, numerikus kisérletek, beallitaskeresési folyamat
iddsziikséglete.

Objective function value
5

1 2 3 4 H 3 7 8 9 10

Number of generations

1. adbra. Egy jellemzé iterdciotorténeti gorbe

1. Tablazat. A gorbekozelités hatékonysaga

K r C
Eredeti gorbe 10 0,41 1,0
Kozelités 4 ponttal 9,88 0,39 0,97

Az 1. tablazabdl lathatd, hogy a teljes futast (10 iteracio)
kifejez0 iteracié torténet gorbét 4 pontbdl sikerilt jo
mindségben kozeliteni, tehat a vizsgalat idejét az eredeti
idésziikséglet 25%-ara csokkentettik. A K, r és ¢
paraméterek a gorbe egyenletének paraméterei, az eredeti és
a 4 ponttal kozelitett gorbe nagyon kozel esik egymashoz, a
regresszios egyiitthatd 0.998475631 . A gorbe egyenlete:
K

¥= 14ce™ ’ (1)
3. AZ UJ TIPUSU KORONAVIRUS TERJEDESENEK
VIZSGALATA
A 2. abra a SARS-COVID-19 virus altal okozott fertézések
¢és halalozasok alakulasat mutatja, az elsé hullam esetén,
azaz 2020 marcius-augusztus kozotti iddszakban.

ACaV-2019 vagy COVID-19 vay
SARS- COV-2 18 (Kina)
FHBRAB AR

ACOV-2019 wagy COVID-19 vagy
SARS- COV-2, f6 (Olasz 0.)

TEBRHEMLESE

nCoV-2019 vagy COVID-19 vagy
SARS- COV-2 6 (Magyar 0.)
HEIRRENLEE

agY
SARS- COV-2 f6 (Magyar o0.)

HWEERAERMAES

-

2. dbra. A COVID-19 elsé hullam gorbéi
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A 2. 4bran a betegség idébeli alakuldsanak folyamata
lathat6, a kinai és olasz gorbe az elhunytak szamanak
idobeli novekedését mutatja, a magyar gorbék a fertdzottek
szamat ¢és a haldlozasok szamat mutatjdk. A gorbék
lefolyasa nagyon jellegzetes, a logisztikai gorbét kovetik.
Ezeknek a gorbéknek a tanulmdnyozdsa és napi szinten
torténod kovetése, kozelitése mutatott ra arra a nagyon fontos
tényre, hogy a teljes gorbe két részbol all, a korlatlan
fejlodés szakaszabol és a telitddés, vagyis korlatozott
fejlodés szakaszabol, ami a leallasig tart. Amig a korlatlan
fejlodés szakaszan vagyunk, addig semmit nem szabad
mondanunk a gorbe masodik részérdl, mert még nem
torténtek meg azok az intézkedések, amik a korlatozott
fejlodést okozzak majd. Visszautalva az optimalod
algoritmusokra, a korlatlan fejlodés szakaszaban még nem
Iéptek miikodésbe a tervezési feltételek, ezért ebben a
szakaszban nem lesz pontos az optimalasi folyamat
kimenetelének eldrejelzése sem. Ha ezt figyelembe vesszik,
sokat javithatunk az elOrejelzés pontossagan  és
megbizhatdsagan.

A virus logisztikai gorbéjének kozelitésével mar viszonylag
korai szakaszban lathato a ,,végkifejlet”, azaz mennyi lesz a
leallasig fellépd haldlozasi szam, illetve a fertézottek
szamanak alakulasa. Ez nagy segitség lehet az egészségiigyi
szakemberek szdmara, hiszen jO pontossaggal elére
jelezhetd a kapacitasok (agyszam, apold személyzet,
orvosok, stb) sziikséges mennyisége, hatékonyabban
tervezet$ a védekezés.

A kozreadott jarvanyiigyi adatokra végzett gorbekozelitések
eredményeként eldallnak a gorbék egyenletében szerepld
paraméterek, amelyek pontos, szamszerli értékekkel
mutatjak a gorbék jellemzoit (ndvekedési sebesség, elérhetd
maximum, hol valik el a korlatlan és a korlatos fejlodés
szakasza, stb), ezek alapjan 9sszehasonlithatoak lehetnek az
egyes orszagok, vagy egy-egy orszagon beliil kiilonféle
régiok virusellenes intézkedései, védekezésiik hatékonysaga
is.

nCoV-2019 vagy COVID-19 vagy
SARS- COV-2 6 (Magyar o.)
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3.abra. Az elsé harom hullam és a negyedik kezdete 2021
oktober 7-én (Magyar fertézéttek szama)

A tovabbi hullamok gorbéi a bilogisztikus, illetve
trilogisztikus gorbét kovetik (3. abra), sot, e cikk irasakor,
2021 oktober elején kezdéddben van a negyedik hullam is,
tehat még tovabbi emeletek épiilhetnek egymasra. Ezek a
g0rbék kiilon — kiilon is vizsgalhatok és dsszehasonlithatok,
igy wugyanazon régié killonbozd betegség- hullamait
hasonlithatjuk 0ssze.

4. VILAGTENGEREK MUANYAGGAL TORTENO
SZENNYEZODESENEK VIZSGALATA

A tengerekben milanyag szennyezOdés olyan miianyag
termékekbdl szarmazik, amelyeket valamikor megvasaroltak
az emberek, de mar nem lesz rajuk sziikség, €s eldobtak,

kiilonb6z6 szennyezddéseket okozva. Ezt figyelembe véve,
tehat érdemes figyelni a mianyag termékek termelésének
alakulasat, mert ezeknek a tizede valik majd a tengerekben
szennyezOdéssé.

A mianyag termékekre, mint minden termékre,
alkalmazhaté a logisztikai gorbe, azaz a termék piacanak
van egy kezdeti, gyors novekedési szakasza, majd ez
lelassul, végiil megsziinik a ndovekedés, s6t ezutan meredek
csokkenés indulhat be, vagy akar ki is vonhatjak a terméket
a piacrol (4.abra).
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4.dbra. A termékek életciklus- gorbéje logisztikai gorbe

Mivel a termékek bizonyos hanyada (10 %) valik
szennyezOdéssé a tengerekben, ezért a szennyezOdés
volumenének gorbéje is logisztikai gorbét kell, hogy
kovessen (5. abra) [22].
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S5.dabra. A vilag és Europa miianyag termelésének alakuldsa
1950 és 2000 kozott

A gorbe kozelitése modot ad arra, hogy akar 30- 40 évvel
elére megbecsiilhetd legyen a szennyezés mértékének
alakuldsa. Ha nemcsak a logisztikai gorbével végezziik el a
vizsgalatokat, hanem a Bertalanffy- féle novekedési
gorbével is (ennek nincs kezdeti gyors novekedési
szakasza), akkor azt tapasztaljuk, hogy a logisztikai
gorbével torténd elbrejelzés egy dertilato, csokkend, telitddo
jovoképet ad, viszont a Bertalanffy gorbe egy aggresszivabb
novekedést, borulatd jovoképet mutat. A borulatd gorbe
kissé jobb regressziot mutat a vilag termelését tekintve, az
europai termelésre inkabb a logisztikai gorbe, a dertilatobb
jovokép érvényes. Ennek oka talan a
kornyezettudatossagban, a lebomlo, kornyezetkiméld

esetleg kiilonbozo illegalis lerakokban helyezték el, stb. A technologiak, az Ujrafelhasznalas  nagyobb  eurépai
mianyag termékeknek kb a 10%-a végzi a tengerekben
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elterjedésében kereshetd. Afrikaban, Dé¢l- Amerikdaban ez
kevésbé jellemz6 tendencia.

5. KOVETKEZTETESEK

A szigmoid gorbék az élet tobbféle jelenségét is képesek
leirni, ezért joggal nevezhetjik ket fokozottan
multidiszciplinaris gorbéknek. A telitédési, novekedési
jelenségek vizsgalata a szigmoid gorbékkel jol leirhato, igy
haszonnal alkalmazhatok az optimumkeresé algoritmusok
iteraciotorténetének vizsgalatara, a COVID-19 koronavirus
megbetegedések  és  halalozasok  szamanak  iddbeli
valtozasanak leirasara, vagy a termékek ¢életciklusanak
tanulmanyozasara is. A tobbféle jelenséeknek a gorbéken
keresztiil torténd mélyebb megértése, leirasa lehetdséget ad
arra, hogy a gorbék tulajdonsagainak , jellemzdinek wjabb
és ujabb jelentését, Gjraértelmezését végezhessiik el, ami a
vizsgalt jelenség viselkedését is 1Uj megvilagitasba
helyezheti, ujabb Gtleteket, meglatasokat adhat. Ilyen pl. a
korlatlan fejlodés és korlatos fejlodés hatarpontjanak
fontossaga, a koronavirus goérbéjében felfedezve adodott,
hogy ez el6tt a pont el6tt nem lesz elég pontos a gorbe
alapjan  végzett  elorejelzés, ez  hasznosithatd az
optimumkeres® algoritmusok tervezési feltételek mellett
torténd vizsgalatdhoz is. A koronavirus tobb hullamos
viselkedése az Ujabb ¢és uUjabb mutacidk, varidnsok
kialakulasahoz kotheto, ez a jelenség a terméktervezés soran
adhat Otletet a terméktervezOk szamara, hiszen a
termékciklus vége felé, amikor a termék piaca nem
novekszik kielégitéen, vagy esetleg csokken, akkor wjabb
varianssal, egy ,,itds” tovabbfejlesztéssel ujabb felfutas
érhetd el.
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