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1. BEVEZETÉS
szer  anyagok mérnöki 

alkalmazásokban való felhasználása igen 
széleskör , els  sorban különböz  
tölt anyagok (pl. korom) segítségével 
módosítható tulajdonságaiknak 
köszönhet en. A tölt anyag
viselkedésre gyakorolt hatásának 

mbevétele a megbízható numerikus 
modellezés egyik fontos ismérve
A tölt anyaggal er sített gumikra jellemz  a 
feszültség és az alakváltozás közötti 
nemlineáris kapcsolat, az akár több 100%
elér  alakváltozások, valamint a 

viselkedés Továbbá, 
terhelés hatására
viselkedést mutat, amely

hatás és a maradó alakváltozás
megjelenésével jár együtt El bbi a gumi 
mikroszerkezetében bekövetkez  károsodásból 
adódik merevségcsökkenés
idéz el  a feszültség nyúlás görbékben.
egy terhelés tehermentesítés újraterhelés ciklust 
tekintve az újraterheléskor deformáció 
eléréséhez kisebb er  szükséges, mint az els  
terhelés esetén. merevségcsökkenés az els  

jelent sebb a további 
re inkább elhanyagolhatóvá 

válik Ennek megfelel en, a bemutatásra kerül  
hatást csak az els  

terhelési ciklusban veszi figyelembe. orábbi 
maximumot meghaladó deformáció esetén a 
terheléshez artozó görbe els dleges terhelési 

(lásd 1. ábra) követi új

terhelés hatására ismét
hatás. A gumikra jellemz  mechanikai 
viselkedést az 1. ábra szemlélteti

1. ábra. A (töltött) gumikra jellemz  mechanikai 
viselkedés egyszer sített megjelenítése. 

Az 1. ábrán megjelenik nemlineáris 
feszültség alakváltozás kapcsolat
hatás, a viszkózus viselkedésb l adódó 
hiszterézis terület valamint a maradó 
alakváltozás a késlelt

sel együtt
alkatrészek valós 

viselkedését numerikusan el re tudjuk jelezni, 
szükségünk van egy megfelel  anyagmodellre.
A szakirodalomban számos konstitutív modell 
található, amelyek eltér  pontossággal képesek 

gumikra jellemz kedést 
leírni Ebben a tanulmányban egy olyan 
konstitutív modell kerül bemutatásra
kell en összetett ahhoz, hogy a sajátos 
viselkedését megfelel  pontossággal le tudj
írni, ugyanakkor elég egyszer  a mérnöki 

aló rutinszer  alkalmazáshoz. Az 
anyagmodell a szakirodalomban külön külön 
már létez  modellek összekapcsolására épül. 
Nevezetesen, a nemlineárisan rugalmas 
viselkedést, a Mullins hatást, és a maradó 
alakváltozást – féle 

, míg az anyag id függ  (viszkózus) 
viselkedését a Prony sorozatra épül  lineárisan 
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megközelítés el nye, hogy a 
konstitutív egyenletben megjelen  nemlineáris 
konvolúciós integrál numerikusan közelíthet . 
Azaz, lehet ség va
feszültségmegoldások el állítására tetsz leges 
homogén igénybevételi módra vonatkozóan, 

a modellparaméterek
hatékony meghatározására.

megbízhatóságát
EPDM gumin, két különböz  alakváltozási 

ég mellett végzett, egytengely  ciklikus 
húzótesztek a mért és számított
feszültségválaszok összehasonlításán keresztül
vizsgáljuk

konstitutív modellt egy id független 
(pszeudoelasztikus) és egy id függ  (lineár
viszkoelasztikus) modell összekapcsolásával 
hoztuk létre A következ kben az 
alkalmazáshoz szükséges legfontosabb 
összefüggéseket tárgyaljuk egytengely  esetre 
vonatkozóan

2.1. Pszeudoelasztikus modell 

id független viselkedését írja le
nemlineárisan rugalmas viselkedést, a Mullins
hatást, valamint a maradó alakváltozást.
a nemlineárisan rugalmas, összenyomhatatlan, 
izotróp elmélethez kapcsolódó alakváltozási 
energias r ség függvény W0 két további 
változóval 1, 2) való kib vítése. Az így 

pszeudoelasztikus energias r ség 
függvény W) az alábbi módon definiálható

W W N

1 és 2 jelöli a f nyúlásokat. Továbbá 1 

károsodási paraméter, míg 2 a maradó 
áltozás leírására bevezetett paraméter. 

Ezek lehetnek aktívak aktívak 
terheléstörténett l függ en. Aktív állapotot 
el idéz  folyamat a tehermentesítés és az 
újraterhelés egészen a tehermentesítéskor 
el z leg elért maximális deformációszintig.
Inaktív állap 1= 2= pedig az els dleges 
terhelési úton (lásd 1. ábra) kerülnek

károsodás nélkül, tisztán rugalmasan 
Ebb l következik, hogy 

W( 1, 2, , )=W0( 1, 2) és 1( )= 2( )=
1( 1) és 2( 2) disszipációs függvények. 

Továbbá, N( 1, 2) függvény a maradó 
alakváltozások leírását biztosító energias r ség 
függvény. A károsodási és a maradó 

alakváltozást definiáló paraméterek az alábbi 
módon számolhatók

W W
g

r m W

W
W

g relaxált relatív modulus (lásd 2.2 
• féle hibafüggvény, r m

és anyagparaméterek (r> , m , 
Megjegyzend , hogy m és paraméterek 
közül legalább az egyiknek nemzérusnak kell 

W az els dleges terhelési út azon
pontjában érvényes energias r ség, ahonnan a 
tehermentesítés indul. Továbbá és W között 
az alábbi lineáris kapcsolat áll fenn

WJ K

J és K ótlan anyagparaméterek, 
míg 0 az anyag kezdeti nyíró rugalmassági 

maradó alakváltozás 
vételére bevezetett energias r ség 

függvény az alábbi alakban írható fel

N( , )

,

i
i U V i

Z

U V, és dimenziótlan paraméterek, 
i, i edik f nyúlás maximál

értéke.
A pszeudoelasztikus mérnöki feszültségválasz 
összenyomhatatlan esetben az alábbi módon 
írható fel

,pe
W NP ( t ) ( ) ,

ahol a 0 alsóindex a végtelen gyors terheléshez 
tartozó választ jelöli ( a gumi üveges 
állapotá érvényes Megfigyelhet , hogy 

1= 2= esetén a (7
hiperelasztikus konstitutív egyenletet adja 

2.2. Viszko-pszeudoelasztikus modell 

fejezetben bemutatott pszeudoelasztikus és a 
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zatra épül  lineárisan 
viszkoelasztikus modell összekapcsolásából 
származtatható. A javasolt anyagmodellhez 
tartozó ko titutív egyenlet egytengely  
esetben az alábbi módon adható meg

i

tN
i

pe
i i

s
pe

g tP t P t
t s

t s P t s e ds
t

P(t)
mérnöki feszültségválasz, P0,pe

(id független) mérnöki feszültségválasz, gi és i

i relatív rugalmassági modulus és 
relaxációs id , azaz a 
paraméterek, míg N száma. 
Továbbá, a relaxált relatív modulus g ) és 
relatív rugalmassági modulus gi között az 
alábbi összefüggés áll fenn

N

i
i

g g

EREDMÉNYEK BEMUTATÁSA
anyagmodell alkalmazásához els  

lépésben egy hiperela
kiválasztani a rendelkezésre álló mérési 
eredmények elemzése alapján, amely megfelel
pontossággal képes az anyag rugalmas 
viselkedését leírni. Esetünkben az 
összenyomhatatlan (másodrend ) féle 

yagmodell került 
kiválasztásra, ahol az alakváltozási 
energias r ség függvény az alábbi módon 
adható meg

k k k kk

kk
W

k és k anyagparaméterek. 
W0 ismeretében a ( ) egyenlet segítségével 
számolható az egytengely  igénybevételi mó
érvényes pszeudoelasztikus feszültségválasz 
P0,pe(t) A következ lépésben a viszkózus 

viselkedés leírására bevezetett
számát kell meghatározni Az általunk 

vizsgált id tartomány leírásához öttagú Prony
N=5

állandóknak
korlátozó feltételeket teljesíteniük 

kell. Egyrészt, a hiperelasztikus modell 
paraméterek ki kell elégíteniük
féle stabilitási feltételt.  Másrészt a 

és 
pszeudoelasztikus paramétereknek a következ  
feltételeket teljesíteniük

k
k

; k , k .. ,

N

i
i

g ig i i .. ,

r m és ha m
Z .

Az anyagparaméterek meghatározása a szerz k 
korábbi tanulmányaiban kidolgozott mód
alkalmazásával történt
anyagmodell numerikus feszültségválaszának 
el állítása. A viszko
konstitutív egyenletben megjelen  nemlineáris 
konvolúciós integrál (lásd (7) egyenlet)
numerikusan közelíthet , ami lehet séget
biztosít a mért és a számolt feszültségválaszok 
között bevezetett hibafüggvény 
minimalizálására. Így megkaphatók azok az 
anyagparaméterek, amelyekkel a modell a 
legpontosabban tudja a mért viselkedést 
numerikusan közelíteni. 
Az anyagmodell teljesítményének vizsgálatához 
egy 40 phr koromtartalmú EPDM gumi 
ciklikus, egytengely  húzó igénybevételi mód 
mellett mért viselkedését vettük
mérést 0,01 1/s és 0,1 1/s alakváltozási sebesség 
mellett végeztük el 25, 75 és 150 % os mérnöki 
alakváltozási szinteken. A paraméterillesztés 
során állandókat az 1. táblázat 

1. táblázat. A viszko-pszeudoelasztikus modell 
optimalizált anyagparaméterei. 

féle hiperelasztikus modell paraméterei
1 1 2 2

Prony paraméterek (N = 
g1 g2 g3 g4 g5

1 2 3 4 5

Pszeudoelasztikus modell paramétere
r m  

U V Z J K

. táblázatban szerepl , optimalizált 
anyagparaméterekkel a viszko

feszültségválaszait összevetettük a mért 
görbékkel. A kapott mérnöki 
feszültségértékeket a nyúlás függvényében a 
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vizsgált alakváltozási sebességek mellett
és (b) ábrák mutatják.

2. ábra. A mért és a modellezett mérnöki 
feszültségválasz, egytengely  ciklikus igénybevétel 

esetén: (a) ss , (b) s  
 

és (b) ábrákon látható, h
anyagmodell nagy pontossággal képes a 
vizsgált EPDM gumi összetett viselkedését 
numerikusan el rejelezni két alakváltozási 
sebesség esetén is 01 1/s alakváltozási 
sebesség esetén az R2= , míg 0 s esetén 
R2= re adódott, ami gyakorlatilag teljes 
egyezésnek felel meg. Az is megfigyelhet , 
hogy a vizsgált anyag mutatja az 1. fejezetben 
ismertetett mechanikai tulajdonságokat, 

els  ciklusokban megjelen  
hatást és a maradó alakváltozásokat. 

Továbbá a mért eredmények alapján 
kijelenthet , hogy a Mullins hatás a növekv  
alakváltozási szinteken egyre jelent sebbé 
válik, valamint az alakváltozási sebesség 
növelésével a gumi merevsége növekszik
Ezeket a hatásokat a modell kvalitatív és 
kvantitatív módon is képes 

4. ÖSSZEFOGLALÁS
Bemutatásra került egy új

id független választ az Ogden– féle 
pszeudoelasztikus modell, míg az id függ  

álaszt a Prony
épül  lineárisan viszkoelasztikus modell 
meg. A kapcsolódó legfontosabb egyenletek
egytengely  igénybevételi módra vonatkozóan 
ismertetésre kerültek. A javasolt
egy korommal töltött EPDM gumi egytengely  

igénybevétel esetén kapott feszültség
nyúlás görbéire illesztettük bemutatásra 
került eredmények egyértelm en igazolják

pontosságát és alkalmazhatóságát, 
jó alapot adnak a kapcsolódó 

kutatómunka jöv beni folytatásához
kés bb cél
háromdimenziós konstitutív egyenletének 
kidolgozása a hozzá tartozó numerikus 
feszültségmegoldásokkal együtt, a modellválasz 
összevetése további mérési eredményekkel, 

numerikus implementálá

5. KÖSZÖNETNYÍLVÁNÍTÁS
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TECHNOLÓGIAI MINISZTÉRIUM ÚNKP
KÓDSZÁMÚ ÚJ NEMZETI KIVÁLÓSÁG 
PROGRAMJÁNAK A NEMZETI KUTATÁSI,
FEJLESZTÉSI ÉS INNOVÁCIÓS ALAPBÓL 
FINANSZÍROZOTT SZAKMAI TÁMOGATÁSÁVAL 
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