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ABSTRACT

This paper aims to present the visco-
pseudoelastic material model and its application
to model the mechanical behaviour of rubbers.
The constitutive constants are determined with
the aid of the so-called inverse parameter
identification method where the stress solution
is provided by a finite element model. It is
pointed out that the visco-pseudoelastic
material model incorporating optimised
parameters can describe the complex
mechanical behaviour of an EPDM rubber
accurately.

1. BEVEZETES

Napjainkban a gumik rendkiviil fontos szerepet
toltenek be az iparban, k6szénhetéen a kedvezd
mechanikai tulajdonsagaiknak valamint a nagy
energia abszorpcids képességiiknek. Néhany
gyakori alkalmazasi példa: kerékabroncsok,
statikus és dinamikus tomitések, zaj- &s
rezgésszigetel6 komponensek [1].

Ezekre az anyagokra a nagy-rugalmas
alakvaltozdsok és a nemlineéris fesziiltség-
alakvaltozds kapcsolat mellett az idofiiggd
(viszkdzus) viselkedés is jellemzd. Tovabba,
ciklikus igénybevétel mellett
merevségesokkenés is megfigyelhetd, amely az
un.  Mullins-hatassal ~ magyarazhato. A
merevségcsokkenés a terhelés soran az anyag
mikroszerkezetében bekovetkezd irreverzibilis
karosodasokra (pl. t6ltbanyag részecskék és a
lancmolekulak kozotti kotések felszakadasa)
vezetheté  vissza [2]. A  Mullins-hatas
mechanikai modellezésére szamos elméletet
dolgoztak ki, amelyek koziil a legismertebb az
Ogden—Roxburgh szerzok nevéhez fiiz6do
pszeudoelasztikus  modell [3], amely az
Osszenyomhatatlan, izotréop, nemlinedrisan
rugalmas anyagok elméletének un. karosodasi
paraméterrel valo kibovitésén alapul. A modell
egyik nagy eldnye, hogy tobbtengelyli
fesziiltségi allapot esetén is hasznalhato.

a  Mullins-hatdst is  magaba  foglalo
pszeudoelasztikus modell, mig az idoéfiiggd
valaszat a Prony-sorozaton alapuld linedrisan
viszkoelasztikus modell adja meg. A modell a
mérndki gyakorlatban azonban nem, vagy csak
ritkdn kertl alkalmazéasra, aminek elsédleges
oka az anyagparaméterek meghatarozasanak
Osszetettsége. Igy az esetek tobbségében a
Mullins-hatas elhanyagolasra keriil, ami a
gumi-szeri anyagbol késziilt alkatrészek
varhato viselkedésének numerikus
eldrejelzésben jelentds hibakat eredményezhet;
els6sorban olyan alkalmazasi teriileteken, ahol
az alkatrész a gyartas vagy a beszerelés soran
eloterhelésnek van kitéve [4]. A modellben
szerepld anyagparaméterek meghatarozasa a
szamitott fesziiltségvalasz mérési eredményekre
torténd illesztésével valosithatd meg; azaz, a
modellvalasz ¢és az adott mérési eredmény
kozott bevezetett hibafliggvény
minimalizalasaval [5]. A viszko-
pszeudoelasztikus modell Osszetettsége miatt
analitikus (zart alaku) fesziiltségvalasz nem
allithato elé még a legegyszerlibb egytengelyii
hazas esetére sem, ezért a konstitutiv
konstansok meghatarozdsanak egyik lehetséges
moédja az Gn. inverz paraméterillesztés, amely
soran a modellvalasz rendszerint egy elembdl
allo végeselem modellel szdmolhato, majd egy
kiils6 optimalizalé algoritmus segitségével
kereshetok az anyagparamétereket. A modszer
fo elonye, hogy Osszetett anyagmodellek
paraméterei is  meghatarozhatéak,  akar
inhomogén fesziiltségallapotra vonatkozdan is,
azonban a szamitasi kapacitas jelentds, hiszen a
végeselem modellt minden egyes ciklusban ujra
kell futtatni a kivant pontossag eléréséig.

Az alkalmazott anyagmodell és az inverz
paraméterillesztési modszer
alkalmazhatosagdnak  vizsgalata érdekében
elvégeztik egy EPDM gumi mechanikai
modellezését egytengelyl ciklikus
igénybevételi moddra  vonatkozd — mérési
eredmények alapjan, azaz meghataroztuk a

Ahhoz, hogy a gumi-szeri anyagokra viszko-pszeudoelasztikus anyagmodellben
jellemzd Osszetett anyagi viselkedést le tudjuk szerepld paramétereket.
irni, az Un. viszko-pszeudoelasztikus modell
sziikséges, ahol az anyag idofliggetlen valaszat
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2. ALKALMAZOTT ANYAGMODELL

2.1. A Mullins-hatds mechanikai modellezése
Ha egy gumit fesziiltségmentes allapotbol
kiindulva huzoé erovel terheliink,
tehermentesitiink, majd ujraterheliink, akkor
adott alakvaltozasi allapot fenntartdsahoz
sziikséges fesziiltség a tehermentesités és az
ujraterhelés soran kisebb lesz, mint az elsd
terhelés esetében, egészen az elsd terhelésnél
elért ~maximalis nyulasértékig. Ezt a
merevségcesokkenést (fesziiltséglagyulast)
Mullins-hatasnak nevezik, amely tehat az els6
terhelés  soran  fellépd  anyagszerkezeti
karosodast irja le. A jelenség idealizalasat az 1.
abra szemlélteti.

A

Elsédleges terhelési ut

Fesziltség

1 At Al Amr
Nytlas

1. abra. Az idealizalt Mullins-hatds bemutatdsa
egytengelyii ciklikus terhelés esetén.

Az 1. ébra az idealizalt Mullins-hatas
tulajdonsagait mutatja egytengelyl, ciklikus
terhelések sorozatan keresztiil. Az anyagot
fesziiltség- ¢és nyulasmentes allapotabol A
nyulasértékig terhelve a fesziiltségvalaszt az un.
elsddleges terhelési ut I jeld szakasza adja meg.
A A nyuléasértékrol vald tehermentesités az I’
jelti terhelési uton torténik. Az anyag ujboli
terhelése soran a fesziiltségvalasz koveti az I’
jeli utat egészen A nyulasértékig, amelyet
kovetben az anyagvalaszt az elsddleges
terhelési ut II jeli szakasza adja meg. A
masodik tehermentesités (An nyulasértéktdl az
anyag fesziiltségmentes 4allapotdig) a II’ jeld
terhelési uton torténik. A kovetkezo, harmadik
terhelés a fesziiltségmentes allapottol egészén
An nyualasértékig a II’ jeli terhelési uton
torténik. Ha nincs tovabbi terhelés An
nyulasérték felett, akkor a II” jelii terhelési ut
adja meg a tovabbi anyagvalaszt, amely mar
tisztan rugalmas lesz. A Ay nyulasértéknél
nagyobb terhelés esetén az anyagvalasz koveti
az elsodleges terhelési ut III jelt szakaszat, az
ezt kovetd terhelési ciklusok pedig a leirt
mintazatot kovetik. Osszefoglalva tehat a £
jellemzoit az idealizalt Mullins-hatasnak:
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(i) tehermentesités soran merevségcsokkenés
(lagyulas) jon létre az elsddleges terhelési uthoz
viszonyitva (ii) az Ujraterhelés koveti a
tehermentesitéshez tartozd terhelési utat az
elozoleg elért maximalis nyulasértékig, azt
kovetden pedig az elsédleges terhelési utat (iii)
a  marad6  alakvaltozasok ¢és  egyéb
viszkoelasztikus jelenségek (pl. hiszterézis)
nincsenek a modellezés soran figyelembe véve.

A Mullins-hatds mechanikai leirdsara az
Ogden—Roxburgh-féle un. pszeudoelasztikus
modell alkalmas, amelynek alapja az
alakvaltozasi energiastiriség fuggvény
kibovitése egy egyszerti allapotvaltozdval. Az
igy kapott pszeudo-energiasiiriség fiiggvény az
alabbi alakban irhat¢ fel

W(F,n), )

ahol F az alakvaltozasi gradiens, mig # az Un.
karosodasi paraméter, amely értéke egységnyi
(inaktiv) az elsddleges terhelési uton. Ekkor az
anyag karosodas nélkiil, rugalmasan viselkedik
a W(F,1) fuggvény mellett. Aktiv esetben
(tehermentesités, valamint ujraterhelés soran
adott nyulasértékig) #x implicit mddon
kifejezhetd az alakvaltozasi gradiens
fuggvényében. Ekkor az anyagi viselkedés
tovabbra is rugalmas lesz, azonban mas
alakvaltozasi energiastiriiség fiiggvény mellett.
Vagyis ciklikus igénybevétel esetén az #

paraméter hatdsdra  valtozik az anyagi
viselkedés, megjelenik a disszipacio,
kovetkezésképp az  anyagi  viselkedés

pszeudoelasztikus lesz. A W(F,y) fiiggvény
ismeretében, amely tehat a tarolt alakvaltozasi
energia ¢és a karosodasi folyamat soran
disszipalodott energia osszege, a Cauchy-féle

(o) ¢és a mémoki (P) fesziiltségek
Osszenyomhatatlan anyagi viselkedés
feltételezése mellett az  aldbbi  moddon
szamolhatok
oW (F,
g EN)
JoF
5W(F,n) T T @
P=F———F " +pF *,
JoF

ahol p a Lagrange-féle multiplikator, I pedig az
egység tenzor. Konnyen beldthatd, hogy inaktiv
karosodasi paraméter mellett a (2) egyenlet
alapjan az  ismert kontinuummechanikai
Osszefiiggések adodnak a fesziiltségekre. A
bevezetett karosodasi paraméter kovetkeztében
az anyagmodell definidlasdhoz sziikséges
egyenletek kiegésziilnek egy tijabb egyenlettel,
ami az alabbi alakban irhato fel
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A pszeudo-energiasiiriség fliggvény definicid
szerint az alabbi alakban irhato fel

W (L, L.n)=nW" (I,,1,)+4(n), 4)

ahol I, I, a jobboldali Cauchy—Green-féle
deformacids tenzor elsd ¢és masodik skalar
invariansa, W*(Ih,l2) az egységnyi
térfogatra vonatkoztatott alakvaltozasi
energiasiiriség fliggvény, tovabba ¢(y) a
karosodasi fliggvény, amely a disszipacid
mértékét adja meg és amelyre teljesiil, hogy
#(1) = 0. Azaz n = 1 esetén az elsodleges
terhelési uton vagyunk, ahol W = W*. A (4)
egyenletet behelyettesitve a (3) egyenletbe az
alabbi 6sszefiiggés adodik

—¢'(n7)=

amely kifejezés implicit moédon definidlja az #
karosodasi paramétert az invariansok ¢€s azokon
keresztiil a fényulasok fliggvényében. Vagyis
adott karosodasi fiiggvény esetében az (5)
egyenlet alapjan meghatarozhaté a karosodasi
paraméter. Az Abaqus végeselem
szoftverben [6] Ogden és Roxburgh munkdja
alapjan a kérosodasi paraméter az alabbi
alakban kertilt implementéldsra

Wi —W (1,1
n:l—lerf (1.15) , (6)
r m+ﬁ max

W*(Ilal2)’ (5)

ahol erf(*) a Gauss-féle hibafiiggvény, Wnax az
alakvaltozasi energiasiiriség fliggvény
maximuma az elsddleges terhelési titon adott
terhelési szint mellett, » és f dimenzidtlan, mig
m W-vel megegyez6 dimenzidju anyagjellemzo,
ahol ¥ >1, m=>04¢és >0 (m és f paraméterek
egyszerre nem lehetnek zérusok). Tovabba,
definiciéo szerint W*(l,, L) < Wnax amibdl
adédoan n < 1. Mivel r > 1, ezért a karosodasi
paraméternek pozitivnak kell lennie, tovabba a
minimum értéke (ym) az anyag tehermentesitett,
fesziiltségmentes allapotdban (A = 1, W* = 0)
adodik, ekkor

M —l—lerf[h} (N
m+ﬂ max

r

Vagyis a karosoddsi paraméter nm < n < 1
értekek kozott folytonosan (monoton mddon)
valtozhat.

2.1. Viszko-pszeudoelasztikus anyagmodell
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A konstitutiv egyenlet — amely tehat a
pszeudoelasztikus €s a véges alakvaltozasokra
érvényes viszkoelasztikus modell
Osszekapcsolasaval nyerheté — a Cauchy-féle
fesziiltségtenzor segitségével, térfogat
allanddésagot feltételezve az alabbi alakban
irhat6 fel

®)

ahol o (¢,7) a végtelen gyors terheléshez
tartozd Cauchy-féle fesziiltségtenzor devidtoros
¢’(t,n’) a  Cauchy-féle
fesziiltségtenzor hidrosztatikus része. A DEV
operator megadja az adott tenzor deviatoros
részét, F(t—s) = F@=s)F'(r) a relativ
alakvaltozasi gradiens, g; az i-edik relativ
rugalmassagi modulus, 7; az i-edik relaxécios
id6, mig N a Prony tagok szama. Tovabba n* a
modositott kdrosodéasi paraméter, amely a (6)
egyenlettel adott  Osszefiiggéshez  képest
kismértékben eltérd, aminek oka, hogy a
Mullins-hatast leiré konstitutiv. modell a
viszkoelaszticitdssal kombindlva a végtelen
lassu terheléshez tartozo, relaxalt viselkedésre
vonatkozik. Vagyis, ebben az esetben a
karosodasi paramétert a relaxalt relativ
modulussal sziikséges modositani. Azaz a
modositott karosodasi paraméter az alabbi
formaban adhato meg

Wnax =W (11,15) ©
m +ﬂ max ’

része, mig

n*zl—gwlerl{
r

ahol g, a relaxalt relativ modulus, amely a
relativ rugalmassagi modulus ismeretében az
alabbi modon szamolhatd

N
g, =1-Y g (10)
i=1

2.3 Fesziiltségvalasz egytengelyii huzas esetén
Egytengelyli huzdé/nyomd igénybevétel esetén
az alakvaltozasi gradiens az aladbbi alakban
adhat6 meg

F:diag[/l A2 /1‘”2], (11)
ahol diag a diagonalis matrixot, mig 1 a terhelés

irdnyaba esd nyulast jeloli. Az alakvaltozasi
gradiens felirdsanal felhasznaltuk, hogy az

3.SZAM 23



anyag Osszenyomhatatlan, azaz detF = 1,
valamint, hogy izotrop, azaz a terhelésre
merdleges iranyokban a nyulasok megegyeznek
egymassal, azaz 1, = 13 = 172, Az alakvaltozasi
gradiens ismeretében szamolhato a relativ
alakvaltozasi gradiens, igy a (8) egyenlet
alapjan  meghatarozhatd az  egytengelyl
igénybevételi modhoz tartozd konstitutiv
egyenlet. A levezetéshez segitséget nyujt a
szerzOk egy korabbi publikacidja [7]. Vagyis az
egytengelyli ~ htuzasra  érvényes  viszko-
pszeudoelasztiks fesziiltségvalasz az alabbi
alakban adhato meg

P(t)=nR (1)

; 21(1) (f— ) -5/t
Zg I[ﬂ(t 5) ﬂz(t)s }7P0(l s)e s,

zl 10

(12)

ahol P(t) a teljes (id6fiiggd) mérnoki
fesziiltségvalasz, mig # Po(t) a Mullins-hatast is
figyelembe vevo pszeudoelasztikus
(idofiiggetlen) mérnoki fesziiltségvalasz, ahol a
karosodasi paraméter a (9) egyenlettel adott.
Tovabba Py(t) egy tetszbleges
Osszenyomhatatlan hiperelasztikus anyagmodell
altal adott fesziiltségvalasz. Megjegyzendo,
hogy a Cauchy-féle fesziiltségvalasz helyett a
mérnoki fesziiltségvalaszt adtuk meg, aminek
oka, hogy az anyagvizsgalatok soran ez a
fesziiltség szamithatdo kozvetleniil a mérési
eredményekbdl.

3. ANYAGPARAMETEREK
MEGHATAROZASA

A (12) egyenlettel adott konstitutiv egyenlet
egy nemlinearis konvolucids integral, amelynek
analitikus (zart alak(l) megoldasa még ebben az
egytengelyli esetben sem lehetséges. Eppen
ezért a konstitutiv konstansok meghatarozasara
az inverz paraméterillesztési modszer keriilt
alkalmazasra, ahol a numerikus megoldd az
Abaqus végeselem szoftver, mig kiils6
optimalizacids szoftver az MCalibration [8]. A

modszer  alkalmazhatdsaganak  vizsgalata
érdekében egy EPDM  gumi ciklikus,
egytengelyli ~ huzasra  érvényes  mérési

eredményeit hasznaltuk fel [4]. A mechanikai
modellezés sordan az anyag nemlinedrisan
rugalmas (idofiiggetlen) viselkedését a Yeoh-
féle Osszenyomhatatlan, hiperelasztikus
anyagmodellel vettik figyelembe. A modell
elonye, hogy  korlatozott  igénybevételi
moédokhoz tartozéd mérési eredmények mellett is
képes az anyagvalasz pontos leirasdra. A
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modell az alabbi alakvaltozasi energiasiiriiség
fuggvénnyel definialhato

W =Cio(1y —3)+ Cag(1; —3)* + Cyo (1, = 3),
(13)

ahol Cio, Cyx ¢€s (3 anyagparaméterek. A
Mullins-hatast modellezése soran a karosodasi
paramétert a (9) egyenlet definidlja. Az
idofiiggd (viszkozus) viselkedést négytagu
Prony-sorozattal (V = 4) vettiik figyelembe. Az

anyagallandoknak bizonyos korlatozd
feltételeket teljesiteniiik kell. Egyrészt, a
hiperelasztikus modell paraméterek nem

sérthetik a Drucker-féle stabilitasi feltételt,
masrészt a Prony-paramétereknek és a
pszeudoelasztikus modellben szerepld
paramétereknek a kovetkezd feltételeket kell
teljesitenitik

N
<1, g,>0, 7,>0,
;gl gl Tl (14)

r>1, m>0, f>0,ésham=p=0.

Tovabba a nagyszamu  meghatarozandd
anyagparaméterek miatt a relaxacids idok (z)
értékeit elore rogzitettiik szakirodalmi ajanlasok
és az anyagallandok fizikai tartalmuk alapjan.
Ezzel csokkenthetd a szamitasi kapacitas,
elhanyagolhato pontossagcsokkenés mellett. Az
inverz paraméterillesztési modszerrel kapott,
optimalizalt anyagparamétereket, illetve az
altalunk felvett relaxaciés idoket az 1. tdblazat
tartalmazza.

1. tabldzat. Az inverz paraméterillesztési
mddszerrel kapott anyagparaméterek.

Yeoh-féle hiperelasztikus modell paraméterei
C1o [MPa] C20 [Mpa] C3o [Mpa]
2,90 -0,016 0,0087
Prony paraméterek (N=4)
g [-] 7 [s] 2 [-] 72 [s]
0,725 1 0,0805 10
g [-] 73 [s] g4 [-] 74 [s]
0,00941 100 0,0279 1000
Pszeudoelasztikus modell paraméterei
-] m [MPa] Al
1,091 1,202 0,05

Az 1. tablazatban szerepld anyagparamétereket
felhasznélva elvégeztﬁk a mérési konﬁgurécié
szoftver segitségével. A kapott mérnoki
fesziiltségvalaszt az id6 és a nyulas
figgvényében, valamint a mérési eredményeket
a 2. (a) és (b) abrak mutatjak.

GEP, LXX. évfolyam, 2019.



(@)

sweeee Mérési eredmeény [4]
—— Végeselem szimulacio

Mérndki fesziiltség, P [MPa]

500 1000 1500 2000
1d6, 7 [s]
(b)
wweene Mérési eredmény [4]
2t —— Végeselem szimulacio

[ R?=97,75%

Meérnoki fesziiltség, P [MPa]

1.4 1,6 1,8 2
Nylas, & [-]

2. abra. A mért és a numerikusan szamolt
mérndki fesziiltségvdlasz egytengelyii ciklikus
igénybevétel esetén: (a) az idd fiiggvényében (b)
a nyulds fiiggvényében.

A 2.(a) és (b) abrakon lathato, hogy az inverz
paraméterillesztési moddszerrel meghatarozott
anyagparamétereket felhasznalva a viszko-
pszeudoelasztikus  anyagmodell — megfeleld
pontossaggal képes leirni az EPDM gumi
Osszetett anyagi viselkedését. Az illesztésre
vonatkozé  determindciés  egyiitthatd  (R?)
97,75 %. Azaz megallapithato, hogy az
anyagmodell képes a nemlinearisan rugalmas és
a viszkoelasztikus (id6fiiggd) anyagi viselkedés
mellett a Mullins-hatast is pontosan figyelembe
venni. Megjegyzendd, hogy az anyagi
viselkedés modellezése soran feltételeztiik,
hogy a fesziiltség-nytlas diagramon (1.(b) ébra)

megfigyelhetd ,marado” nyulasok a
viszkoelasztikus anyagi viselkedés
kovetkezményei.

4. OSSZEFOGLALAS

Bemutatasra keriilt a viszko-pszeudoelasztikus
anyagmodell, amely képes figyelembe venni a
gumi-szeri anyagokra jellemzd  Gsszetett
mechanikai  viselkedést. Az anyagmodell
alkalmazhatosdganak fontos feltétele a benne

alkalmazasra, amelynek Iényege, hogy a
rendelkezésre allo mérési eredmény ¢&s a
végeselem modszerrel szadmolt anyagvalasz
kozott  bevezetett  hibafiiggvény  kertil

minimalizalasra. A kapott  eredmények
alatamasztjak, hogy a meghatarozott
anyagparaméterekkel a viszko-

pszeudoelasztikus anyagmodell képes a gumi-
szeri anyagok mechanikai modellezésére, igy
hozzajarulva az  alkatrészek  megfeleld
pontossagu, végeselem modszerrel torténd
numerikus elérejelzéséhez.

5. KOSZONETNYILVANITAS

A TANULMANY AZ INFORMACIOS ES
TECHNOLOGIAI MINISZTERIUM ~ UNKP-19-3
KODSZAMU U NEMZETI KIVALOSAG
PROGRAMJANAK SZAKMAI TAMOGATASAVAL
KESZULT. FAZEKAS BALINT PHD HALLGATO EZ
UTON IS KOSZONETET FEJEZI KI A
TAMOGATASERT.

b

MEMZETI KUTATASI, FELESZTE
5 INNOVACIOS HIVATAL
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