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ABSTRACT

This paper is devoted to the stress analysis with
hypersingular integral equation is applied to
plane strain problems of L-shaped bodies under
the assumption that the material is orthotropic.
The accuracy of stress computations on the
boundary is greatly increased if one applies
hypersingular integral equations instead of uti-
lizing the traditional computational techniques of
the boundary element method [1], [2]. It is a
further advantage that the stress components can
be computed directly by taking the derivatives of
the first-order stressfunctions[4].

1. BEVEZETES

A fesziiltségszamitas pontositdsa a peremgorbén
elsidleges feladat, mivel a hagyomanyos perem-
elemes feszlltségszamitas a perem menti poli-
nomidlis kozelitések derivaltjait haszndja fel,
melyek képzése komoly hibaforrast jelent a for-
malizmusban kulondsen akkor, ha viszonylag
jelentés a feszliltségek perem menti megvaltoza
sa. A szamitasi eredmények azt bizonyitjak, hogy
a hiperszingularis egyenletek aapjan kifejlesztett
kdddal a szdmitésok numerikus pontossaga mar
viszonylag alacsony elemszam mellett is lénye-
gesen novelhets. A jelen tanulmany ezzel a kér-
déssel foglalkozik a rugalmassagtan ortotrop
sikfeladatai korében elstrendii fesziiltségfliggvé-
nyek akamazasa mellett. Ebben az Gn. dua
rendszerben a [3] aatti tanulmény dolgozta ki a
vonatkoz6 peremelemes formalizmust. A hiper-
szinguléris eljarés tovabbi elénye a hagyomé
nyos fesziiltségszamitési eljardssal szemben,
hogy kozvetlenll szolgdltatja a jelentkezd fe-
sziltségeloszlast mégpedig a teljes peremgorbe
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barmely pontjaban [4]. A bevezetésre kerlil
szdmitési  eljards pontossagét fesziiltségesics
kornyezetében, kis elemszam mellett j6l de-
monstralja a vizsgdlt L alaka tartomanyon Kkit-
z06tt peremérték-feladat.

2. PEREMELEM MODSZER ELSORENDU
FESZULTSEGFUGGVENYEKKEL
A vizsgdlatok targya egy ortotrop rugalmas test
sikfeladata, azaz egy egyszeresen tsszefiiggd, L,
peremgorbével hatarolt Ay belss tartomanyra
eloirt peremérték-feladat. A vonatkoz6 egyenle-
tek felirasakor hasznalt Un. indexes jel6lésmod-
ban a gorog alsd indexek értéke 1, 2 lehet. X (X,
X2) futépontot, mig y (y1, y2) egy rogzitett forrés-
pontot jeldl. Elsdrendi fesziltségfliggvények
bevezetése utan a siktartomény peremivén u, (x)
feszlltségfliggvények — ezek képezhetdk az el6-
irt feszlltségekbdl, és t,(x) =—du, /ds elmozdu-
l&s derivaltak a vagylagosan eldirhaté peremfel-
tételek. A peremelem modszer szokasos egyenle-
tei az aldbbiak:
U(y) =qf_U,; (60t (9ds, g, T, (6 y)u, (9ds,
yeA, (1)
€U, (¥) =g, U (x )t (9ds, ~df, T, (x Y)u, (¥)ds,
yel,, (2
0= U, (Xt (9ds,—qf, T, (x y)u, (ds,

yel, A, (3)
ahol az elsérendii alapmegoldast U,,, a masod-
rendii alapmegoldast T, jeldli. c,; pedig az y
pontbeli peremgorbe érintoktdl fugg. Az aap-
megoldasok matrixelemeiben mindig megjelenik
a futopont és a forraspont r, = x, -y, tavolsdgé
bol képzett p, =1, +p,r, érték, melyben 5, egy
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az ortotrop anyagjellemzoktol fiiggé komplex-
széamot jelent [3]. igy az alapmegoldasok az x
jelt pont y forrésponthoz vald kozeledésekor
gyenge, logaritmikus (Inp,) tipusy, illetve erés
(p.}) szingularitast mutatnak. Az (1) és (3) in-
tegréegyenletekben a szingularitési probléma
nem jelentkezik. A peremérték-feladat numeri-
kus implementécidja soran a vizsgalt feladathoz
tartozé tartomany zért L, peremgorbéje nye darab,
harom csomopontl peremelemre osztott. Egyes
csomoépontokban tehdt vagylagosan elsdrendi
feszilltségfliggvények, vagy elmozdulas derival-
tak az ismeretlen mennyiségek. A megoldast a
peremen felvett csomépontokban [évd ismeretle-
nekre a (2) integrdegyenlet numerikus megolda-
sa adja. Tovabbi részletek a kapcsolatos perem-
elemes formalizmusrdl, ortotrop sikrugal massag-
tani feladatok dudl rendszerbeli alapegyenletérdl,
a peremfeltételekrol (feszlltségfliggvények szé-
mitasa a terhelt peremiveken) a [3] alatti munkéa-
ban taldhaték. A terjedelmi korlatokra is tekin-
tettel ezeket itt kil6n nem ismertetjuk.

3. HIPERSZINGULARIS INTEGRALEGYEN-
LETEK
Az elsérendii feszlltségfiiggvények alkalmaza-
san aapuld hiperszingularis integralegyenlet
levezetése a forrasponti szingularitds kdzvetlen
kis kdrnyezetének A tartomanybdl torténd kizé-
résat igényli. Ekképpen az y forraspontban ¢
sugérral rajzolt korlap A siktartomanyban esd
részét tévolitjuk el. Az ¢ sugart korlap A-ben
fekvo peremivét s, az L, megmarado ivét pedig
L. jeloli. Ez azt eredményezi, hogy a formaliz-
mus alapja tartoméanyon kivlli forraspontra érvé-
nyes (3) egyenlet lesz, amely végul a vonatkozé
integrélok szamitésakor a forraspontot tartalmazé
kis iven zéart alaku analitikus képletekre vezet. A
(3) egyenlet y, szerint vett parcidlis derivdja—a
0, parcidlis derivaltat vesszo utan &l aso in-
dexpozicigju p jeldli:

o=tim{ [ U,.,,(xy)t09ds, - [ T, (x y)u,(9as, +

# [ U, (90,00, = [ T, (6 )u, (06,

4

A derivalas mivelet utan adod6 D, = Uy,
métrixelemeinek p.* tipusi erés szingularitésa
lesz. Az S, = T, métrix elemeire pedig az p,*
tipust hiperszingularités lesz jellemz6. A vizs
gdt sikbeli tartomany hatérol6 peremgorbéjén
vett y forraspont kis kdrnyezetében a peremérték
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feladat vatozoit folytonos és derivdhatd flgg-
vényel ahelynek, igy aforréspont kis kdrnyezet-
ben fekv x pontban rgjuk vonatkozdan az

u; (X) = ua(y)""u/l,a(y)(xa —y5)+0(r2) (5)
és

t,()=-u,.(¥)Q,.n,(X) =-u, . (Y)7,(X) (6)
kozelitd Osszefliggések érvényesek — 7, a perem-
gorbe érinté egységvektora. Ez azt jelenti hogy y
pontbeli értékek (flggvényérték és derivatja)
hatérozz&k meg a vonatkoz6 fliggvények kis
kornyezetbeli viselkedését. A (5) és (6) Ossze-
flggések (4) egyenletbe torténd behelyettesitése
és az identikusan zérust ad6 tagok torlése utan (a
részletes igazoléast itt most nem részletezve) ju-
tunk el afeszlltségszamités képletéhez. A nume-
rikus implementacié sorén az n,. peremelemre
osztott peremgorbén a feszilltségszamitasra szol-
ga 6 képletben elkllonithetéek az y forraspontot
tartalmazd elem feletti integralok, amelyek a
szingularitasokat kizarélagosan tartalmazzak.
Ezek mélyebb analizise a [2] tanulmény alapjan
igazolja, hogy numerikus integrdésuk nehézsé-
gei ellenére analitikusan jél kezelhetok.

4. INTEGRALAS A SZINGULARITAST
TARTALMAZO PEREMELEM FELETT
A peremelemek csomoépontjaiban a lokalis cso-
moponti sorszamozas sorrendjében vett megol-
dasokbdl, a Lagrange polinomok alkalmas elren-
dezésével nyert N,; approximacios matrix fel-
hasznélésaval, a [-11] intervallumra vonatkozo
lokdlis koordinatéra (x— & és y—n) torténd
attérés mellett az

u, (£)=N, ] ést,(&)=N,; @7 (7)
forméban dl el6 a peremelemek felett a feszllt-
ségfliggvény és az elmozdulas derivalt vektor
kozelitése (j=1,...,6). Ezekkel a (4) egyenlet
atirhaté a

L)=29, 3 [0, EIN, @I ¢

e=1,ezm

e
= 2 [SEmN @I ds -1y
e=lem

)
alakba, ahol J(¢) a Jacobi-féle fliggvénydetermi-
nans. Ha e= m, akkor az integralas a jol ismert
Gauss szabdllyal végezhet6 el. A szampéldaban a
14 pontos, [-1,1] intervallumra vonatkozo vélto-

zat keriilt alkalmazasra. A szingularitast hordozd
m sorszamu elemhez tartoz6 R™ intervallumon
és azon belll megjelens az elemen 1évé forrés-
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pont kizérasét jelentd ¢ sugaru kor dtal a perem-
elem gorbéjébol kimetszett R™ intervallumon a
vonatkoz6 integraas sorfejtés révén részben
analitikusan lesz kezelheté. A tovébbiakban a
problémat jelentd hiperszingularis

15, = [ S0, (6N, (€)3(&)dé =

= R™ ij(g!n)dg
integralnak meghatérozasat taglaljuk. Az eny-
hébb erés szingularitast hordoz6 [} integralér-
ték ehhez hasonl6képpen, de jéval egyszertibben
alithat6 el6. A szemi-analitikus képlet szarmaz-
tatésahoz sorfejtések ismerete szilkséges. Ezek az
y forraspontot tartalmazd R, peremelemen tekin-

tett r, = x, —y, kilonbség sorfejtésehol szarmazd
ax/l 1 2 3 1 3 1
A = = =(xA—2xl+xA)77+§(xl—xA), (10)
1 0°x 1
12565; =E(X1—2X§+X§), (11
' &=n

tagok, valamint ezek felhasznalésaval az S,
matrix miden elemében megjelend szorzd a

i2: ! 252 Bl+ﬁa823 +0()
p. (A+B,A) 6" (A+BA)S
(12)
sorfejtése, ahol
o=E6-77. (13)

Az elébbi sorfejtések figyelembe vétele utén a
(9) integrdlban alé
—2 m -lm
EM (&) = K,p(n) Fo, (1)
(e-n)  &-n
Laurent-sorként irhat6 fel a forraspont kdrnyeze-
tében, ahol *F" () és 'F" () csak 5 fliggvé-

Kip Kip
nyei, tehat konkrét szamértékek rogzitett n ese-
tén. A vonatkozo (14) sort a (9) képlet integran-
duszébdl levonva, de egylttal hozzais adva azt —
ekuldnitve ezzel a szinguléris és nem szinguléris
képletrészeket — adodik, hogy

PR RN ()
Ajpillm m I:?p(g’ﬂ)_ nr 2 + — §+
) ZR{ {(577) c-n Hd

, R () A

* Llﬂg .[R'MZR;“ (/: _77)2 dg + glgg .[R’“—ZRQ‘ E-n
(15)
A (15) képlet elsb integraja reguléris, mivel a
vonatkoz6 ¢ — 0 hatératmenet elvégzése utan
egy a(&»,)" hatvanyaibdl dlé (n > 0) hatvanysort
kapunk. A mésodik és harmadik tagra a hatérét-
menetek elvégzése utdn mar zart alaki képletek

+0(1) (14)
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dé .

adodnak [4]. igy a hiperszingularitast tartalmazo
integrél értékének szamszerli meghatarozasara az

R0 'R, (0)
kjp = )(]p(g ) i 2 + e g_
J{ {(5—77) &-n Ed

(16
—2 m 1 -lm '7_1
,p(n)[+1_nj FlL,)In 1rn|’

az erés sz ngularltast hordozoé részre pedig az
i\ 7('7) ’7 1 m
= It +In G
KJL I{ Klﬁ g }dg ( )
(17)

1+n| 7
formula szolgdl. A szingularitast tartalmazd pe-
remelem feletti integralok szamitasakor tehat a
regulérissa tett integrd ok numerikusan meghaté-
rozhatd értékeihez a levadlasztott szingularitast
hordozod részekbol analitikusan elédlitott flgg-
vények forraspont elemen bellli helyzetétsl flg-
00, n helykoordinéta helyettesitése utani, szamér-
tékel adddnak hozza

5.L ALAKU TARTOMANY VIZSGALATA

A vizsgdlt L alaku test sikalakvaltozast szenvedd
tartomanya h =b =100mm és h, =b, =50mm
méretekkel, valamint E, =11769MPa, u, =687,
E, =5886MPa és v,, =0,072 anyagjellemzékkel
bir. Az &boran I&hat6 terhelést biztositdé konstans
nagysdgl p,=5MPa és p,=10MPa fesziltsé-
gek pedig az adott geometriai viszonyok mellett
Onegyensulyi terhelést jelentenek. A tartomany
abrén lathatd6 szimmetrigjét viszont az anyagjel-
lemzok iranyflggése miatt nem lehet a feladat
numerikus implementacija sorén kihasznéni.

b,
P2
-|E D
< X C Bl o

X1 &
3 O A 3

4P

by

1. &bra. Az L alaku ortotrop tartomany énegyen-
stlyi terhel éssel

A tartomany 160 db azonos méretii peremelemre
bontott peremgdrbée mentén az elemcsomo-
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pontokra felirt (2) integréegyenletekbdl alkotott
egyenletrendszer numerikus megoldasét alapul
véve feszliltségszamitas végezheté a (16), (17)
képleteken aapuld Fortran nyelven fejlesztett
szamito program segitségével. A feszliltségel osz-
last a peremen, az dbrén jeldlt C sarokpontban,
azaz a feszlltség gyijtohely kornyezetében ha-
sonlitjuk ©ssze az Abaqus végeselem program
segitségével végzett szamitassal. A végeselemes
szamitasban hasznalt hdl6 (16232 darab, CPESR
tipusi elem) az irodalmi el6zmények dta java
solt médon C kordl jol besiritett, igy a perem-
elemes szamités ellendrzésére alkalmas. A 2.
abran a CB oldal mentén folytonos vonallal ab-
rézolt, x; iranya normdéfeszlltségre vonatkozd
peremelemes megoldés lathato, mint jol illeszke-
dik a kis rombuszokkal jel6lt Abaqus szamitasi
eredményekre.

o 10 2 @ 4
X1 [mm]
2. dbra. Hiperszinguléris egyenletekbsl szamitott
o1 feszlltség (—) dsszehasonlitasa CB oldal men-

tén a VEM (0) eredményekkel

A CD hatérol6 egyenes mentén is j6 illeszkedés
tapasztalhaté a 3. abran lathaté mddon az ott
fellépd x; irdnyu normélfesziiltség esetén. A ki-
vélasztott oldalak mentén kilon nem megjeleni-
tett feszliltségkoordinédtak zérus értékiiek.

120

0 10 20 30 40 50
Xz [mm]
3. bra. Hiperszingularis egyenletekbsl szamitott
o0, feszliltség (—) dsszehasonlitasa CD oldal
mentén a VEM (¢) eredményekkel
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Kisebb eltéréseket a j6 mindségli végeselemes
felbontas okoz. Azonban kitinik, hogy a C pont-
na jelentkezo feszilltségesics kdzelében a ha
gyomanyos peremelemes eljardssal szemben a
hiperszingularissa tett integraegyenletek elég
pontos fesziiltségértékeket szolgdltatnak.

6. OSSZEFOGLALAS

A bemutatott munka a sikrugalmassagtan dud
rendszerében a peremelem maédszer hiperszin-
guléris integrdegyenletein alapulé eljérast dol-
gozott ki a perem menti fesziltségek pontosabb
szamitésara ortotrop anyagmodell mellett. Alap-
gondolat, hogy a peremen ébred6 feszlltsegeket
elvben pontosan megadd, de szingularis integré
lokat is tartalmazd képletekben a szingularis
részeket elkilonitve, analitikusan, nagyon kis
hibaval terhelten kezel hetjUk.
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