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ANALYSIS OF CROWNED TEETH FOR GEAR COUPLING

Kelemen LaszIlo*, Dr. Szente Jozsef**

ABSTRACT

Path of contact and the contact pattern are determined
between the toothed elements of gear coupling. Mathe-
matical models are presented for the hub and the sleeve
with taking into consideration the manufacturing pro-
cesses. An approximated method is used to analyze the
gear meshing. The path of contact is defined as the sum
of contact points and it is investigated at different value
of the angular misalignments. The load causes elliptical
patches at contact points and the contact pattern is de-
veloped as the sum of the patches.

1. BEVEZETES

1. abra. Fogasgyiiriis tengelykapcsolo

A fogasgytriis tengelykapcsolok (1. abra) tengely-
végek Osszekapcsolasara, az egytengelytliségi eltérések
kiegyenlitésére szolgalnak. Fo6 alkoto elemeik: a belsd
fogazatli hiively és a domboritott fogazattal rendelkez6
agy, melyek azonos fogszammal rendelkez6 sajatos fo-
gaskerekek. A domboritott fogazat révén a tengelykap-
csold képes kompenzalni az Osszekapcsolt tengelyek
szogeltérését, parosaval beépitve pedig kikiiszoboli az
egytengelytségi hibat is. A dolgozatban a fogfeliiletek
matematikai modelljei, valamint a mozgastérvény alap-
jan létrehozzuk a domboritott fogazaton az elméleti
kapcsoldvonalat, mely mentén a fogparok érintkeznek
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egymassal egy koriilfordulds alatt. A kapcsolévonal
alapjan létrehozhaté az elméleti hordkép. Tovabba be-
mutatjuk a hordkép valtozasat a szoghiba fiiggvényé-
ben.

2. A DOMBORITOTT FOGAZAT
FOGFELULETENEK MODELLJE [3]

A tengelykapcsolé agy domboritott fogazata
lefejtémarassal, a munkadarab és a szerszam Osszehan-
golt mozgatasaval allithato el6, a 2. abranak megfeleld-
en.

2. abra. A domboritott fogfeliilet gydrtasanak elvi
vazlata

A domboritott fogfeliilet eldallitasahoz a szerszamot
korpalyan kell mozgatni. A lefejtdmarogép sajatos fel-
épitése ezt altalaban nem teszi lehetdvé, ezért a sziiksé-
ges relativ mozgast a munkadarab-asztal sugariranya és
a szerszam axialis mozgasaval érjiik el.

Gyartas kozben a tengelytav folyamatosan valtozik,
amely pillanatnyi értéke:

a=\A4>-B* —R+r, (1)

ahol A és B a lefejetdmaro helyzetétol fiiggd tényezok,
R a domboritas sugara, r; pedig a munkadarab osztokor
atmérdje. Az R domboritasi sugar értékére a [5] iroda-
lomban taldlhatunk ajanlast.

A fentiek alapjan a domboritott fogfeliilet valosagos
alakja fugg a lefejtdmard atmérdjétol, a kertleti, a su-
gariranyu és a tengelyiranyu eldtolasok nagysagatol.
Ennek megfeleléen ugyanannak a fogaskeréknek a va-
losagos fogfeliilete az emlitett paraméterek kiilonb6zo
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értéke mellett eltérd lesz. Mivel a fogfeliilet olyan té-
nyezOktol fiigg, melyeket a tervezés soran gyakran nem
is ismertink, ezért egy egyszerusitett modell eldallitasara
van sziikség.

A domboritott fogazatok esetében ezt az idealizalt
fogfeliiletet gy szarmaztatjuk, hogy fogak tengelymet-
szeteiben valtozo profileltolassal rendelkezd evolvens
fogazatot feltételeziink.

3. abra. Az agy domboritott fogfeliilete

A fogfeliilet egyenlete:
x, =r,sing,
» =r,cos6, 2)
z, =1

1 1
ahol ry; tetszéleges sugar a fogprofil mentén, 0, a fog-
sz0g. Szamitasara a

s . .
6 =—+inva —inva, 3)
4l
Osszefiiggés szolgal, ahol s a fogvastagsag az osztohen-
ger mentén, r; az osztokorsugar, a az alapprofilszog, ay,
a profilszog, mely

cosa,, = :”—' 4)
vl

alapjan hatarozhatdo meg. r,; az alapkorsugar. (3)-ban

inv az evolvens fliggvény, értelmezése: inv o = tan a —

a.

A fogvastagsag az osztohenger mentén:

s=5,—2(R—\|R* -z )tanax (5)

ahol s a fogvastagsag a z; = 0 sikban.
Mindezek alapjan megallapithatd, hogy 6, az ry; su-
gartdl és a z,=t;koordinatatol fiigg, vagyis (2)-ben

3. ABELSO FOGAZATU HUVELY
FOGFELULETENEK MODELLJE

A belsé fogazatu fogaskerekek gyartasi modszerei
két csoportra oszthatdk: profilozd és lefejtd eljarasokra.
A profilozo eljarasok kozé az alakmaras és az iiregelés,
a lefejtd gyartasi eljarasok kozé a fogmetszés (4. abra),
a foghamozas és a lefejtdmaras tartozik.

A gyakorlatban a fogmetszés és az tiregelés bir ki-
emelt jelent6séggel. A fogmetszés pontossagaval, az
tiregelés termelékenységével emelkedik ki a belsé foga-
zati fogaskerekek eldallitasara hasznalt modszerek ko-
ziil. A bels6 fogazata kerék matematikai modelljét fog-
metszéssel eldallitott fogaskerékre hoztuk 1étre.

o : metszékerék
forgacsold mozgas

bels6 fogazat

4. dbra. Belsd fogazatu fogaskerék gyartasa
metszokerékkel

A bels6 fogazati fogaskerekek elméleti fogfeliiletei
evolvens hengerek. Az 5. abran a fogprofil és a fogfelii-
let paraméterei lathatok.

[ A y2

y -

Z

5. dbra. A hiively belsd fogazatui fogfeliilete

x, =x(t,r,) A fogfeliilet egyenletei:
k3 y 9
6 _ .
= yl(ll,l‘yl)} © Xy =1, 800,
Y, =1,,c080,, (7
z, =1,.
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(7)-ben ry, a fogprofil tetszéleges sugara, ¢, a
fogarokszog. Szamitasara a kovetkezd Osszefliggés
szolgal:

e . .
0, =—+inva —inva, ()

2r,

ahol e a fogarok szélessége az osztokoron mérve, r, az
osztokorsugar, a az alapprofilszog, ay, a profilszog ry,
sugaron. Meghatarozasa az alabbi képlettel lehetséges:

Tya
cosqr, =— 9)

r,'vz

ahol ry, az alapkorsugar.

A fogfeliilet a fentiek alapjan két fiiggetlen paramé-
terrel irhatd le az alabbi formaban:

X, =X, (7”)2 ),
Yy =2,(1,),

z, = z,(t,).

(10)

4. A FOGKAPCSOLODAS ELEMZESE [4]

A szoghibaval rendelkezd fogasgylirlis tengelykap-
csold egy kiilonleges, metszddd tengelyli fogaskerék-
parnak tekinthet6 (6. abra).

A tengelysz6g megegyezik a y szoghibaval. A fog-
szamok a kiils6 fogazati agy ¢s a belsd fogazatt hiively
fogazatanal megegyeznek. Az agy domboritott fogfeli-
lete és a hiively evolvens profili hengeres fogfeliilete
minden pillanatban egy pontban érintkeznek. A kapcso-
16das elemzéséhez
- meg kell hatarozni a fogfeliiletek egyenleteit, vala-

mint
- eld kell allitani a hajtas mozgastérvényét, mint az

elfordulasi sz6gek kozotti figgvénykapcsolatot.

Yr 4 f)’a

6. dbra. Szoghibaval rendelkezé fogasgyiiriis
tengelykapcsolo

4.1. Koordinatarendszerek

Négy koordinatarendszert fogunk hasznalni, melyek
a 7. abran lathatok. S1 (O, X15 Vi1s Zl) és Sz (O, X2, V2, Zz)
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mozgo koordinatarendszerek, melyeket mereven hozza-
kapcsolunk az agyhoz (1 fogaskerck) ill. a hiivelyhez (2
fogaskerék).

St (O, x¢, v, z¢) €s S, (O, Xa, Ve, za) all6 koordinata-
rendszerek. Sr a globalis rendszer, mig S, egy segéd ko-
ordinatarendszer. Ha nincsen szoghiba (y = 0), S, egy-
beesik Siefel (6. abra). Valamennyi koordinatarendszer
kozos O origoval rendelkezik.

Sy forog S,—ban a z, tengely koril, amelyik egybe-
esik z;-gyel. A ¢, elfordulasi szoget x, és x; tengelyek
kozott mérjiik (7. abra). Amikor ¢, = 0, S; egybeesik S,-
val. Hasonlé mddon, S, forog S;—ben a z,-vel egybees6
zp tengely kortl. A ¢, elfordulasi szoget az x; és az x,
tengelyek kozott mérjiik (7. abra). Amikor ¢, = 0, S,
egybeesik Si-fel.

¥a

7. dbra. Az alkalmazott koordinatarendszerek

A koordinatarendszerek kozotti Osszefliggéseket a
kovetkez6 egyenletek fejezik ki:

r,=M,r, (11)
r,=M,m, (12)
r,=M,r,, (13)

ahol a helyvektorok az S;, S,, S, és S; koordinatarend-
szerekben az aldbbiak:

X, X, X, X,
L=V L=V =Y, | eS8, =1 Y,
z, z, z, z,

Az atviteli matrixok [1] az egyes koordinatarendsze-
rek kozott:
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[ cosg, sing 0
M, =|-sing, cosg, O], (14)
| 0 0 1
10 0
M, =|0 cosy =—siny|, (15)
|0 siny cosy
cosgp, sing, 0
M, =|-sing, cosp, O0]. (16)
0 0 1

Az M, jelolés az S, rendszerbdl az S, rendszerbe
torténd attérést jelenti.

4.2. Krintkezési pontok a fogfeliileteken

Az agy és a htively fogfeliileteinek k6zos érintkezési
pontjaiban a helyvektorok ¢s a normalisok is meg-
egyeznek. Az Sy koordinatarendszerben felirva:

1 2
e (rut,0) =17 (5, 0.0,)

(17)
0 (r.0,0) =0 (75,1, 0,) (18)

A (17) vektor egyenlet megfelel harom fliggetlen
skalaris egyenletnek, de a (18) egyenlet csak két fiigget-
len skalaris egyenlettel egyenértékli, mivel mindkét
normalis egységvektor, azaz

o] = o] =1. (19)

Az agy ¢s a hiively fogfeliiletei a hozzajuk kapcsolt
S} és S, koordinatarendszerekben a kovetkezd egyenle-
tekkel irhatok le:

X, 7, sin 6,
e I e cos 6 (20)
Z f
és
X, r,,sing,
r,=|y,|=|r,co0s6, (21)
2 t

A koordinatak (2) és (7) 6sszefiiggésekbdl ismertek.

Mindkét fogfeliilet forog a sajat tengelye kortil az 4l-
16 rendszerben. A forgd fogfeliileteket az allo Sy rend-
szerben felirva az alabbi egyenletekhez jutunk:

rf(.” =M,M,r, (22)

al
és

r? =M,,r,. (23)

A normalisokat is athelyezve az S; all6 koordinata-

rendszerbe:

n(}) = Mﬁl M, n, (24)

n_(fz) =M/, n, (25)

egyenleteket kapjuk, ahol a normalis egységvektorokat
a kovetkez6 modon értelmezziik:
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or, o or,

or, o
n=——-, (25)
on on
or, ot
o, o,
or, ot
n,=——-. (26)
o o
or, ot

A (17) és (18) egyenletekkel megadott, 6t nemlinea-
ris skalaris egyenletbdl allo egyenletrendszer megoldasa
numerikus mddszerrel, iteracios Uton, szamitégép al-
kalmazasaval lehetséges. A megoldas nagyon Osszetett
és bonyolult, ezért egy kozelitésen alapuld egyszertisi-
tett megoldast mutatunk be az érintkezési pontok helyé-
nek meghatarozasara ¢€s a tengelykapcsold mozgastor-
vényének eldallitasara.

5. KOZELITO SZAMITAS A FOGERINTKEZES
ELEMZESERE [4]

A fogérintkezés vizsgalatanak egyszerisitése érde-
kében az agy domboritott fogfeliiletét diszkrét pontok-
kal behaloztuk. A pontokat a fogfeliileten sugariranyban
¢és tengelyiranyban felvett gorbék metszéspontjaiként
hataroztuk meg, a 8. abran lathat6 mdédon. Sugarirany-
ban a feliileti gorbéket kiilonb6zd sugaru hengerekkel
metszettiik ki, tengelyirdnyban az egymadssal parhuza-
mos sikban 1évé gorbék evolvens profilok. A csomo-
pontok szdma i iranyban n, j irdnyban m (8. abra).

8. dbra. A fogfeliilet halozdasa a csomopontokkal
A csomodpontok koordinatai az S; koordinatarend-
szerben:

Xyy,; = Ty S 911‘,]9

Yij =i Cosgli,j’ (28)
Z); = Zoy, +J Az,
ahol 7yy; = rin + IAT. (29)

Attérve az S, 4ll6 koordinatarendszerbe, a forgo fog-
felileten 1évé csomdpontok helyét a kdvetkezd egyenle-
tek hatarozzak meg:
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X, =Ty sin 0, +o
Yai,j = Ty €08 9111 +o (30)
z, =2z

A y sz6ghibaval rendelkezd fogasgyliriis tengelykap-
csold fogfeliileti csomopontjainak koordinatai az allé Sy
koordinatarendszerben az alabbiak szerint médosulnak:

xﬁ)j =X

ai,j?

Vi =V, COSy—Z,siny, (31)

Zp; = Va, SNy +Z,C087.

A csomopontok elhelyezkedése kifejezhetd az ry,
sugarral és a ff szoggel az all6 S¢ koordinatarendszerben:

i) :\fx;,j +Vi (32)
B, = arcsin—==- ol YN (33)
rthJ

A hiively fogfeliiletén azok a pontok lehetnek érint-
kezési pontok, amelyek egy-egy csomoponttal egybees-
nek. Ezek a pontok az rys;j, sugrral, a 6;; fogszoggel és
a ¢y elfordulasi szoggel azonosithatok. 6,;; a (8) dssze-
fiiggésbol adodik, az elfordulasi szog a kovetkezo kife-
jezéssel hatarozhato meg:

D ;= ﬁ” _921',/' . (34)

A szamitasi algoritmus paramétere a @1 szog. A ¢l=
@0 kezdeti értékhez @2 eltérd értékeit kapjuk minden
egyes csomopont esetében. A fogfeliiletek kozotti pilla-
natnyi érintkezési pont az a csomopont lesz, amelyhez
az Osszes (n'm) szamu megoldasbdl a legnagyobb ¢2
adodik. @2 kisebb értékei valtozo nagysagl foghézagra
utalnak.

9. dbra. A kapcsolovonal egy fogpar esetén a
domboritott fogazaton (szoghiba: y=1°)

Minden ¢, értékhez talalhatd egy maximalis ¢,. Az
Osszetartozd értékparok a tengelykapcsold mozgastor-
vényét leird fliggvény egy pontjat szolgaltatjak, amely a
fogpar érintkezési pontja. Miutan ¢; értékét Ag-vel
megvaltoztatjuk, ¢@,-re egy 1 maximumot kapunk,
amely egy ujabb ¢érintkezési pontot eredményez.
Amennyiben ¢,-et 0 és 2m kozott valtoztatjuk, s vala-
mennyi ¢,-hez meghatarozzuk a hozza tartozé maxima-
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lis @,-t, megkapjuk az egy fogpar esetén létrejovo a
kapcsoldvonalat, amely a kapcsolddasi pontok Gsszes-
sége (9. abra). A fogfeliileten 1étrejovo hordkép kapcso-
lovonalra rajzolt kis ellipszisek Gsszességeként értel-
mezhet6 (10. abra). A sziikséges szamitasokat Maple 16
szoftverben végeztikk. Fogaskerék adatai: fogszam
7z=40, modul m=3 mm, alapprofilsz6g 0=20°, fogszéles-
ség b=20 mm, domboritas sugara R=100 mm.

10. abra. A hordkep egy fogpar esetén a domboritott
fogazaton (szoghiba: y=1°)

Amennyiben a fenti szamitast fogasgylrls tengely-
kapcsold minden fogan elvégezziik, akkor megkapjuk a
tengelykapcsold mozgastorvényét [4], amely a 11. abran
lathaté. A mozgastérvény alapjan megallapithato, hogy
a fogak egy kortilfordulas alatt csak két viszonylag ro-
vid szakaszon viselik a terhelést. A terhelt szakasz min-
dig a fog szélei felé helyezkedik el, mivel szoghibaval
rendelkez6 tengelykapcsolo esetén mindig csak az a két
fog viseli a terhelést, melyek a belsé fogazatu kerék
fogarkaban keresztbe fordul. A tengelykapcsold tovabb-
fordulasa soran masik két fog kertl ilyen specialis hely-
zetbe, vagyis a tovabbiakban mar azok viselik a terhe-
Iést. A 12. abran a két terhelt szakaszt - melyek
egyiddben két egymassal szemben fekvo fogon jelennek
meg - egy fogon abrazoljuk.

"000000'9
0,0:020203030’0:0,

0 60 120 1 80 240 300 360
Agy elfordulasi szoge, ¢,°

(=}

Elfordulasi szogek kiilonbsége,
01, °

11. abra. A tengelykapcsolé mozgdstorvénye

A bemutatott szamitasi modszer bizonyos kozelitést
tartalmaz, ugyanis nem veszi figyelembe, hogy az érint-
kezési pontokban a normalisoknak is meg kell egyezni-
ik. A valoés megoldas a kozelitd megoldasként megka-
pott csomdpont koérnyezetében van. A kozelités pontos-
sdga novelhetd az agy fogfeliiletén a haldzas stiritésével,
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azaz a csomopontok szamanak novelésével. A szamitasi
modszer pontatlansdga miatt célszertibb a kapcsoldvo-
nal helyett annak diszkrét kornyezetében talalhato
hordképpel abrazolni a fog terherviseld részeit, ahogy az
a 12. &bran is lathato.

12. abra. A hordkép terhelt részei egy fogon dabdarzolva

5.1. Szoghiba valtozasanak hatisa a hordképre

13. dbra. A hordkép kiilonbozd szoghibdk esetén

Amennyiben az eldzdkben bemutatott tengelykap-
csolo mas szoghibaval rendelkezik, akkor a hordkép is
meg fog valtozni. A szoghiba csokkenés esetén a
hordkép a fogazat belsejére korlatozodik, mig nagyobb
szoghiba esetén ez a tartomany kifelé, a fog végeinek
iranyaba tolddik el. A kapcsoldvonal €s a hordkép val-
tozasara mutat példat az 13. abra.

14. abra. A kapcsolovonal maximalis sz6ghiba esetén

52 5.SZAM

Amennyiben a kapcsolovonal eléri a fog szElét, ak-
kor az igy kompenzalt szoghiba maximalis. Ezt az
okozza, hogy ebben a helyzetben a fog mar teljes mér-
tékben keresztbe fordult a belsé fogazatu hiively megfe-
lel6 fogarkaban, tovabb fordulasra mar nem képes. A
szOghibat tovabb névelve az elméleti kapcsolddasi pont
mar a fogazaton kiviilre kertilne.

OSSZEFOGLALAS

A dolgozatban a gyartassal osszhangban 1évé mate-
matikai modellek, valamint a mozgastdrvény egy egy-
szerlsitett szamitasi modszerének bemutatdsa utan is-
mertettiik a fogasgylirts tengelykapcsold fogazatan ki-
alakulé kapcsolovonalat. Bemutattuk, hogy a kapcsolo-
vonal mely szakaszai a tényleges teherviseld részek. A
szOghiba valtozasa jelentds hatassal van a hordkép
nagysagara ¢s helyzetére. Amennyiben a hordkép eléri a
fogazat szélét, az ahhoz tartozé szoghiba lesz a tengely-
kapcsolora megengedett maximalis szogeltérés.
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Dear Reader,

The University of Miskolc has won a research grant financed by the Euro-
pean Union and the European Social Fund within the project TAMOP-
4.2.2/B-10/1-2010-0008 with the title Young talents are gifted. This project is
in full accordance with the Institutional Development Plan of the University of
Miskolc supporting primarily PhD training and scientific student activity.
Doctoral Schools of the University — and among them the Salyi Istvan Doctoral
School in Mechanical Engineering Sciences are involved with separate
subprojects.

The improvement of research conditions, designating the strategic directions
for PhD students, deepening the mentor-student relationships and providing
possibilities to disseminate the research results and enhancing the quality of
scientific publications are the main priority fields in this project. This journal
is already the fourth one published during the project duration by PhD students.

From these four journals two issues of the Journal of Mechanical Engineering
(GEP), one issue of Multidisciplinary Sciences and one issue in Production
Processes and Systems were published.

The colourful nature of the students’ activity is well illustrated in this present
journal issue. You may experience the high quality theoretical approach in the
paper of Laszlo Kiss entitled Free vibrations of heterogeneous curved beams.
Similarly, self-confident mathematical and mechanical handling can be observed
in the papers of David Gonczi and Akos Lengyel.

Besides these mostly theoretic papers you can read about new developments
in materials processing technologies (e.g. Marcell Gaspar’s paper on the
Finite Element Modelling of Welding of High Strength Steels) and design
oriented papers (Laszldé Kelemen: Analysis of crowned teeth for gear coupling,
or Tamas Fekete: The operation principle of alternating current synchronous
hydraulic drive and excenters). Two further papers should be emphasized dealing
with the utilization of waste materials written by Istvan Bodnar, and Zoltan Sza-
mosi together with his co-workers.

The high academic level of the published paper is assured by the thorough and
concise revision of the manuscripts done by well-known experts on the given
fields. As the head of the Doctoral School I express my sincere thanks for this
work of scientific lectors.

The financial support of the project mentioned in the introduction of this
section contributes not only to the stimulation and enhancement of publication
activity of PhD students but it also had a significant impact on the whole PhD
activity. It should be noted that during the two years duration of the project the
number of successful completion of PhD dissertations was greatly increased: till
now 15 PhD dissertations were defended during this period.

Prof. Dr. Miklés Tisza
Head of the Salyi Istvan Doctoral School
in Mechanical Engineering

Miskolc, August 2013.
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