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ABSTRACT

The main objective of the this paper is the
determination of normal stresses and displacements in
hollow circular cylindrical bodies, which are caused by
thermal and mechanical loadings. The Young modulus
is assumed to be a specific function of the temperature.
The problem is considered axisymmetric, therefore the
stresses and the temperature field are independent of
the axial coordinate. The temperature field and the
corresponding thermal stresses are determined by
utilizing the equations of the steady-state uncoupled
thermoelasticity. The analytical solution is obtained
under the assumption that the body is in plane strain
State.

1. BEVEZETES

Napjainkban szamos konyv és cikk foglalkozik

homogén ¢és  inhomogén  hengeres  testekben,
forgasszimmetrikus hé ¢és mechanikai terhelések
hatasara kialakulo fesziiltségek ¢és elmozdulasok

meghatarozasaval 2, 3,4, 7, 8, 9, 10].

Az 1. abréan lathatdé a vizsgalt hengeres test
keresztmetszete. A feladat tengelyszimmetrikusnak
tekinthetd, a megoldasdhoz az Orgz hengerkoordinata
rendszer hasznaltatik. A henger bels6é atméréje R, kiilsé
atméréje R,. Az idoben nem valtozd mechanikai
terhelés —nyomas- a belsd peremfeliileten p;, a kiilsé
felileten p,. A potencidlelmélet egyes tipust
peremfeltételeit irjuk el6 a palastfeliileteken, tovabba ¢,
¢és 1, jeloli a belsod és kiilso feliiletek homérsékleteit. A
testet z tengely iranyaba végtelen kiterjedéstinek
tekintjiik, a kulsd ¢és belsd hengeres feliiletek
hémérséklete idoben allando. Ennek kovetkeztében az
allandosult allapothoz tartozé hdomérsékletmezd nem
figg a z axialis koordinatatol, pusztan az r radialis
koordinata fiiggvénye.
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Az éllandosult allapothoz tartozd hdfesziiltségek
szamitasara a sikalakvaltozasi allapot egyenleteit

hasznaljuk [1, 2, 3, 4, 5].

1. abra. Az iiveges kérhenger keresztmetszete a
terhelések feltiintetésével.

2. A’HGMERSEKLETMEZ(") ES A RUGALMAS-
SAGI MODULUSZ KAPCSOLATA

Azt az esetet vizsgaljuk, mikor az allanddsult
allapotq, tireges, korhenger alaku test palastfeliileteinek
hémérsékletei adottak (nincsenek belsé héforrasok). A
radialis hoéaramot konstansnak, a homérsékletmezot
forgasszimmetrikusnak tételezziik fel, azaz csak a
radialis koordinata (r) fuggvénye. Ekkor [5, 6]

_190
ror

0 (—zzlrj, T(*)=D,Inr+D,, (1)
A

ahol A a hovezetési tényezd ¢s T(r) a hdmérsékletmezo.
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A potencialelmélet Dirichlet tipust peremfeltételi
egyenleteit felhasznalva jutunk el a hdmérsékletmezd

D; ¢és D, integracidos konstansok nélkili, végséd
alakjahoz [6]
Ty =""lm )
In=—L 2

2

A tovabbiakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor
t,=0. Az iireges korhenger alaku testekben a radialis, a
tangencidlis ¢és az axidlis fesziiltségmezd felirhaté az
alabbi formaban [1, 3, 4,5]:

o (N =L[(-v)e, +ve,—a(l+V)T],  (3)
o, (r)=L{ve,+(1-v)g,—a(l+V)T], (4
o.(r)=v(o,+o0,)—aLET, (5)

ahol v a Poisson szam, o a linedris hotagulasi
egyliitthatd, u(r) az elmozduldsmezd, a radidlis és
tangencialis nytlasokra fennall, hogy

. ®)
r

& =—,
Todr ”
tovabba bevezettiik az alabbi jelolést is:

L=t )

(1-2v)(1+v)

A feladat megoldasa soran abbdl indulunk ki, hogy
az E rugalmassdgi modulusz a hoémérsékletmezd
exponencialis  fiiggvénye, kapcsolatuk az aldbbi
kifejezéssel irhato le:

L(r)=L,e"™". (8)

Ly és f az anyagra jellemz6 konstansok, f értéke az
eloirt homérsékleti tartomanyra vonatkozo mérési
eredmények alapjan hatarozhato meg. A (8) egyenlet
kovetkezménye, hogy a rugalmassagi modulusz a
hémérsékletmezon keresztiil a radidlis koordinatanak a
figgvénye, tovabba kiemelendd, hogy 7=T7(r). A (2) és
(8) egyenletek alapjan célszerii bevezetni az alabbi
konstanst:

3. AZ ELMOZDULASMEZO SZAMITASA

Az elmozdulasmez6  differencidlegyenletét az
egyensulyi egyenletbdl kiindulva irjuk fel [2, 3, 4, 5]

do, N c,—-0o,
dr r

-0 (11)

A (11) egyenletbe beirva a (3) és (4) kifejezéseket
kapjuk, hogy

d’u 1-v \du u dT
L{(l—v) i +(Tj;—(1—v)r—2—(l+v)a;}+

dL du u
+—|(1-v)—+v——(1+Vv)aTl |=0, 12
dr |:( ) dr r ( ) :| 12)
amelyhez felhasznalva az alabbi 6sszefiiggéseket
1dl _ i(]n L=-5, ar__ 4 1 (13)
Ldr dr r dr ln& r
R

felirhaté az elmozdulasmezo differencialegyenlete:

2 p—
d_g{l g]d_u_(1+g_VJ12=kll_
dr r J)dr 1-v)r r

Itt bevezettiik, hogy

1. r
k,—In— (14
"R (14)

2
g1tV g g v, e (15)
I-v B 1-v p

A (14) egyenlet homogén részének megoldasa az
alabbi

(16)

2
"g—+1+g—". (17)
4 1-v

Az inhomogén rész megoldasahoz felhasznalt
probafiiggvények ¢s azok hosszas szamitasok utjan
meghatarozott konstansai a kovetkezé alakban adhatok
meg

— A A
Uy = Cr +Cr™,

2
/’Ll:§+ g_+1+g_v’/12:§_
2 4 1-v 2

-
o= B, ©) U, =Cr, u,,, = C4r1nF +Cyr, (18)
R 2
In—2
1
C,=—(1+v)Z, ¢, =g(1+v)<,
Ezt felhasznalva a (8) egyenlet atirhato az B B
7glnL R g C.=(2- 1— 2 z 19
L(r)=Le © =L()(_2j (10) 5= ( g)( v )ﬁ (19)
d Ezek alapjan az elmozdulasmezd egyenlete zart
alakban felirhato a C; és C, integracidés konstansok
alakba, ahol L, = A segitségével, amelyeket a hengeres peremfeliiletre
 d-v-2vY)
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érvényes  fesziiltségi
hatarozhatunk meg:

peremfeltételek  segitségével

u(r)=Cp +Cyr™ + (1+v)%r[(l —2v)+g(v-1+

+In L))
2

(20)

4. A FESZULTSEGMEZO MEGHATAROZASA

Az elmozdulasmezd elézdekben meghatarozott
alakjat felhasznélva az ¢, és ¢, nyuldsok kiszdmithatok.
A (6) egyenlet alapjan

g, =Car' " +Coar= " +(1+ v)%[ (1-2v)+

r

-
+g(v+lnR—2ﬂ, (21)
£, =Cr " +Cr T+ (14 v)%[(l -2v)+
r
+g(v—1+lnR—2):|. (22)

Majd az igy kapott egyenleteket behelyettesitve a (3)
egyenletbe megkapjuk a radidlis normalfesziiltség
closzlasat leird kifejezést.

o.(r)= L<(1 —v){q/Wﬂ1 +C " +(1+V)%‘

.{(1— 2V)+g(v + lnéﬂ}w{c‘ﬂl +

+Cyr! +(1+v)%{(1—2v)+g(v—1+1nRLH}—

2

-, r
L In—+1,

In=—2% 1

R,

—a(l+v)

(23)

Hasonld6 mo6dén a  tobbi  normalfesziiltség s
szamithatdo. Az ismeretlen C; és C, konstansokat a
peremfeltételi egyenletekbdl hatarozhatjuk meg. A
szoban forgd egyenletek az alabbiak:

o,(R)=-p, 0,(R)=-p,. (24)

A (24) egyenletrendszer részletesebben Kkifejtett

alakja:

Itt bevezettiik az alabbi jeloléseket:

a, =(1-VAR" " +vR, (27)
a, =(1-V)ALR*" +vR"", (28)
a, =(1-VIAR! " +vR}, (29)
a, =(1-V)ALR+vRF, (30)

f :—%—%(l—vz){(l—zv)+g[v+ln%ﬂ—%'

(V+vz){(l—2v)+g(v—l+ln%ﬂ+a(l+v)tl,(3l)

2

£ :—%—%(1—v2)(1—2v+gv)—%(v+v2)-

(I-2v+gv—g), (32)
ahonnan
f —a azlf] _anfz
14,
C = afi—anf, C = 2% ~ 49 (33)
2 s .
Qydyp —dpdy a;

Az igy kiszamitott integracios allandokat visszairva
a (20) egyenletbe az elmozdulasmezd és a (3), (4)
egyenletek alapjan pedig a fesziiltségmez6 szamithato.

Altalanositott sikalakvaltozasi allapotra a fenti
feladatot Nowinski [12] a kovetkezd feltételek
teljesiilése esetén oldotta meg

g=1 R, =2R, p,=p, =0.

A [11] tanulmany pedig tomor és lireges gémbre
gombszimmetrikus hémérsékletmezot, fesziiltségeket és
elmozdulast feltételezve v=0.5 esetén oldotta meg
homérsékletfiiggd rugalmassagi modulusszal szamolva
az allandodsult allapotra vonatkozo hdrugalmassagtani
feladatot.

5. NUMERIKUS PELDA

A numerikus szamitasok kivitelezéséhez a Maple 15
matematikai szoftvert hasznaltuk. Az tireges korhenger
geometrigjat, a peremfeliiletek homérsékleteit és az
anyagi paramétereket az alabbi értékeknek vettiik:

R =0.0lm, R, =0.02m, ¢, =0°C, t, =200°C, v = 0.25,
a=2-107 %, B=0.003, L,=3.2-10" Pa.
A 2. abra szemlélteti az L mennyiség valtozasat a

radialis koordinata fiiggvényében és a homérséklet-
mezot.

ancl +a12C2 :fls (25
a,,C +a,C, = f,. (26)
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2. dbra. A hdmérsékletmezd és a rugalmassagi
modulusz a radialis koordindta fiiggvényében.

A belsé felilleten hatd mechanikai terhelés
p1=50MPa, a kiils6 palastfeliilet terheletlen (p,=0MPa).
Az  elozéekben  ismertetett —modszerrel  kapott
elmozdulasmez6 a 3. abran lathatd. Végiil a 4. és 5. abra
mutatja a radialis ¢s tangencialis fesziiltségek eloszlasat

a vizsgalt esetben. Lathatd, hogy a radialis
fesziiltségmezd kielégiti a mechanikai
peremfeltételeket.
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3. abra. Az elmozdulasmezé.

A =0 esetre vonatkozo megoldast, mikor is L=L, a
3-5. abrakon szaggatott z6ld vonal szemlélteti. A f=0
eset kiilon vizsgalatot igényel, részletes kidolgozasat a
rétegzett, Ureges, korhenger alaku testekre a [13]
tanulmany ismerteti.
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4. dbra. A radialis normalfesziiltség eloszldsa.
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5. abra. A tangencidlis fesziiltségmezd.

6. OSSZEGZES

A tanulmany egy analitikus (egzakt) eljarast
ismertet az ireges korhenger alaku testekben a
mechanikai  és  hoterhelés  hatdsara  kialakulo
elmozdulasmezd ¢és hofesziiltségek meghatarozasara.
Azt az esetet vizsgaljuk, mikor a rugalmassagi
modulusz a hémérsékletmezon keresztil a radialis
koordinata egy meghatarozott fliggvényeként irhato fel.
A kidolgozott analitikus modszer alkalmazasaval nyert
numerikus eredmények a kiilonboz6 numerikus
eljarasokkal kapott megoldasok szamara ,,.Benchmark”
feladatként is hasznalhatok a széban forgod kozelitd
mddszerek  pontossagdnak az  ellendrzésére. A
bemutatott analitikus moédszer alkalmazasaval nyert
numerikus  eredményeket egybevetve az  egyes
numerikus eljarasokkal (pl. végeselem mddszer,
differencia moddszer stb.) kapott megoldasokkal mod
nyilik a vizsgalt kozelit6 modszerek pontossdganak
ellendrzésére.
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