NORMAL ES CSUSZTATO FESZULTSEGEK
SZAMITASA RESZLEGESEN KAPCSOLT
RETEGEZETT KOMPOZIT RUDAKBAN

DETERMINATION OF NORMAL AND SHEARING STRESSES
IN COMPOSITE BEAMS WITH WEAK SHEAR CONNECTION
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ABSTRACT

The main objective of the present paper is the analysis
of the stress field in a two-layer composite beam with
imperfect shear connection. Some formulae are derived
for the normal and shearing stresses. It is assumed that
the two layers follow the requirements of the Euler-
Bernoulli beam theory and the applied loads act in the
plane of symmetry of the composite beam.

1. BEVEZETES

Kétrétegi rugalmas anyagti kompozit rad
keresztmetszetét és terhelését az 1. abra szemlélteti. Az
yz sik a rad szimmetriasikja, amely egyben az
alkalmazott  terheléseket ¢és a  megtamasztasi
kényszereket is tartalmazza. A rud keresztmetszet
A=A\U4, A; (=1,2) résztartomanyat E; (i=1,2)
rugalmassagi modulustt homogén, izotrop anyag tolti ki.
Az A, és A, keresztmetszeti tartomanyok kozos
hatargorbéjét 04, jeloli, tovabba az A, és A,
keresztmetszeti B; ¢s B, radkomponensek kozos
hatarold felillete a 04,%(0,L) téglalap. Kiemelendd,
hogy jelen tanulmanyban az A4, és A4, keresztmetszeti
tartomanyok  kozos  hatargorbéje az yz  sikra
szimmetrikus egyenes szakasz (1. abra). Feltevés szerint
normal iranyban (y irdnyban) a B; ¢és B,
radkomponensek kapcsolata tokéletes, szakadas csak az
axialis (z tengely iranyu) elmozdulasban lehetséges a
OB, feluletszakaszon tOrténd athaladaskor a B,
radkomponensrél a B, raidkomponensre (interlayer slip)
[2,3,4,5]. Az Oxyz koordinatarendszer O origdja a
z=0  koordinataval kijelolt keresztmetszet E
rugalmassagi modulussal stlyozott C sulypontjaval esik
egybe [6,7], tovabba az A, és A, keresztmetszeti
tartomanyok sulypontjait C; és C, jeloli (1. abra).
Konnyen belathato, hogy
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(AE)= AE, + 4E,, c=|CC,| )

Feltevés szerint a By és B, rad komponensek mechanikai
viselkedését az Euler-Bernoulli radelmélet irja le.
Ennek megfelelden, tekintettel a geometriai és terhelési,
valamint a megtamasztasi viszonyokra a rad
elmozdulasmezdje a valaszott Oxyz
koordinatarendszerben az alabbi alakban adhatdo meg.
(1.4bra):

u(x,y,z)=u(x,y,z)e + 3
P2, 4wl 3, 2)e &)
u=0, v=v(z), 4)
dv
W(x,y,Z)—wl-(Z)—de, 5)
(x,y)ed, i=(12), 0<z<L
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1. abra. Kétrétegii részlegesen kapcsolt kompozit rud.

A rugalmas rudakkal kapcsolatos rugalmassagtani
egyenletek alkalmazasaval azt kapjuk, hogy [1]

gx:gy:]/xz:yyz:}/,xy:o’ (6)
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dw, d’v
E =———y—7, 7
T T ™)
Osszhangban az Euler-Bernoulli radelmélettel. Az ¢,
fajlagos nyulashoz tartoz6 o, normal fesziiltségre a

d’v .

y—1, (x,y,2)eB,, i=(12) ®)
dz dzzj
eredményt tudjuk levezetni. Mivel a rudat keresztiranya
vz sikban hatdé erdrendszer terheli, a rud teljes
keresztmetszetén mikodd N normadlerd értéke zérus,
azaz

N=N,+N, = [0.d4+ [o.d4=0. 9)

4 4

A rétegek relativ elcsuszasa s (interlayer slip) a tengely
iranyu elmozdulasok kiilonbsége a 0B, belsd hatarolo
feliilet mentén szamolva. Nyilvan
s(z) =w,(2) —w,(2). (10)
A nem tokéletesen kapcsolodo rétegek altal atvitt T

kapcsolati nyirderd, linedris anyagtorvényt feltételezve,
a

T=ks |[T]=———, [K]=—————| (1)
hosszusag (hossztisag)

alakba irhatd, ahol k a kapcsolat nyirdsi merevségét
jeloli [2,3,6,7].

2. NORMAL FESZULTSEG SZAMITASA

A levezetendd képleteket az s=s(z) szlip ¢és
v=v(z) lehajlashoz kapcsolodo alakvaltozasi
jellemzokkel fogalmazzuk meg. Ennek érdekében a (8)
képletbdl a (9) és (10) egyenletek felhasznalasaval
eliminaljuk a w;=w,(z) és a w,=w,(z) axidlis elmozdulas
komponensek z szerinti derivaltjait. A (9) és (10)
egyenletekbdl az kdvetkezik, hogy

N1+N2:E1Al%+E2A2%:O, (12)
iz d  dz

Az (1) és (2) tovabba a (12) és (13) egyenletek
kombinalasaval jutunk a kdvetkezd eredményre

A (8) egyenletbe helyettesitve a fenti kifejezéseket
megkapjuk a normalfesziiltségek képleteit a By és B,
rudkomponensekre

2

UZ(.X,y,Z)ZEl &E_ d_‘;

c dz dz (15)
(x,y,z)e B,

c, ds d*v

o (x,y,z)=—E,| 2—+y—
z(xyz) 2{6 dZ ydz2j (16)

(x,y,z)€B,,
Egyszerii szamolassal adodik, hogy

ds d*v
N, = |o.d4=(4E)_ [——c—} (17)

1 A'!‘ 1 dZ de

M = J-yO'sz= jyaszz
! * (18)
ds d*v
:C<AE>—IE_{E1}?
Itt bevezettiik a
AFE AFE

AEY =—1122 19
(20)

{EI}=E, [y’dd+E, [yd4
4 4y

jeloléseket. A (17) és a (18) egyenletek felhasznalasaval
a

- 1)

szlip alakvaltozast és a rugalmassagi modulussal
sulyozott kézépvonal gorbiiletvaltozasat az Ni=N,(z) és
M=M(z) igénybevételek segitségével az alabbi alakban
tudjuk megadni:

ds ¢ {El}
= (EI) M+ (4E) (EI) M, (22)
d*v M c

4 (e (E) N (23)

A (15), (16) és a (22), (23) egyenletek kombinalasaval
kapjuk a normalfesziiltségek képleteit az N,=N,(z) és
M=M(z) igénybevételekkel kifejezve:

E
o, :—1{—(:1M +%Nl +y(M—ch)}

dw_qds dm__eds (14 (D) i @4
dz cd’ dz cdz’ (x,y,2) € B,
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E, { M — {EI}N+y(M ch)}

o, =
(EN)*  AE, (25)
(x7 Vs Z) € BZ N
A fenti egyenletekben alkalmaztuk az
(EIY={EI}~c*(AE) (26)

jelolést. Megjegyzendd, hogy {EI} a rudkeresztmetszet
hajlitasi merevségét jelenti tokéletes (elcsiszasmentes)
kapcsolat esetén, mikor is k=0, tovabba <EI > abban az
esetben a keresztmetszet hajlitasi merevsége, ha a B és
a B, radkomponensek szabadon elcstszhatnak axialis
iranyban egymashoz képest, vagyis k=0. A (15), (16)
valamint a (24) és (25) képletekbodl az kovetkezik, hogy
a o, =0.(y,z) figgvény y=y,, 0<z<L helyen
szakadassal rendelkezik (1.abra).

3. CSUSZTATO FESZULTSEG SZAMITASA
Az A, tartomany pontjaiban ébredd 7,. cstsztato

fesziiltség P;, P, pontok altal meghatarozott egyenes
szakaszra vonatkozo atlag értékét a

7.0n)=— [7.(xpz)dx 7)

( ) 75
egyenlet definidlja (2. abra). A 7,, meghatarozasahoz a

or N or,. oo

XZ Z :0 28
ox oy " oz (28)
pe
A
oo,
s 4
A
Py A P,
e A —
1 . a(y) - 4,
Yz
Y C -
A X e,
(5] AZ
Y

2. dbra. A’ tartomdny szemléltetése.

mechanikai egyensulyi egyenletet hasznaljuk [1]. Jelolje
A" a BP, egyenes szakasz és a 04, gorbe altal
hatarolt résztartomanyat A;-nek (2. abra). A (28)
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egyenletbdl integralassal az alabbi Osszefliggésre

jutunk:

/J[EZ; 6;y jdA I s

I(z’ n o+t _n)ds=— .[z'yzdx+

yz' 'y
oA Lits)

c, d’s d’v
e I
" C

4

(29)

A (29) egyenlet levezetése soran alkalmaztuk a Stokes-
tételt, a 04,, gorbeszakaszra vonatkozo

a TXZ

5 O<z<L
Ox

(30)

fesziiltségi peremfeltételt (2. abra), ahol
(31

n=ne +ne,

a 04, uﬁ zart gorbe normalis egységvektorat jeloli.
Nyilvan

n,=0, n,=-1, (x,y)eRP,. (32)
A (29) egyenlet alapjan irhato, hogy
EA ¢ ds . dv
)z(y9 )_ <2 _3 s
a(y)| ¢ dz ' dz (33)
Y <y<e.
Itt
« 1
V= [yda (34)
A4 b
Hasonlé okoskodassal az Y >y 2-e
egyenldtlenséggel kijeldlt tartomanyra a kovetkezd
képletet tudjuk levezetni a 7,.(1,2) atlagos
nyir6fesziiltségre (3. abra)
_ 1 | EAc —E,Ac, d’s
Tyz(y,2)= { 17711 ZAZ 2_2
a(y) c dz
(35)

. L dy
(—¢E4 +y2E2A2)§}, - Sy,

A fenti képletben A; az A, tartomanybdl az y=y, és
y(—e,<y<y1,) x tengellyel parhozamos egyenesek altal
kihasitott tartomany teriiletét jelenti (3. abra) és
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(36)

2 4

A keresztmetszeti csusztatd fesziiltségekre levezetett
képletek felirhatok a teljes keresztmetszetre vonatkozo

V=WV(z) nyiréerd ¢és T=T(z) kapcsolati nyiroerd
fliggvényekeént.
b
A y
<) >
A ﬁ \ /A2
A
“, XL
12 )\
Y y Co > —>
A X e,
€
Y

3. dbra. Az A, tartomany szemléltetése.

A levezetéshez az alabbi
hasznalni [6,7]

Osszefiiggéseket fogjuk

V(z) z%, T(z) zﬂ.

= (37

A (22), (23), (33), (35) ¢és (37) egyenletek
kombinalasaval kapjuk a (38) és (39) egyenleteket:

EA
7 (r)=— {—qw@ﬁ

a(y)(EI) AE,

+y1*(V_CT)}9 y12 <y§€1,

_ El

Tyz(yﬂz): S {_CIVJF{ }
a(y)(EI) AE,

E,4,

+Cl(V—CT)]+W<EY>[CzV—

(3%)

T+

(39)

Bl

T+y*(V—cT)}, —e, <y<y,.
4,E,

4. PELDA. KONCENTRALT EROVEL TERHELT
FIXEN MEGFOGOTT RUD

A 4. abra szemlélteti az F' nagysagu koncentralt erovel
terhelt a z=0 koordinataval kijel6lt keresztmetszetnél
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befalazott kétrétegli kompozit rudat. A  tartd
keresztmetszete téglalap. A 4. abra jeloléseit hasznalva
irhatd, hogy

A =hb, A4, =hb, (40)
o= Bl +h) )

2(Elhl + E2h2)
Atk @)

2(Eh + Ehy)

h
Y =6 _?15 (43)
b
{El} = E(Elhf + E,I) +(Eicih + Eycyh, )b, (44)
b

(ED) = (EJ + Esh), (45)
(4E) = EhEmb 46)

- Eh+Eh,

A késobbiekben még sziikség lesz a

Q= [k 2 47)

(4E) (EI)

képlettel definialt valtozora is [6,7]. A numerikus
példahoz az alabbi adatokat hasznaljuk:
L=0,5m, b=0,03m, 4 =0,02 m, h, =0,04 m,

E =2-10" Pa, E,=10" Pa.

A,
Ay N )
Y /
r 2
. TR
> h \'XY_X)
v [\ \
< L > <t 42

4. abra. Teglalap keresztmetszetii hajlitott és nyirt rud
koncentralt erovel terhelve

Az igénybevételi fliggvényekre a [6] tanulmany a
kovetkez6 eredményeket vezette le:
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kF

T(2) = ——— [sinh Qz tanh QL +
(ENQ (48)
+1—coshQz], 0<z<L,
M(z)=F(L-z), 0<z<L, (49)
N, (2)= LF}[(cosh Qy—1)tanh QL —
(ENQ (50)
—SinhQz+Q(z— L) +tanh QL], 0<z <L,
V(z)=F, 0<z<L. (51)
aooon | o [m ]
g’ﬂpuu 1
I mn'ﬁg .
z==
2 000 4.
— N\ ylm]
_0p4 -0 -nog o=mEt 0)NL o
k=10° N/m> %]
40000
k=10" N/m?
60000
k=10" N/m?  -20000+
—r. 2
150000 | o[m~]
1nn.ﬁqn ]
04 003 ooz ——oel o]
—k=10° N/m*> ]
- 100000
k=10" N/m?
- 150000
k=10 N/m’

5. abra. A © = o,/F normalfesziiltségi valtozo
szemléltetése

Az 5. abra a z=0 és a z=L/2 koordinataval kijelolt
keresztmetszetekben szemlélteti a o =o,/F fesziiltségi
valtozot a k nyirasi merevség néhany értékére. A 6. abra
pedig a z=0 ¢és a z=L koordinatakkal kijelolt
keresztmetszetekben fellepd 7= 7,/F csusztatd
fesziiltségi valtozd fiiggvényét szemlélteti a & nyirasi
merevség néhany jellegzetes értékére.
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6. abra. A csusztato fesziiltségi valtozo szemléltetése
5. KOVETKEZTETESEK

A tanulmany kétrétegli, nem tokéletesen kapcsolodo
kompozit rudak szilardsagtani szamitasahoz sziikséges
képletek levezetésével foglalkozik. A levezetett
képletek hasznalatdt numerikus példan szemlélteti. A
numerikus példaban megvizsgaltuk a k nyirasi merevség
hatasat a normal és csusztatd fesziiltségekre. A
tanulmanyban bizonyitott Osszefiiggések kozvetleniil
hasznalhatok a nem tokéletesen kapcsolodo, rétegezett
kompozit rudak szilardsagtani méretezésére.
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