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HETEROGÉN ANYAGÚ SÍKGÖRBE RÚD
SZABADREZGÉSEINEK SAJÁTFREKVENCIÁI

FREE VIBRATIONS OF HETEROGENEOUS CURVED BEAMS

Kiss László Péter∗

ABSTRACT

The present paper deals with the vibration of a he-
terogenous curved beam. First we determine the equa-
tions of motion provided that the beam is prestressed
by a load in such a way that the membrane strain due
to the load is constant in the beam. Then we determine
the Green function matrix of the beam if there is no
load. With the knowledge of the Green function mat-
rix the self adjoint eigenvalue problem giving the na-
tural frequencies are replaced by a system of homoge-
nous Fredholm integral equations for which the sym-
metric Green function matrix constitute the kernel. Af-
ter solving the eigenvalue problem determined by the
homogenous Fredholm integral equations we depict the
graphs representing the first four natural frequencies as
functions of the central angle. The results are compared
with those obtained from a FEM solution.

1. BEVEZETÉS

A keresztmetszeti heterogenitású rudak alapvető
szilárdságtani összefüggéseit az [1, 2002] tanulmány
közli. Az egyensúlyi egyenletek, valamint ezek sta-
bilitásvizsgálattal kapcsolatos feladatok megoldásához
felhasználható növekményes alakjának levezetését a
szerző MSc diplomaterve tartalmazza. Érdemes hang-
súlyozni, hogy a homogén anyagú körívalakú rudak
rezgéseivel számos tanulmány foglalkozott. Célszerű
ezek közül kiemelni a [2, 1935] dolgozatot – ez az első
átfogó jellegű tanulmány, valamint a [3, 1975] érteke-
zést, amely közli a Green-féle függvénymátrix értelme-
zését elfajuló differenciálegyenlet-rendszerekre. A je-
len tanulmány a szokásos feltevések mellett (a rúd ál-
landó sugarú síkgörbe, keresztmetszeti inhomogenitás
esete forog fenn, a rúd terhelése a rúd síkjában mű-
ködik, a keresztmetszet szimmetrikus erre a síkra) kí-
vánja meghatározni az egyik végén befogott, másik vé-
gén csuklóval megtámasztott rúd esetén az első négy
sajátfrekvenciát, mint a középponti szög függvényét. A
gondolatmenet részeredménye lesz a terhelt rúd rezgé-
seivel kapcsolatos formalizmus tömör levezetése.

2. ALAPÖSSZEFÜGGÉSEK

Az alábbiak a [4] tanulmány alapján összefogla-
lóan tekintik át a legfontosabb összefüggéseket. Az
1. ábra az alkalmazott (ξ = s, η, ζ) görbevonalú ko-
ordinátarendszert szemlélteti. A ξ = s koordináta vo-
nal egybeesik az E-vel súlyozott középvonallal (neve
röviden középvonal, heterogén rúd esetén nem esik
egybe a geometriai középvonallal) – magát a fogal-
mat az (1) egyenlet értelmezi. A rugalmassági mo-
dulus csak a keresztmetszeti koordináták függvénye:
E(η, ζ) = E(−η, ζ).

1. ábra. Az alkalmazott koordináta-rendszer

Az E-vel súlyozott középvonal a C pontban döfi a ke-
resztmetszetet, helyét az

Seη =

∫
A

E(η, ζ) ζ dA = 0 (1)

egyenlet határozza meg. A képletben Seη az E-vel sú-
lyozott statikai nyomaték az η tengelyre. Az

Ae =

∫
A

E(η, ζ)dA , Ieη =

∫
A

E(η, ζ)ζ2dA (2)

integrálok az E-vel súlyozott területet és másodrendű
nyomatékot értelmezik. A továbbiakban különbsé-
get teszünk a terhelés okozta mechanikai mennyiségek
(ezek időfüggetlenek), és a terhelt rúd rezgéseihez tar-
tozó mechanikai mennyiségek (ezek az előző mecha-
nikai mennyiségek növekményei és időfüggőek) között
- az utóbbiakat b index jelöli. Legyen uo és wo a kö-
zépvonal érintő és sugárirányú elmozdulása, R pedig a
középvonal görbületi sugara. Az s ívkoordináta és a ϕ
polárszög között az s = Rϕ összefüggés áll fenn. A
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középvonal εoξ fajlagos nyúlását és ψoη szögelfordulá-
sát az

εoξ =
duo

ds
+

wo

R
, ψoη =

uo

R
− dwo

ds
(3)

képletek értelmezik. Az N rúderő és az M hajlítónyo-
maték a

dN

ds
+

1

R

[
dM

ds
−
(
N +

M

R

)
ψoη

]
+ ft = 0 ,

d

ds

[
dM

ds
−
(
N +

M

R

)
ψoη

]
− N

R
+ fn = 0

(4)

egyensúlyi egyenleteknek köteles eleget tenni, ahol ft
és fn a középvonalon megoszló érintő- és sugárirá-
nyú teher (a vizsgálni kivánt konkrét feladatban ez zé-
rus, mivel a szerkezetet a szimmetria tengelyén működő
koncentrált erő terheli). A fenti egyenletekhez társul a
Hooke törvény:

N =
Ieη
R2

εoξ − M

R
, M = −Ieη

(
d2wo

ds2
+

wo

R2

)
,

(5a)

N +
M

R
=

Ieη
R2

εoξ , m =
AeR

2

Ieη
− 1 . (5b)

Bevezetve az

Uo =
uo

R
, Wo =

wo

R
, (. . .)(n) =

dn(. . .)

dϕn

dimenziómentes elmozdulás-koordinátákat és az n. de-
riválttal kapcsolatos jelölést az (5) Hooke törvény és
a (3) kinematikai egyenletek felhasználásával a

[
0 0
0 1

] [
Uo

Wo

](4)

+

[ −m 0
0 2−mεoξ

] [
Uo

Wo

](2)

+

+

[
0 −m
m 0

] [
Uo

Wo

](1)

+

+

[
0 0
0 m+ 1

] [
Uo

Wo

](0)

=

[
0

−mεoξ

]
(6)

differenciálegyenlet-rendszert (DER-t) kapjuk a (4)
egyensúlyi egyenletekből, ha a rúdon csak koncent-
rált erő működik teherként. Az átalakítások során ki-
használtuk hogy ft = 0 esetén a (4)1egyenlet szerint
εoξ = állandó.

Ami a mechanikai mennyiségek növekményeit illeti
az

εmb = εoξ b + ψoηψoη b , ψoη b =
uob

R
− dwob

ds
,

εoξ b =
duob

ds
+

wob

R

(7)

kinematikai egyenletek, a

d

ds

(
Nb +

Mb

R

)
− 1

R

(
N +

M

R

)
ψoη b + ftb = 0 ,

(8a)

d2Mb

ds2
− Nb

R
− d

ds

[(
N +

M

R

)
ψoη b +

+

(
Nb +

Mb

R

)
ψoη

]
+ fnb = 0 (8b)

mozgásegyenletek (itt

ftb = −ρaA∂2uob

∂t2
, fnb = −ρaA∂2wob

∂t2
, (8c)

ahol A a keresztmetszet területe és ρa a keresztmetszeti
sűrűség átlaga), továbbá az

Nb =
Ieη
R2

εoξ b − Mb

R
, Mb = −Ieη

(
d2wob

ds2
+

wob

R2

)
,

(9a)

Nb +
Mb

R
=

Ieη
R2

εoξ b (9b)

Hooke törvény felhasználásával – értelemszerűen ismé-
telve meg a (6) DER-re vezető gondolatmenetet – a (8)
mozgásegyenletekből a

[
0 0
0 1

] [
Uob

Wob

](4)
+

[ −m 0
0 2−mεoξ

] [
Uob

Wob

](2)
+

+

[
0 −m
m 0

] [
Uob

Wob

](1)
+

[
0 0
0 m+ 1

] [
Uob

Wob

]
=

= λ

[
Uob

Wob

]
, λ = ρa

AR4

Ieη
α2 (10)

DER-t kapjuk, harmonikus rezgések feltételezése mel-
lett, a dimenziómentes Uob ésWob elmozdulás amplitú-
dókra. A λ állandót értelmező összefüggésben α jelöli
a sajátkörfrekvenciát. Az átalakítások során a linearizá-
lás érdekében elhanyagoltuk az alábbi kvadratikus tago-
kat: (a) (8a) egyenlet: εoξεoξ b, (b) (8b) egyenlet: máso-
dik tag az εoξ b − (εoξ bψoη)

(1) különbségben, és ismét
a második tag az 1− εoξ különbségben.

Vegyük észre, hogy a terhelés hatása az állandó
értékű εoξ fajlagos nyúlás révén jelenik meg a fenti
egyenletben. Ez másként fogalmazva azt jelenti, hogy
az α sajátkörfrekvenciákat adó sajátértékfeladatban az
α az εoξ fajlagos nyúláson keresztül függ a tehertől.

Vegyük azt is észre, hogy a rúd heterogén volta az
m és a ρa paramétereken keresztül van jelen a forma-
lizmusban.

A továbbiakban az egyik végén befogott, másik vé-
gén csuklóval megtámasztott heterogén rúd szabadrez-
géseit vizsgáljuk. Ez esetben a

[
0 0
0 1

] [
Uob

Wob

](4)

+

[ −m 0
0 2

] [
Uob

Wob

](2)

+

+

[
0 −m
m 0

] [
Uob

Wob

](1)

+

[
0 0
0 m+ 1

] [
Uob

Wob

]
=

= λ

[
Uob

Wob

]
(11)

alakban írható fel a mozgásegyenlet. Megjegyezzük,
hogy ezt az egyenletet ki kell egészíteni a vonatkozó
homogén peremfeltétel rendszerrel.
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3. GREEN-FÉLE FÜGGVÉNYMÁTRIX

A jelen szakaszban a [3, 1975] értekezés alapján tömö-
ren ismertetjük a (11) DER homogén részéhez adott pe-
remfeltételek mellett tartozó Green-féle függvénymát-
rix szerepét és bemutatjuk a számítását.

A (11) egyenlet átírható a

K(y) =

4∑
ν=0

ν

P(ϕ)y(ν)(ϕ) =

=

[
0 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

4
P

[
Uob

Wob

]
︸ ︷︷ ︸

y(4)

(4)

+

[ −m 0
0 2

]
︸ ︷︷ ︸

2
P

[
Uob

Wob

]
︸ ︷︷ ︸

y(2)

(2)

+

+

[
0 −m
m 0

]
︸ ︷︷ ︸

1
P

[
Uob

Wob

]
︸ ︷︷ ︸

y(1)

(1)

+

[
0 0
0 m+ 1

]
︸ ︷︷ ︸

0
P

[
Uob

Wob

]
︸ ︷︷ ︸

y(0)

=

= λ

[
Uob

Wob

]
︸ ︷︷ ︸

r(ϕ)

, (12)

azaz a
K [y (ϕ)] = r(ϕ) (13)

alakba, ahol
3

P(x) = 0, míg a jobb oldalon álló r(ϕ) sú-
lyozott tehervektornak tekinthető. Vegyük észre, hogy

a (11) DER elfajuló, mivel a
4

P mátrixnak nincsen in-
verze. A (11) DER homogén részének általános megol-
dása az

y =

[
4∑

i=1

Y
(2×2)

i C
(2×2)

i

]
e

(2×1)
(14)

alakban írható fel, ahol a Ci állandó és nem szinguláris
mátrix, az e pedig állandó oszlopmátrix, továbbá

Y1 =

[
cosϕ 0
sinϕ 0

]
, Y2 =

[ − sinϕ 0
cosϕ 0

]
,

Y3 =

[ − sinϕ+ ϕ cosϕ (m+ 1)ϕ
ϕ sinϕ −m

]
,

Y4 =

[ − cosϕ− ϕ sinϕ 1
ϕ cosϕ 0

]
. (15)

0

2. ábra. A vizsgált lapos síkgörbe rúd

Nem nehéz belátni, hogy a (12) egyenlethez a vizsgálat
tárgyát képező rúd esetén – lásd a 2. ábrát – az

Uob(−ϑ) = 0 , Uob(ϑ) = 0 ,
Wob(−ϑ) = 0 , Wob(ϑ) = 0 ,

W
(2)
ob (−ϑ) = 0 , W

(1)
ob (ϑ) = 0

(16)

peremfeltételek tartoznak.
A (13), (16) peremérték feladat megoldását az

y(ϕ) =

∫ b

a

G(ϕ, ψ)r(ψ)dψ (17)

alakban keressük, ahol aG(ϕ, ψ)Green-féle függvény-
mátrixot a következő tulajdonságok határozzák meg:

1. A Green-féle függvénymátrix folytonos függ-
vénye ϕ-nek és ψ-nek, a −ϑ ≤ ϕ ≤ ψ ≤ ϑ és
−ϑ ≤ ψ ≤ ϕ ≤ ϑ háromszögeken. A

(G11(ϕ, ψ), G12(ϕ, ψ)) [G21(ϕ, ψ), G22(ϕ, ψ)]

függvények (2-szer) [4-szer] differenciálhatók ϕ sze-
rint. Maguk a

∂νG(ϕ, ψ)

∂xν
= G(ν)(ϕ, ψ) (ν = 1, 2) ,

∂νG2i(ϕ, ψ)

∂xν
= G

(ν)
2i (ϕ, ψ) (ν = 1, . . . , 4; i = 1, 2)

deriváltak pedig folytonos függvényei ϕ-nek és ψ-nek.
2. Legyen ϕ a [−ϑ, ϑ] tartományban. Annak elle-

nére, hogy a

G(ϕ, ψ)11 , G
(1)
12 (ϕ, ψ) ,

G
(ν)
21 (ϕ, ψ) (ν = 1, 2, 3) , G

(ν)
22 (ϕ, ψ) (ν = 1, 2)

függvény és deriváltak folytonosak ϕ = ψ esetén, a
G

(1)
11 (ϕ, ψ) és G

(3)
22 (ϕ, ψ) deriváltaknak ugyanitt véges

szakadása van:

lim
ε→0

[
G

(1)
11 (ϕ+ ε, ϕ)−G

(1)
11 (ϕ− ε, ϕ)

]
= 1/

1

P 11(ϕ),

lim
ε→0

[
G

(3)
22 (ϕ+ ε, ϕ)−G

(3)
22 (ϕ− ε, ϕ)

]
= 1/

4

P 22(ϕ).

3. Legyen α egy tetszőleges állandó vektor. Rög-
zített ϕ ∈ [−ϑ, ϑ] mellett a G(ϕ, ψ)α vektor, mint ϕ
(ϕ �= ψ) függvénye ki kell elégítse a homogén differen-
ciálegyenletet:

K [G(ϕ, ψ)α] = 0 .

4. A G(ϕ, ψ)α vektor, mint ϕ függvénye köteles
teljesíteni a (16) peremfeltételeket.

Igazolható a Green-féle függvénymátrix egziszten-
ciája. Igazolható hogy a (17) vektor kielégíti a (13)
DER-t és a (16) peremfeltételeket.

A Green-féle függvénymátrixot az értelmezés har-
madik szakasza alapján a

G(ϕ, ψ)︸ ︷︷ ︸
(2×2)

=

4∑
i=1

Yi(ϕ) [Ai(ψ)±Bi(ψ)] (18)

alakban keressük, ahol az előjel {pozitív}[negatív] ha
{ϕ ≤ ψ}[ϕ ≥ ψ] és

Ai =

⎡
⎣ i

A11

i

A12
i

A21

i

A22

⎤
⎦ , Bi =

⎡
⎣ i

B11

i

B12
i

B21

i

B22

⎤
⎦ . (19)

A Green-féle függvénymátrix értelmezésének második
tulajdonsága a



⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cosψ − sinψ − sinψ + ψ cosψ (1 +m)ψ − cosψ − ψ sinψ 1
sinψ cosψ ψ sinψ −m ψ cosψ 0
− sinψ − cosψ −ψ sinψ 1 +m −ψ cosψ 0
cosψ − sinψ ψ cosψ + sinψ 0 −ψ sinψ + cosψ 0
− sinψ − cosψ −ψ sinψ + 2 cosψ 0 −ψ cosψ − 2 sinψ 0
− cosψ sinψ −ψ cosψ − 3 sinψ 0 ψ sinψ − 3 cosψ 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

B11

1

B12
2

B11

2

B12
3

B11

3

B12
3

B21

3

B22
4

B11

4

B12
4

B21

4

B22

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0
0 0
1

2m
0

0 0
0 0

0 −1

2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(20)

lineáris egyenletrendszerre vezet. Ez az egyenletrend-
szer zárt alakban oldható meg:

1

B11 =
1

2
sinψ − 1

4
ψ cosψ,

2

B11 =
1

4
ψ sinψ +

1

2
cosψ,

3

B11 =
1

4
cosψ,

3

B21 =
1

2m
,

4

B11 = −1

4
sinψ,

4

B21 = −1

2
(1 +m)

ψ

m

(21a)

és
1

B12 = −1

4
cosψ − 1

4
ψ sinψ ,

2

B12 =
1

4
sinψ − 1

4
ψ cosψ ,

3

B12 =
1

4
sinψ,

3

B22 = 0,

4

B12 =
1

4
cosψ,

4

B21 =
1

2
.

(21b)

Figyeljük meg, hogy a megoldást adó

1

B11(ψ), . . . ,
4

B21(ψ), ψ ∈ [−ϑ, ϑ]

függvények függetlenek a peremfeltételektől.
Vezessük be az egyszerűbb írásmód kedvéért az

a =
1

B1i, b =
2

B1i, c =
3

B1i,

d =
3

B2i, e =
4

B1i, f =
4

B2i i = 1, 2 (22)

jelöléseket.
Figyelembe véve a (16) peremfeltételeket, de el-

hagyva a vonatkozó részleteket hat egyenletből álló
egyenletrendszert kapunk az

1

A11(ψ), . . . ,
4

A21(ψ), ψ ∈ [−ϑ, ϑ]

függvényekre:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cosϑ sinϑ sinϑ− ϑ cosϑ −(1 +m)ϑ − cosϑ− ϑ sinϑ 1
cosϑ − sinϑ − sinϑ+ ϑ cosϑ (1 +m)ϑ − cosϑ− ϑ sinϑ 1
− sinϑ cosϑ ϑ sinϑ −m −ϑ cosϑ 0
sinϑ cosϑ ϑ sinϑ −m ϑ cosϑ 0
sinϑ − cosϑ −ϑ sinϑ+ 2 cosϑ 0 ϑ cosϑ+ 2 sinϑ 0
cosϑ − sinϑ sinϑ+ ϑ cosϑ 0 cosϑ− ϑ sinϑ 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

A1i
2

A1i
3

A1i
3

A2i
4

A1i
4

A2i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a cosϑ− b sinϑ− c(sinϑ− ϑ cosϑ) + d(1 +m)ϑ+ e(cosϑ+ ϑ sinϑ)− f
a cosϑ− b sinϑ− c(sinϑ− ϑ cosϑ) + d(1 +m)ϑ− e(cosϑ+ ϑ sinϑ) + f

a sinϑ− b cosϑ− cϑ sinϑ+ dm+ eϑ cosϑ
a sinϑ+ b cosϑ+ cϑ sinϑ− dm+ eϑ cosϑ

−a sinϑ+ b cosϑ+ c(ϑ sinϑ− 2 cosϑ)− e(ϑ cosϑ+ 2 sinϑ)
a cosϑ− b sinϑ+ c(sinϑ+ ϑ cosϑ) + e(cosϑ− ϑ sinϑ)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (23)

A (23) egyenletrendszer is zárt alakban oldható meg. A
megoldást a Maple 15 program felhasználásával hatá-
roztuk meg. Azokat a viszonylag hosszú kifejezéseket,

melyeket az
1

A11(ψ), . . . ,
4

A21(ψ);ψ ∈ [−ϑ, ϑ] függvé-
nyekre kaptunk terjedelmi okok miatt nem közöljük.

Figyelembe véve, hogy a (11) mozgásegyenlet ese-
tén r = λy(ϕ) a (11) mozgásegyenlet és a (16) homo-
gén peremfeltétel-rendszer által meghatározott sajátér-

tékfeladat megoldása köteles kielégíteni a

y(ϕ) = λ

∫ b

a

G(ϕ, ψ)y(ψ)dψ (24)

integrálegyenlet-rendszert. Másként fogalmazva azt
mondhatjuk, hogy a (24) homogén integrálegyenlet-
rendszer megoldása megadja a λ sajátértékeket és az
y sajátfüggvényeket. A (24) integrálegyenlet-rendszer
által meghatározott sajátértékfeladatot algebrai sajátér-



tékfeladatra lehet visszavezetni a peremelem módszer
numerikus eljárásainak felhasználásával .

4. HETEROGÉN EGYENES RÚD REZGÉSEI

A görbe rúdra vonatkozó eredmények kiértékelését se-
gíti majd, ha áttekintjük röviden az egyenes tengelyű,
keresztmetszeti inhomogenitású rudak sajátrezgéseire
vonatkozó sajátértékfeladat megoldását [5, 2011]. Fel-
tételezzük hogy az egyenes rúd keresztmetszeti jellem-
zői és heterogenitása megegyezik a görbe rúdéval. Fel-
tételezzük továbbá hogy az egyenes és görbe rúd azonos
hosszúságú. Ismeretes, hogy ez esetben a

d4Ws

ds4
= λsWs , λs =

ρaA

Ieη
α2
s (25)

a középvonalra merőleges irányú rezgések Ws ampli-
túdóját adó differenciál-egyenletet. Itt az indexben álló
s az egyenes rudat azonosítja, egyébként a jelölések
ugyanazok mint a görbe rúd esetén, pl. ρa a kereszt-
metszet átlagos sűrűsége, avagy αs pedig az egyenes
rúd sajátfrekvenciája. A bal oldali végén csuklóval
megtámasztott, jobb oldali végén befogott egyenes rúd
esetén az 1. táblázat tartalmazza a peremfeltételeket.

1. táblázat.

Bal oldalon csukló, jobb oldalon befogás

Bal oldali támasz Jobb oldali támasz
Ws = 0 Ws = 0

W
(2)
s = 0 W

(1)
s = 0

Igazolható – lásd pl. [5, 2011] – hogy

4
√
λi s �s = ci,jellπ , i = 1, 2, ... . (26)

ahol az i index a sajátértékeket (vagy ami ugyanaz, a sa-
játfrekvenciákat) számlálja, �s az egyenes rúd hossza, a
ci,jell együttható értéke pedig a támaszoktól függ – ne-
künk a továbbiakban a 2. táblázatból csak a bal olda-
lon csuklóval megtámasztott, a jobb oldalon pedig be-
fogott rúd esetére vonatkozó adatok kellenek, a többi
érték csak a teljesség kedvéért szerepel a táblázatban:

2. táblázat.
A ci,jell együttható értékei

Megtámasztás i = 1 i = 2 i = 3 i = 4

Két végén csukló 1,000 4,000 9,00 16,00
Csukló, befogás 1,556 5,078 10,541 17,97
Két végén befogás 2,266 6,243 12,23 20,25

A (25)2 és a (26) képletek egybevetéséből az

αi s =
ci,jellπ

2√
ρaA
Ieη

�2s

. (27)

összefüggést kapjuk a heterogén egyenes rúd i. saját-
frekvenciájára.

5. SZÁMÍTÁSI EREDMÉNYEK

Összevetve a görbe rúdra érvényes (10) összefüggést,
valamint az egyenes tengelyű rudakra érvényes (27)
képletet (az eddigiekkel összhangban azonos hosszú-
ságú, azonos keresztmetszetű és azonos heterogenitású
rudakat tételezve fel) rögtön adódik, hogy a

αi

αi s
=

√
λi√

ρa A
Ieη

R2

ci,jellπ2√
ρa A
Ieη

	2s

=
ϑ 2
√
λi

ci,jellπ2
(28)

tört a sajátfrekvenciák hányadosa. A képlet átalakítása
során kihasználtuk, hogy �s = 2Rϑ = Rϑ – azonos a
két rúd hossza.

Program készült Fortran90 programozási nyelven
a (24) Fredholm integrálegyenlet-rendszerrel kapcsola-
tos sajátértékfeladat megoldására. A program a fenti
hányadost határozza meg a ϑ teljes nyílásszög és a hete-
rogenitást tükröző m paraméter függvényében. A szá-
mítási eredményeket a 3. ábra grafikusan szemlélteti az
első négy sajátfrekvencia esetére. Az alábbiakra érde-
mes felhívni a figyelmet:
(a) megváltozik a ϑ → 0 határesethez tartozó frekven-
ciasorrend ahogy a ϑ nyílásszög növekszik – pl. az első
sajátfrekvenciából nagyságát tekintve a harmadik lesz;
(b) a ϑ→ 0 határesetben páros frekvenciák nem függe-
nek az m paramétertől.

Végeselemes kontrolszámításokat is végeztünk az
Abaqus 6.7. kereskedelmi szoftver segítségével (a Li-
near perturbation/Frequency step módot választva a
B23 jelű két csomópontú köbös rúdelemek segítségé-
vel). A végeselemes számítások eredményeit diszkrét
pontok jelölik az ábrán. A kétféleképpen végzett szá-
mítások eredményei között nincs jelentős eltérés. A
maximális különbség a saját programmal végzett szá-
mítási eredményekre vonatkoztatva nem haladja meg a
2,7%-ot.



3. ábra A sajátfrekvenciák hányadosai

6. KÖVETKEZTETÉSEK

Összhangban a jelen tanulmány bevezetésében megfo-
galmazott célkitűzésekkel az alábbiakat érdemes ehe-
lyütt hangsúlyozni:

– Ha ismeretes a konstans fajlagos nyúlás az azt
okozó teher függvényében, akkor a (10) mozgás-
egyenlet felhasználásával meghatározható a ter-
helés és sajátfrekvenciák közötti kapcsolat a li-
neáris elmélet keretei között.

– Zérus terhelés esetére homogén Fredholm-féle
integrálegyenlet rendszerrel kapcsolatos saját-
értékfeladatra vezettük vissza a sajátfrekven-
ciák meghatározásának feladatát. Ez a vo-
natkozó Green-féle függvénymátrix kiszámítását
igényelte. Ezek az eredmények ismereteink sze-
rint új eredményeknek tekinthetők.

– Érdemes arra itt külön is felhívni a figyelmet,
hogy a Green-féle függvénymátrix ismeretében
tetszőleges r(ϕ) teherre kvadratúrákkal számít-
ható ki a rúd középvonalának elmozdulása –
visszahivatkozunk itt az elmozdulást adó (17)
képletre.
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0008 jelű projekt részeként - az Új Magyarország Fej-
lesztési Terv keretében - az Európai Unió támogatásá-
val, az Európai Szociális Alap társfinanszírozásával va-
lósul meg.

Hivatkozások
[1] L. Kiss. A possible modell for heterogenous curved be-

ams. Multidisziplináris tudományok, 2(1):61–76, 2012,
(in Hungarian).

[2] K. Federhoffer. Über den Einfluss der Achsendehnung
der Rotationsträgheit und der Schubkraft auf die Fre-
quenzen der Biegungsschwingungen eines Kreisringes.
Sitz-Ber. Akad. Wiss. Austria, Series IIa. Vol 144., 1935.

[3] G. Szeidl. Effect of Change in Length on the Natural Fre-
quencies and Stability of Circular Beams. Ph.D Thesis,
Department of Mechanics, University of Miskolc, Hun-
gary, 1975. (in Hungarian).

[4] G. Szeidl and L. Kiss:. A Nonlinear Mechanical Model
For Heterogeneous Curved Beams. In S. Vlase, editor,
Proceedings of the 4th International Conference on Ad-
vanced Composite Materials Enginnering, COMAT, vo-
lume 2, pages 589–596, 18 - 20 October 2012, Braşov,
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