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HETEROGEN ANYAGU SIKGORBE RUD
SZABADREZGESEINEK SAJATFREKVENCIAI

FREE VIBRATIONS OF HETEROGENEOUS CURVED BEAMS

Kiss Ldszlo Péter*

ABSTRACT

The present paper deals with the vibration of a he-
terogenous curved beam. First we determine the equa-
tions of motion provided that the beam is prestressed
by a load in such a way that the membrane strain due
to the load is constant in the beam. Then we determine
the Green function matrix of the beam if there is no
load. With the knowledge of the Green function mat-
rix the self adjoint eigenvalue problem giving the na-
tural frequencies are replaced by a system of homoge-
nous Fredholm integral equations for which the sym-
metric Green function matrix constitute the kernel. Af-
ter solving the eigenvalue problem determined by the
homogenous Fredholm integral equations we depict the
graphs representing the first four natural frequencies as
functions of the central angle. The results are compared
with those obtained from a FEM solution.

1. BEVEZETES

A keresztmetszeti heterogenitdsi rudak alapvetd
szilardsagtani Osszefiiggéseit az [1, 2002] tanulmény
kozli. Az egyensiilyi egyenletek, valamint ezek sta-
bilitasvizsgalattal kapcsolatos feladatok megoldasahoz
felhaszndlhaté novekményes alakjanak levezetését a
szerzé MSc diplomaterve tartalmazza. Erdemes hang-
sulyozni, hogy a homogén anyagu korivalaki rudak
rezgéseivel szdmos tanulmany foglalkozott. Célszer(
ezek koziil kiemelni a [2, 1935] dolgozatot — ez az elsd
atfogo jellegtli tanulmany, valamint a [3, 1975] érteke-
z€st, amely kozli a Green-féle fiiggvénymatrix értelme-
z€sét elfajulo differencidlegyenlet-rendszerekre. A je-
len tanulmdny a szokdsos feltevések mellett (a rid al-
land6 sugard sikgorbe, keresztmetszeti inhomogenitas
esete forog fenn, a rud terhelése a rdd sikjaban mi-
kodik, a keresztmetszet szimmetrikus erre a sikra) ki-
vanja meghatdrozni az egyik végén befogott, masik vé-
gén csukléval megtamasztott rid esetén az elsd négy
sajatfrekvencidt, mint a kozépponti szog fiiggvényét. A
gondolatmenet részeredménye lesz a terhelt rid rezgé-
seivel kapcsolatos formalizmus tomor levezetése.

*a Sdlyi Istvan Gépészeti Tudomanyok Doktori Iskola hallgatéja

2. ALAPOSSZEFUGGESEK

Az aldbbiak a [4] tanulmény alapjan Osszefogla-
I6an tekintik 4t a legfontosabb Osszefiiggéseket. Az
1. ébra az alkalmazott (¢ = s,n, () gorbevonald ko-
ordinatarendszert szemlélteti. A & = s koordinata vo-
nal egybeesik az F-vel silyozott kézépvonallal (neve
roviden kozépvonal, heterogén rud esetén nem esik
egybe a geometriai kozépvonallal) — magat a fogal-
mat az (1) egyenlet értelmezi. A rugalmassidgi mo-
dulus csak a keresztmetszeti koordinatdk fiiggvénye:

E(777 C) = E(—W» C)

1. dbra. Az alkalmazott koordindta-rendszer

Az E-vel silyozott kbzépvonal a C' pontban dofi a ke-
resztmetszetet, helyét az

Seﬂ:/AE(nvC)é-dAZO (1)

egyenlet hatdrozza meg. A képletben S.,, az E-vel si-
lyozott statikai nyomaték az 7 tengelyre. Az

_ _ 2
A = /A E(.0)dA, L, = /A B, OCdA ()

integrdlok az E-vel stlyozott teriiletet és masodrend
nyomatékot értelmezik. A tovdbbiakban kiilonbsé-
get tesziink a terhelés okozta mechanikai mennyiségek
(ezek idofiiggetlenek), és a terhelt rud rezgéseihez tar-
tozé mechanikai mennyiségek (ezek az el6z6 mecha-
nikai mennyiségek novekményei és idéfiiggdek) kozott
- az utébbiakat ; index jeloli. Legyen u, és w, a ko-
zépvonal érintd és sugdriranyu elmozdulasa, R pedig a
kozépvonal gorbiileti sugara. Az s ivkoordinata és a
polarszog kozott az s = Ry Osszefiiggés 4ll fenn. A
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kozépvonal €,¢ fajlagos nyuldsat és 1, szogelforduld-
st az

du, w,
T s TR

u, dw,

¢on:§— ds

3)
képletek értelmezik. Az N raderS és az M hajlitényo-
maték a

dN 1 [dM M

o S = (N ) =0,

ds +R{ds ( i R)w”]+ft

d [dM M N
m[m‘(N+R)%4‘R+ﬁ—O

“4)

egyensulyi egyenleteknek koteles eleget tenni, ahol f;
és f, a kozépvonalon megoszlé érint6- és sugdrird-
nyu teher (a vizsgdlni kivant konkrét feladatban ez zé-
rus, mivel a szerkezetet a szimmetria tengelyén miikodd
koncentralt erd terheli). A fenti egyenletekhez tarsul a
Hooke torvény:

Iy M dw,  w,
NRﬁ%R’M%<¢@+RQ’
(5a)
M A R?
N PR ﬂ ° = ¢ — ]_ . Sb
TRTORTY ML (5b)
Bevezetve az
U, R W, 7 (..)) Ao

dimenziémentes elmozdulds-koordinatdkat és az n. de-
rivalttal kapcsolatos jelolést az (5) Hooke torvény és
a (3) kinematikai egyenletek felhaszndlasaval a

0 0 U, (4)+ —m 0 U, (QJ)F
0o 1| w, 0 2—meoe || W,
(1)
0 —m U,
+ { m 0 } { Wo } +

©
0 0 v, 1 [ o
*{o m—|—1}{Wo} _{—mé“og] ©

differencidlegyenlet-rendszert (DER-t) kapjuk a (4)
egyensulyi egyenletekbdl, ha a ridon csak koncent-
ralt er6 miikodik teherként. Az 4talakitdsok sordn ki-
hasznéltuk hogy f; = 0 esetén a (4);egyenlet szerint
€o¢ = dllando.

Ami a mechanikai mennyiségek novekményeit illeti
az

Uob - dwob
R ds %

Emb = €0t b + wonwonb ’ ’(/}onb =

duob Wob
ds R

kinematikai egyenletek, a

d M, 1 M
dS(Nb—i-R)—R(N+R>¢onb+ftb—0,

(8a)

Eotb =
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d*M, N, d M
ds? R ds

N+R>¢onb+

M,
+ (Nb + Pf) won] + fup = 0 (8b)
mozgésegyenletek (itt
62u0b 82wob
fwn = —PaAW7 Jnb = _PaAW , (8e)

ahol A a keresztmetszet teriilete és p, a keresztmetszeti
stirliség dtlaga), tovdabbd az

I, M, Pwey | wob
Ny = T2t~ o My = —Iey <d32 t 72 )
(9a)
Mb Ien
Ny + R = Rgzect (9b)

Hooke torvény felhaszndldsdval — értelemszerien ismé-
telve meg a (6) DER-re vezet§ gondolatmenetet — a (8)
mozgasegyenletekbdl a

0 0 Usp (4)+ —m 0 Uws (i)
0 1 Wop 0 2—megye Wob
Lo -m Uy (1>+ ) Up |
m 0 Wop 0 m+1 Woo |

Uop AR
= o L A=
|:Wob:| Pa Ie,,a

(10)

DER-t kapjuk, harmonikus rezgések feltételezése mel-
lett, a dimenziémentes U, €s W, elmozdulds ampliti-
dékra. A X dllandét értelmezé Osszefiiggésben v jeloli
a sajatkorfrekvenciat. Az dtalakitasok sordn a lineariza-
14s érdekében elhanyagoltuk az alabbi kvadratikus tago-
kat: (a) (8a) egyenlet: €,¢€,¢ s, (b) (8b) egyenlet: mdso-
dik tag az eo¢p — (€0 bz/)m])(l) kiilonbségben, és ismét
amdsodik tag az 1 — e,¢ kiilonbségben.

Vegyiik észre, hogy a terhelés hatdsa az allandd
értékili e,¢ fajlagos nyulds révén jelenik meg a fenti
egyenletben. Ez masként fogalmazva azt jelenti, hogy
az « sajatkorfrekvencidkat ad6 sajatértékfeladatban az
o az €,¢ fajlagos nyildson keresztiil fiigg a tehertdl.

Vegyiik azt is észre, hogy a rud heterogén volta az
m és a p, paramétereken keresztiil van jelen a forma-
lizmusban.

A tovdbbiakban az egyik végén befogott, masik vé-
gén csukloval megtdmasztott heterogén rid szabadrez-
géseit vizsgaljuk. Ez esetben a

0 0 Udp (4>+ “m 0 Udp (2>+

O 1 Wob O 2 Wob

0 —m ][ Un <1)+ 0 0 U |

m 0 Wop 0 m+1 Woo |
o Uob

_)\|: Wob

alakban {rhaté fel a mozgdasegyenlet. Megjegyezziik,
hogy ezt az egyenletet ki kell egésziteni a vonatkozé
homogén peremfeltétel rendszerrel.

} Y
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3. GREEN-FELE FUGGVENYMATRIX

A jelen szakaszban a [3, 1975] értekezés alapjan tomo-
ren ismertetjiik a (11) DER homogén részéhez adott pe-
remfeltételek mellett tartozé Green-féle fiiggvénymat-
rix szerepét és bemutatjuk a szamitdsat.

A (11) egyenlet atirhat6 a

v

K(y)=> Plp)y" (o) =

[0 0] Ua (41 —m 0 ][ Un (er
“lo 1| wa 0 2| Wa
—— —_———

4 y® 2 y®
Lo -m T U ‘1; 0 0 Up |
m 0 Wop 0 m+1 Wy |
N—_—— N—_——
1 y@ 0 y(0)
P P
_ Uob
—/\[ Wos } ,  (12)
N—_———
r(p)
azaz a
Ky (¢)] =r(p) (13)

3
alakba, ahol P(x) = 0, mig a jobb oldalon 4ll6 r(¢p) sd-
lyozott tehervektornak tekinthetd. Vegyiik észre, hogy

4
a (11) DER elfajulé, mivel a P matrixnak nincsen in-
verze. A (11) DER homogén részének édltalanos megol-

dasa az
4

Z Y i C i e
Pt (2x2) (2x2) | (2x1)
alakban irhat6 fel, ahol a C; alland6 és nem szingularis
matrix, az e pedig dlland6 oszlopmatrix, tovabba

| cosp O | —sing 0
Yl_[singa 0}’Y2_[ cos @ 0]’

y= (14)

V. —sinp+@cose (m+ 1)y
57 psin @ —-m ’
| —cosp—psingp 1
Y, = [ s 0 ] . (5)

2. dbra. A vizsgdlt lapos sikgorbe riid
Nem nehéz beldtni, hogy a (12) egyenlethez a vizsgélat
targyat képezd rid esetén — lasd a 2. dbrat — az
Upp(—9) =0, Uep(¥) =0,
Wop(—9) =0, Wop(9) =0,
2 1
Wy (=) =0, Wy (9) =0
peremfeltételek tartoznak.
A (13), (16) peremérték feladat megolddsat az

(16)

b
y(g) = / G (i, W)r()dy a7
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A=

alakban keressiik, ahol a G(¢, 1)) Green-féle fiiggvény-
matrixot a kdvetkezd tulajdonsagok hatdrozzdk meg:

1. A Green-féle fiiggvénymatrix folytonos fiigg-
vénye @-nek és ¥-nek, a - < ¢ < ¢ < ¢ és
—9 < < ¢ <19 haromszogeken. A

(Gll(@a w)v G12(90’ d})) [G21(907 ¢)7 G22(90’ 1/1)]

fliggvények (2-szer) [4-szer] differencidlhatok ¢ sze-
rint. Maguk a

9" G, )
# =G (p,0) (r=1,2),
%WZG%(%W v=1,...,4; i=1,2)

derivaltak pedig folytonos fiiggvényei -nek és i-nek.
2. Legyen @ a [—1, 9] tartomédnyban. Annak elle-
nére, hogy a

G(p, )11, Gglz)(% ),
G, ) (v=1,2,3), G (o) (v=1,2)

fliggvény és derivéltak folytonosak ¢ = 1) esetén, a
Ggll)(ga, ) és Gg;) (¢, 1) derivdltaknak ugyanitt véges
szakaddsa van:

1

lim [G1 (0 +2,0) - G (0 = 2.0)| = 1/Pu(v),
4

lim, [Gé‘?(@ +e,0) = G5 p—e, 90)} = 1/P(e).

3. Legyen « egy tetszbleges dllandé vektor. Rog-
zitett ¢ € [0, U] mellett a G(¢, 1) vektor, mint ¢
(¢ # ) fiiggvénye ki kell elégitse a homogén differen-
cidlegyenletet:

K[G(p,9)a] =0.

4. A G(p, ) vektor, mint ¢ fiiggvénye koteles
teljesiteni a (16) peremfeltételeket.

Igazolhat6 a Green-féle fiiggvénymatrix egziszten-
cidja. Igazolhat6 hogy a (17) vektor kielégiti a (13)
DER-t és a (16) peremfeltételeket.

A Green-féle fiiggvénymaétrixot az értelmezés har-
madik szakasza alapjan a

G(o,¥) =Y Yi(p) [Ai(¥) £Bi(v)]  (18)
H,—/ i—1

(2x2)

alakban keressiik, ahol az elgjel {pozitiv}[negativ] ha
{o < llp =l és

i i
Al A

i i
Bi1 Bio
1 7 i i

Aoy Ao

) B'L: i
B2y DB

19)

A Green-féle fiiggvénymatrix értelmezésének masodik
tulajdonsaga a

GEP, LXIV. évfolyam, 2013.



- 1 -
Bi1 Bz ) 0 T
costp  —siny —siny+Ycosyy (1+m)yY —costyp—psinyg 1 é é 0 0
sin cos Psine —m 1 cosp 0 3 1 3 12 1
—siny  —cosv —tpsin 1+m —1) cos 1 0 Biu Bw | _| 35, ©
cosy  —sine Y cos ) + siny 0 —psiny +cosp 0 %21 %22 - 0 0
—sinty —cos®y —Ysiny + 2cosy 0 —pcosyy —2siny 0 4 4 0 0
—costy  sinY  —pcostp — 3sin 0 Ysiny —3cosyy 0 Bi1 Bi2 0 1
4 4
[ Bo Bw ]l 2
(20)

linedris egyenletrendszerre vezet. Ez az egyenletrend-
szer zart alakban oldhaté meg:

By = Lsing — Tpcosy
11 = g sin JYeosy,

Figyeljiik meg, hogy a megoldast ado

é11(¢), . -,é21(¢)7 Y € [0, 7]

fliggvények fiiggetlenek a peremfeltételektdl.

2
B = iq/; siny + % cos Y, Vezessiik be az egyszeriibb frasmdd kedvéért az
(21a)
3 1 3 1
B = 40051/)7 Ba1 = o’ a:ém b:ém C:%m
4 1. 4 1 ¥
By = —gsing, Bay= -5 (1+m) - d=DBoc=DBy, f=By  i=12 (2
és | 1 1 jeloléseket.
By = 1 cos — Zw sin Figyelembe véve a (16) peremfeltételeket, de el-
5 1 1 hagyva a vonatkoz6 részleteket hat egyenletbdl alld
By = —siny — —tcosy, egyenletrendszert kapunk az
4 4
(21b)
3 1. 3 1 4
Biz = gsiny, B =0, An(),. . An(¥), ¥ e [-9,0)
4 1 4 1
By = 108 ¥, Ba1 = 5 fliggvényekre:
-
Ay
cosd  sindd sin —dcosty  —(1+m)9 —cosd—9Isind 1 i _
cost —sind  —sind+dcosd (1+m)d —cos?d—Isind 1 3“
—sind  cos ¥ sin ) —-m —1 cos 0 Ay |
sin 1 cos ¥ 9 sind -m 9 cos 0 ;31 o
siny —cos? —vsind + 2cos?d 0 Ycost+ 2sind 0 4%
cos?d  —sindd sin ¥ + ¥ cos ¥ 0 cosd —Isind 0 Ay
[ |

—acos? — bsint — ¢(sint — ¥ cos ) + d(1 + m)d + e(cos ¥ + Isindd) — f
acost — bsind — ¢(sind — dcos?) + d(1 +m)¥ — e(cos ¥ + Isind) + f

asiny — bcos — ¢V sind + dm + ed cos ¥

A (23) egyenletrendszer is zart alakban oldhaté meg. A
megoldast a Maple 15 program felhasznaldsdval hatéa-
roztuk meg. Azokat a viszonylag hosszu kifejezéseket,

asin® + bcosd + c¥sind — dm + e cos ¥ (23)
—asind + bcos¥ + ¢(Isind — 2 cos ) — e(¥ cos ¥ + 2sin )
acos? — bsinv + ¢(sin + ¥ cos ¥) + e(cos ¥ — Isin )
tékfeladat megoldasa koteles kielégiteni a
b
yo) =) [ Glwyow e

1 4
melyeket az A11 (), ..., Asn(¥); ¢ € [0, 0] figgvé-
nyekre kaptunk terjedelmi okok miatt nem kozoljik.

Figyelembe véve, hogy a (11) mozgédsegyenlet ese-
ténr = \y(p) a (11) mozgdsegyenlet és a (16) homo-
gén peremfeltétel-rendszer dltal meghatdrozott sajatér-

GEP, LXIV. évfolyam, 2013.
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integralegyenlet-rendszert. Maésként fogalmazva azt
mondhatjuk, hogy a (24) homogén integrdlegyenlet-
rendszer megolddsa megadja a A\ sajatértékeket és az
y sajatfiiggvényeket. A (24) integrdlegyenlet-rendszer
altal meghatdrozott sajatértékfeladatot algebrai sajatér-
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tékfeladatra lehet visszavezetni a peremelem moédszer
numerikus eljardsainak felhaszndldsdval .

4. HETEROGEN EGYENES RUD REZGESEI

A gorbe ridra vonatkoz6 eredmények kiértékelését se-
giti majd, ha 4ttekintjiik roviden az egyenes tengelyd,
keresztmetszeti inhomogenitdsd rudak sajitrezgéseire
vonatkozé sajatértékfeladat megoldasat [S5, 2011]. Fel-
tételezziik hogy az egyenes rid keresztmetszeti jellem-
z6i és heterogenitdsa megegyezik a gorbe ridéval. Fel-
tételezziik tovabbd hogy az egyenes és gorbe rid azonos
hosszisagu. Ismeretes, hogy ez esetben a

A4,
ds?

:paA 2

(0%
s
Iy

=AWs ',  As (25)
a kozépvonalra merdleges irdnyu rezgések W, ampli-
tudojat ado differencidl-egyenletet. Itt az indexben 4116
s az egyenes rudat azonositja, egyébként a jelolések
ugyanazok mint a gorbe rud esetén, pl. p, a kereszt-
metszet atlagos slrlisége, avagy o, pedig az egyenes
rud sajatfrekvencidja. A bal oldali végén csukldval
megtamasztott, jobb oldali végén befogott egyenes rud

esetén az 1. tablazat tartalmazza a peremfeltételeket.
1. tdblazat.
Bal oldalon csukl6, jobb oldalon befogés

] Bal oldali tamasz | Jobb oldali timasz
We=0 Wse=0
W =0 Do

Igazolhat6 — lasd pl. [5, 2011] — hogy

4/
/\isgs = Ci,jellT

ahol az ¢ index a sajatértékeket (vagy ami ugyanaz, a sa-
jatfrekvenciakat) szamldlja, {4 az egyenes rid hossza, a
¢; jen egylitthato értéke pedig a tdmaszoktdl fiigg — ne-
kiink a tovdbbiakban a 2. tdbldzatbdl csak a bal olda-
lon csukléval megtdmasztott, a jobb oldalon pedig be-
fogott rid esetére vonatkozé adatok kellenek, a tobbi
érték csak a teljesség kedvéért szerepel a tdbldzatban:

i=1,2,... . (26)

2. tablazat.
A c; jen egyiitthat6 értékei

A (25)2 és a (26) képletek egybevetésébdl az

27)

osszefliggést kapjuk a heterogén egyenes rud ¢. sajt-
frekvencidjara.

5. SZAMITASI EREDMENYEK

Osszevetve a gorbe ridra érvényes (10) sszefiiggést,
valamint az egyenes tengelyli rudakra érvényes (27)
képletet (az eddigiekkel 6sszhangban azonos hosszi-
sdgu, azonos keresztmetszetli és azonos heterogenitdsu
rudakat tételezve fel) rogton addédik, hogy a

VA
= _
a; pﬁn R? . 192\/)\7 28)
- ) 2
Qg Cigell ™" Ci,jelﬂT2

La A p2
\V Ten 5

tort a sajatfrekvencidk hanyadosa. A képlet dtalakitdsa
sordn kihaszndltuk, hogy ¢; = 2R = RY — azonos a
két rud hossza.

Program késziilt Fortran90 programozasi nyelven

a (24) Fredholm integrdlegyenlet-rendszerrel kapcsola-
tos sajatértékfeladat megolddsdra. A program a fenti
hényadost hatdrozza meg a o teljes nyildsszog és a hete-
rogenitast tikrozd m paraméter fiiggvényében. A sza-
mitasi eredményeket a 3. dbra grafikusan szemlélteti az
els6 négy sajatfrekvencia esetére. Az aldbbiakra érde-
mes felhivni a figyelmet:
(a) megvaltozik a ¥ — 0 hatdresethez tartozé frekven-
ciasorrend ahogy a 1 nyildsszog novekszik — pl. az elsé
sajatfrekvencidbdl nagysagat tekintve a harmadik lesz;
(b) a1y — 0 hatéresetben paros frekvencidk nem fiigge-
nek az m paramétertdl.

Végeselemes kontrolszamitdsokat is végeztiink az
Abaqus 6.7. kereskedelmi szoftver segitségével (a Li-
near perturbation/Frequency step modot vélasztva a
B23 jeld két csomdpontd kobos ridelemek segitségé-
vel). A végeselemes szdmitdsok eredményeit diszkrét

Megtamasztas [i=1]i=2]i=3 [i=4| pontok jelolik az éb.rén. A ké.tfélel.iéppen végzett szd-

K&t végén csukls | 1,000 | 4,000 | 9,00 16.00 mitdsok eredményei kozott nincs jelentds eltérés. A

Csuklc, befogas 1556 | 5.078 | 10541 | 17.97 maximadlis kiillonbség a sajat programmal végzett sza-

Két végén befogas | 2,266 | 6,243 | 12,23 | 20,25 mitdsi eredményekre vonatkoztatva nem haladja meg a
2,7%-ot.
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i
Cijell g
s

----- - A m=1000
--------- B m=3400
m = 20 000
m = 240 000

3. dbra A sajdtfrekvencidk hdnyadosai

6. KOVETKEZTETESEK

Osszhangban a jelen tanulmany bevezetésében megfo-
galmazott célkitlizésekkel az aldbbiakat érdemes ehe-
lyiitt hangstilyozni:

— Ha ismeretes a konstans fajlagos nyulds az azt
okozd teher fiiggvényében, akkor a (10) mozgas-
egyenlet felhasznaldsaval meghatarozhat6 a ter-
helés és sajatfrekvencidk kozotti kapcsolat a li-
nedris elmélet keretei kozott.

— Zérus terhelés esetére homogén Fredholm-féle
integralegyenlet rendszerrel kapcsolatos sajat-
értékfeladatra vezettik vissza a sajatfrekven-
cidk meghatdrozdsdnak feladatit. Ez a vo-
natkoz6 Green-féle fliggvénymatrix kiszamitasat
igényelte. Ezek az eredmények ismereteink sze-
rint 4j eredményeknek tekinthet6k.

— Erdemes arra itt kiilon is felhivni a figyelmet,
hogy a Green-féle fiiggvénymadtrix ismeretében
tetszGleges r(¢p) teherre kvadratdrakkal szamit-
hat6 ki a rid koézépvonaldnak elmozduldsa —
visszahivatkozunk itt az elmozduldst ad6 (17)
képletre.
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