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ABSTRACT

This paper deals with the two-dimensional numerical
simulation of low-Reynolds number flow past a
stationary circular cylinder using the finite difference
method. We investigate the effect of temporal
discretization (1" order Euler and 2" order Runge-
Kutta) on force coefficients and Strouhal number.
Additionally, solvers for two types of hardware: CPU
and GPGPU (General-Purpose computing on Graphics
Processing Units) are used for validation of the code.
Computations were carried out for Reynolds numbers
100 and 150, for different dimensionless time steps
(0.0001; 0.0002; 0.0004, 0.0005) and at different mesh
sizes (512x450; 360x260).

Computational results obtained for the 1 and 2"
order methods agree well using both CPU and GPGPU,
though the latter is much faster. Results also compare
well with values in the literature. The 2" order method
is generally considered better, but its advantage of high
accuracy at larger time steps cannot be utilized here,
since the code demands relatively small time steps (it
diverges at larger time steps due to using successive
over-relaxation). Results obtained with 1°" order Euler
discretization proved to be equally accurate in this case.

1. BEVEZETES

A kiilonféle testek koriili aramlasok nagy pontossagu
szimuldcidja sordn nagyon fontos egy megfeleld
egyensulyt taldlnunk a szamitasi id6 és a pontossag
kozott. A magasabbrendi  numerikus  eljarasok
alkalmazasa sem kivétel ez alol, mivel bar azonos 1do-
¢s térbeli diszkretizacio alkalmazasa esetén a magasabb
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rendli eljarasok pontosabbak, azonban magasabb a
szamitds igényik is. Masképpen megfogalmazva
ugyanolyan pontossadg érhetdé el kisebb méretli halo
vagy nagyobb iddlépcsdé esetén is, amennyiben a
magasabbrendi eljarasokat alkalmazzuk.

A kereskedelmi szoftverekben, de talan még sok
kutatasban is legelterjedtebben alkalmazott eljaras a sok
tekintetben mar elavultnak tekintett elsérendii Euler
eljaras. A masodrendi eljarasok kozott a legelterjedtebb
a sokféle valtozatban 1étez6 Runge-Kutta (RK) illetve
Adams-Bashforth eljarasok [1]. A még magasabb rendi
mobdszerek koziil leggyakrabban a negyed-rendli Runge-
Kutta eljarast hasznaljak.

A jelen tanulmany soran a masod- €s negyedrendi
Runge-Kutta eljarast is megvizsgaltuk, bar ez utdbbi a
probléma jelen megfogalmazdsa mellett sem a SOR
(successive over-relaxation), sem a BiCGSTAB
(Bilinear Conjugate Gradient STABilized method)
eljaras mellett nem bizonyult hatékonynak a rendkiviil
nagy futasi id6 miatt. A masodrendii Runge-Kutta
(RK2) modszereken beliil a Heun, Midpoint, Ralston és
Taylor sorozatok [2, 3] médszerei koziil végiil a Heun
eljarast valasztottuk ki, majd hasonlitottuk 0ssze az
Euler-eljaras eredményeivel kiilonb6z6 id6lépesok,
haloméretek, Reynolds szamok és szamitdsi hardver
esetén a két-dimenzios (2D), kis Reynolds szamu,
homogén parhuzamos aramlasba helyezett korhenger
koriili aramlas esetén [4].

2. SZAMITASI ELJARAS

A szamitasokat egy sajat fejlesztésli, véges
differencidk modszerén alapuld szoftver segitségével
végeztiik el, melyet a kis Reynolds szamu sikbeli, 4116
vagy rezgd mozgast végzé henger koriili aramlasok
vizsgalatara fejlesztettiink ki.

Az eljards az  Osszenyomhatatlan,  konstans
tulajdonsagokkal rendelkez6 newtoni folyadékokra felirt
dimenzidtlan Navier-Stokes egyenletet, a kontinuitasi

jans=eke o egyenletet, valamint a nyomdsra felirt Poisson
gépészmérnok MSc, Miskolci Egyetem egyenletet oldja meg, [5].
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A tényleges fizikai tartomany két, R, (korhenger fala)
és R, (szamitasi tartomany kiils6é pereme) dimenzidtlan
sugart koncentrikus kor kozotti teriilet (I 1. abra).
R, mentén a scbesség zérd, a nyomasra pedig egy
Neumann tipusii peremfeltételt hasznalunk, mig R,
mentén potencidlaramlast tételeziink fel, [5].

A peremfeltételek pontos kielégitése érdekében
peremre illeszkedé gorbevonalti koordinata-rendszert
hasznalunk. A fizikai tartomany logaritmikusan
diszkretizalt halojat egy téglalap alaku, ekvidisztans
felosztasu szamitasi tartomanyra képezzik le (1. 1.
abra), majd a transzformalt egyenleteket véges
differenciak modszerével oldjuk meg, [6, 7].

A térkoordinatak szerinti derivaltakat negyedrendii
centralis differenciakkal kozelitjiik, kivéve a konvektiv
tagot, amelyet egy harmadrendi moédositott ,,upwind”
sémaval kezeliink. A mozgasegyenletet idében explicit
modon integraljuk, nyomasra vonatkozoé Poisson
egyenletet a SOR eljarassal oldjuk meg, mikozben a
kontinuitasi egyenletet is kielégitjilk. Tovabbi részletek
az [5, 6] dolgozatokban talalhatoak. A masodik szerzo
altal  kifejlesztett 2D FORTRAN kod alapos
vizsgalatnak lett alavetve az évek soran, és eredményei
nagyon jol megegyeznek a szakirodalmi kisérleti és
szamitasi eredményekkel mind all6, mind rezgdé henger
esetén, [6, 7]).
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1. abra. Fizikai és szamitdasi tartomany

3. EULER ES RUNGE-KUTTA IDOLEPTETESEK

Nézziik meg eloszor az egyenletek megoldasanak
menetét a Runge-Kutta eljaras alkalmazasaval! A rezgd

hengerhez rogzitett, nem-inerciarendszerben felirt
dimenziotlan Navier-Stokes egyenlet:
av 1
—=—(v-V)v-Vp+—V’v-a,, (1)
ot ( ) P Re !

ahol v={u,v} a sebességvektor, p a nyomas, Re=Ud/v a
Reynolds szam, U a parhuzamos aramlas sebessége, d a
henger atmérdje, v a folyadék kinematikai viszkozitasa,
ap a henger gyorsulasa, ¢ az id6; minden valtozo
dimenziétlan formaban felirva [5,6]. A nyomadsra
vonatkozo6 Poisson egyenlet [6]:

Az n. id6lépcsbben a v", p" megoldasok ismeretében
az (1) egyenlet id6 szerinti integralasa Heun RK2
modszere alapjan az alabbiak szerint torténik.

1. 1épés. A k, Runge-Kutta tényez6 meghatarozasa:

k= - |:(V"~V)V"+Vp"—RLV2V"}~ A3)
e

Ezt felhasznalva meghatirozhatjuk a v'={u',v'}
atmeneti sebességet
V=V +k, A=V +viT, 4
ahol v, a henger sebessége ¢és At az iddlépcsd. Ezek
alapjan, (2) felhasznaldsaval meghatarozhato a p°
atmeneti nyomas

0=D" | v w v | g (5

At ox dy dy ox
ahol D"=div(u"). fgy az (5) Poisson egyenlet
megoldasaval parhuzamosan a D*=div(v’)=0

kontinuitési egyenletet is kielégitjiik.
2.1épés. A k, Runge-Kutta tényezdé meghatarozasa:

.1
k,= - | (v'-V)V +Vp ' ——V?v" |- (6)
o | |
A ki, k, tényez6k ismeretében kapjuk a kovetkezd

(n+1) id61épes6hoz tartozod v '={u""' V""" sebességet,
illetve a p"*' nyomast:

vt =y +%(k1 +k,) At—vy+vs (7

O_Dn B 2 aun+l avn+l _aun+1 avn+l
At ox dy dy Ox

Amennyiben a fenti két [épcsobol csak az elsét
hajtjuk végre, akkor az Euler modszert kapjuk. A
fentiekb6l lathato, hogy az RK2 moddszernél az
idéigényes SOR eljarast kétszer is végre kell hajtani
egyetlen id6lépcson beliil, mig az Eulernél csak egyszer.
A szamitasok folyaman azt tapasztaltuk, hogy a futasidd
ennek ellenére nem duplazodik meg, mivel a SOR
eljaras a 2. 1épés soran gyorsabban konvergal.

}_ V2p. (8)

4. A HASZNALT SZOFTVER

A jelen tanulmanyban az els6 szerz6 altal kifejlesztett
FlowCFD nevili program segitségével végeztik el a
szamitasokat. A FlowCFD egy C++ nyelven megirt,
korhenger koriili aramlasok vizsgalatara kidolgozott, [5-
7] algoritmusan alapul6 szoftvercsomag, amely lehetévé
teszi a szimulaciok parhuzamos litemezését a
processzoron ¢és grafikai kartyakon, valamint kiterjedt
poszt-processzalasi lehetdséget biztosit.

A szoftver szamitasi motorja négy kiilonbozo
szamitasi eljarast tartalmaz. Az elsd valtozat a CPU-n
fut Euler-tipust iddléptetést alkalmazva, ez a kod a

oD Ju dv  du dv ) 5y masodik szerzo ltal korabban kifejlesztett FORTRAN
—=2|——-——|-V’p- 2 PR

ot ox dy 9y ox program (1. [6]) C++ nyelvre torténd atirdsa. A

FORTRAN ¢és C++ program valtozatok teljes
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mértékben megegyezé eredményt adnak, amely
megfeleld validalast nyujt ezen szamitasi eljaras
szamara, hiszen az eredeti FORTRAN programot a
publikaciok soran alaposan teszteltiik, [7]. A masodik
valtozat a grafikai kartyak nyujtotta hatalmas szamitasi
teljesitménybdl profital a GPGPU technika révén, akar
8-20x gyorsulast is elérve, de tovabbra is az Euler-
tipusu id6léptetést alkalmazva. A kernelek itt NVIDIA®
CUDA™ C nyelven vannak megirva, de az eredeti SOR
eljaras helyett a voros-fekete Gauss-Seidel SOR
modszert alkalmazza [8], amely jol parhuzamosithato.

A késbébbickben a programot kiegészitettilk az Euler
mellett masodrendii Runge-Kutta id6léptetéssel is, mind
a processzoron (harmadik valtozat), mint a grafikai
kartyan (negyedik valtozat).

A processzoron végzett szamitasokat egy Intel® Core
i7™ 980X processzoron, mig a GPU-n végzett
szamitasokat egy Tesla™ (C2050 GPU 448 magjan,
duplapontossaggal és ECC (error correcting code
memory) beallitassal futtattuk le.

5. VIZSGALT ESETEK, KIERTEKELES

A szimulaciokat allo6 hengerre vonatkozdan, Re=100
és 150 esetén, Ar=(1,2,4,5)x10" dimenziotlanitott
id6lépcsovel, minimum =400 dimenzidtlan iddtartamig
szamitottuk. A Ar>6x10™ esetén a SOR eljaras nem
konvergalt, igy a SOR és RK eljarasok valamilyen
fokon inkompatibilisek a szamitasi eljarasban.

A CPU ¢és GPU szamitasok soran a szamitasi
tartomanyt 512x450 (kerillet x radialis) halo
segitségével diszkretizaltuk (R,/R;=160). Emellett a
CPU-n Re=100 esetén még egy kisebb, 360%260
(Ry/R,=60) elemet tartalmazo halot is megvizsgaltunk.

0,182
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~886,6

295,549 J L

2. dbra. FFT frekvenciaspektrum (Re=150, C;)

Az adatok feldolgozasanal igen fontos a periddusidd
pontos meghatarozasa, mivel ez alapjan szamithato a
felhajto- és ellenallas-tényezd iddatlag illetve rms (root-
mean-square) értéke. A gyors Fourier transformacio
(FFT) minden esetben egyetlen frekvenciacstcsot talalt
a frekvencia-spektrumon (Id. 2. abra), igy az adatok
kiértékeléséhez sziikséges periddusidé egyértelmiien
meghatarozhatd. A program ezt az értéket a beépitett
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MaxCut algoritmussal allapitotta meg, mely az egyes
tényezok lokalis maximumainak elhelyezkedése alapjan
hatarozza meg a periddusidé értékét nagy pontossaggal.

6. EREDMENYEK

A vizsgalatok soran meghataroztuk az ellenallas-
tényez6 (Cp, atlag), felhajtoerd-tényez6 (C, amplitido),
hats6 nyomastényezé (-C,p, atlag) és a dimenzidtlan
orvénylevalasi frekvencia, azaz a Strouhal szam
(St=fd/U) értékeit. Ezeket hasonlitottuk dssze a egyrészt
a jelen tanulmany kiilonbozé beallitasai alapjan nyert,
valamint Posdziech és Grundmann [9] eredményeivel,
akik a spektralis elem modszer alkalmazasaval egy
olyan vizsgalatot végeztek az all6 korhenger koriili 2D
aramlasokra, amely soran szisztematikusan valtoztattak
a szamitasi tartomany méretét. Az Osszehasonlitas
nagyfoku egyezést mutatott minden vizsgalt esetben.

A fentiek illusztralasara szeretnénk itt bemutatni
néhany példat. A C; felhajtoerd-tényez6 amplitidojara a
legnagyobb szamitasi tartomanya esetén [9] Re=100
esetben 0,3161 értéket ad meg. A FlowCFD szoftver
ugyanezen értékre a kisebb halo esetén 0,3225-0,3240, a
nagyobb tartomany esetén pedig 0,3197-0,3204
értékeket adott (id6lépcséd nagysagatol fliggben). Az
Re=150 esetre [9] 0,5030, mig a FlowCFD 0,5093-
0,5105 értéket adott, amely jo egyezésnek mondhato.

A Cp ellenallas-tényezére vonatkozdéan [9] Re=100
esetén 1,3123, Re=150 esetén pedig 1,2992 értéket ad
meg. Ugyanezen esetekre a FlowCFD 1,3221-1,3238,
illetve 1,3102-1,3122 ¢értéktartomanyt adott mind a
CPU, mind a GPU kodok esetén.

8q[%]

3. dbra. Strouhal szam — Relativ hiba (Re=100)

A Strouhal szam esetén Re=100 esetén [9] 0,1633
(legnagyobb tartomany), mig Re=150 esetén 0,18366
értéket ad meg (legkisebb hibat adé nem-egész polinom
alapjan). Az Re=100 esetén a FlowCFD 0,1642-0,1643
kozotti értékeket adott meg a nagy (0,576-0,636%
relativ hiba [9]-hoz képest, 1. 3. dbra), és 0,1652-0,1654-
ot a kisebb haléra (1,169-1,292% relativ hiba). Az
Re=150 esetén a FlowCFD 0,18356-0,18365 kozotti
értékeket adott (0,0006%-0,0518% hiba).
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Az elmondottak alapjan lathato, hogy az elsérendii és
masodrendl id6beli 1éptetések szinte azonos eredményt
szolgaltattak, azaz az alkalmazott paraméterek mellett
az elsérendii eljaras is képes volt megfeleld, a magasabb
rendi eljarasokkal megegyez6 eredményt adni.

7. OSSZEFOGLALAS

A vizsgalt id6lépcsok esetében az elsé és masodrendil
eredmények is jo egyezést mutattak, azaz a vizsgalt
koriilmények kozott az elsérendli eredmények is
elegenddé pontossagot tudtak biztositani. Ugyanakkor a
kapott eredmények a spektralis elem modszer
eredményeivel is megegyeztek [9].

Bar a Runge-Kutta eljarast sikeriilt implementalni a
meglévo ¢és jol-kiprobalt kodba, azonban ennek ellenére
képtelenek voltunk profitalni a magasabb rendii eljaras
elényeibdl — azaz ndvelni az idé-1épcsd értekét azonos
pontossag esetén, ugyanis az id6lépcsé novelése esetén
a SOR eljaras nem konvergalt. Ugy tiinik, hogy jelen
implementacion belil a SOR és RK eljarasok
inkompatibilisek valamilyen fokon, igy a SOR eljaras
lecserélésének lehetéségét mar vizsgaljuk. Azonban az
mindenképpen pozitiv eredmény, hogy az alkalmazott
paraméterck mellett az elsérendli eljaras is ugyanazt a
pontossagot biztositja, mint a masodrendii eljaras.

Az ecredmények alapjan azt a kovetkeztetést is
levonhatjuk, hogy a CPU és GPGPU kod eredményei
kozott nem mutatkozik jelentés kiilonbség (csak a
definialt pontossagon beliil, 107), de a GPGPU kod 8-
20x nagyobb sebességet nytjt.

8. SUMMARY

For the investigated time steps the 2nd order results
agreed very well with the results of the Ist order
temporal discretisation. Additionally, all the results
agree well with the spectral element results given in [9].

Although we were able to implement the Runge-Kutta
method into our existing and proven code, we found that
we were unable to take advantage of the benefits of
higher order methods, i.e., being able to use larger time
steps and still obtain the same accuracy. When the time
step was increased the SOR method failed to converge.
It appears that in the current implementation the SOR
method and the Runge-Kutta method are somewhat
incompatible. We are currently investigating ways to
replace SOR.

However it is a clearly positive result that the 1st
order method is able to provide the same accuracy as the
2nd order method within the applied parameters. This
confirms that the 1st order method yields accurate
results under the conditions investigated.
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While the CPU and GPGPU codes result in no
significant differences (only up to the defined precision,
107%), the GPGPU version is 8-20 times faster.
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