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KEZDETI FELTÉTEL HATÁSA REZG  HENGER 
KÖRÜLI ÁRAMLÁSRA 

EFFECT OF INITIAL CONDITIONS ON FLOW PAST AN 
OSCILLATING CYLINDER 

dr. Baranyi László1

ABSTRACT 

This study deals with the computation of low-
Reynolds-number flow past a circular cylinder placed in 
a uniform flow and oscillating either in in-line or 
transverse directions or following an elliptical path. 
When plotting the time-mean (TM) and root-mean-
square (rms) values of force coefficients (here lift and 
drag) under subharmonic lock-in against oscillation 
amplitude, sudden jumps appear between two solutions, 
representing vortex switches. In this study the initial 
position of the cylinder – a polar angle – is considered 
as an independent variable against which the TM and 
rms values of force coefficients are plotted. 

1. BEVEZETÉS 

A párhuzamos áramlásba helyezett tompa testekr l 
egy bizonyos sebességtartományban periodikusan 
örvények válnak le, és test mögött kialakul a Kármán-
féle örvénysor, amely a világhír  magyar áramlástan 
tudósról, Kármán Tódorról, kapta a nevét. A tompa test 
két oldalán leváló örvények ellentétes forgásirányúak. 
Mint ismert, a leváló örvények a Kutta-Zsukovszkij tétel 
[1] alapján egy periodikus gerjesztést jelentenek a testre 
nézve, amely a test akár nagy amplitúdójú rezgéséhez 
vezethet. Különösen jellemz  ez akkor, amikor a 
rugalmasan felfüggesztett szerkezet vagy test 
csillapítása kicsi és a rendszer sajátfrekvenciája közel 
esik az örvényleválás frekvenciájához. Ilyen, a 
szerkezetr l leváló örvények indították el azt a 
jelenséget, amely 1940-ben a világ akkori legnagyobb, 
újonnan épített függ hídjának – a Tacoma-Narrows 
hídnak – az összeomlásához vezetett. Ma már alapvet
elvárás az, hogy a szélnek kitett hidak, gyárkémények, 
silók és karcsú, magas épületek tervezésénél a 
szerkezetekr l leváló örvények lehetséges hatását 
figyelembe vegyék. Hasonló probléma jelentkezhet 
áramló folyadékban lév  szerkezetek esetén is, de a h - 
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cserél k zajos üzemét is a csöveikr l leváló örvények 
által keltett rezgés okozhatja. A probléma gyakorlati 
jelent sége miatt számos kutató foglalkozott és 
foglalkozik ma is a tompa testek körüli áramlás 
vizsgálatával. A leggyakrabban a kör, négyzet és 
téglalap keresztmetszet  testek körüli áramlást 
vizsgálják. 

A kutatások egyik iránya az, amikor az áramlásba 
helyezett hengert rugalmasan felfüggesztik (pl. [2-4]), a 
másik pedig az, amikor a hengert kényszerpályán 
mozgatják ([5-8]). Többek között a két eljárás 
el nyeivel és hátrányaival foglalkozik a [9] tanulmány. 
A gyakorlatban el forduló esetek többségében a 
súrlódási és tehetetlenségi er  hányadosa, az ún. 
Reynolds szám (Re=Ud/ , ahol U a párhuzamos 
áramlás sebessége, d a hengerátmér  és a folyadék 
kinematikai viszkozitása) igen magas, amely esetek 
direkt numerikus szimulációval történ  modellezése a 
mai számítási háttér mellett még nem lehetséges. Amint 
viszont azt a [10] dolgozat is említi, az áramlás keltette 
rezgések területén sok jelenségnek a Reynolds számtól 
való függése csekély. Ez ad lehet séget arra, hogy a 
számítástechnikailag könnyebben kezelhet , viszonylag 
kis Re számú áramlás számításával jó becslést 
kaphassunk a gyakorlatban el forduló nagyobb Re 
számú esetekre vonatkozóan.. 

A jelen dolgozatban a párhuzamos áramlásba 
helyezett mechanikusan mozgatott henger körüli 
áramlás numerikus vizsgálatával foglalkozunk. Többen 
vizsgálják azokat az eseteket, amikor a henger egy-
vagy kétszabadságfokú mozgást végez. Tipikus 
egyszabadságfokú eset az, amikor a henger a 
f áramlásra mer leges irányban, vagy azzal 
párhuzamosan mozog. A gyakorlatban alapvet en két 
fajta kétszabadságfokú mozgást tapasztaltak: (a) amikor 
a két mozgás frekvenciája azonos (ellipszis alakú 
pálya), (b) amikor a hosszirányú rezgés frekvenciája 
duplája a keresztirányúénak (Lissajous görbe), [11]. A 
jelen vizsgálat egyszabadságfokú, valamint ellipszis 
hengerpályát eredményez  kétszabadságfokú mozgásra 
koncentrál. 

A [8] és [12] dolgozatokban bemutattuk, hogy a 
rezgési amplitúdó szisztematikus változtatásával mind a 
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hosszirányban rezg , mind az ellipszispályán kering
henger esetében a leváló örvények szerkezetében 
hirtelen, ugrásszer  változások lépnek fel. Amennyiben 
a CL felhajtóer -tényez  és a CD ellenállás-tényez
id átlagát vagy effektív középértékét (rms értékét) az 
amplitúdó függvényében felrajzoljuk, akkor bizonyos 
amplitúdó értékeknél ugrásszer  változást találunk. Van 
két ún. állapotgörbe és a megoldás a két állapotgörbe 
valamelyikén helyezkedik el. Matematikailag azt 
mondhatjuk, hogy ennek a nemlineáris rendszernek két 
attraktora van, s a megoldást vagy az egyik, vagy a 
másik attraktor vonzza a paraméterek és a kezdeti 
feltétel értékeit l függ en. A két vonzási tartományt 
elválasztó határ néha nagyon bonyolult lehet [8], [13]. A 
dolgozatban a kezdeti feltételnek a megoldásra 
gyakorolt hatását vizsgáljuk. 

2. SZÁMÍTÁSI ELJÁRÁS 

A számítások elvégzésére két-dimenziós, véges 
differenciák módszerén alapuló eljárást fejlesztettem ki, 
amelynek a viszonylag részletes bemutatása a [8] 
dolgozatban található. Az alapegyenletek a hengerhez 
kötött gyorsuló rendszerben felírt Navier-Stokes 
egyenlet, a kontinuitási egyenlet és a nyomásra felírt 
Poisson egyenlet. Peremre illeszked  koordinátákat 
használunk, így a peremfeltételek pontosan 
kielégíthet k. Az alapegyenletek diszkretizálását és 
megoldási módját a [8] dolgozat tartalmazza. 
Ugyanebben a cikkben az eljárással nyerhet
eredményeket a szakirodalomban található különböz
hengermozgásokra (álló, hossz- és keresztirányban 
rezg , ill. ellipszis pályán kering ) vonatkozó 
eredménnyel hasonlítottuk össze, és igen jó egyezést 
tapasztaltunk. Emiatt a jelen dolgozatban az eljárás 
bemutatásától el kívánunk tekinteni. 

A hengermozgás vázlatát az 1. ábra mutatja. A 
homogén párhuzamos áramlás iránya megegyezik a 
pozitív x tengely irányával. Minden sebességet ill. 
hosszirányú jellemz t az U sebességgel, ill. a d
hengerátmér vel dimenziótlanítunk. A henger 
középpontjának a mozgását az 

x0=Ax cos (2  f t + )   (1) 
y0= - Ay sin (2  f t + )   (2) 

egyenletek írják le, ahol az Ax és Ay dimenziótlan 
rezgési amplitúdókat jelent, f a hengerrezgés U/d-vel 
dimenziótlanított frekvenciája (itt mindkét irányban 
azonos), pedig a henger indításához tartozó 
polárszög, amely a pozitív x tengely irányában 0 és az 
óramutató járásával egyez  irányban n . Az (1) és (2) 
egyenletek általános esetben egy óramutató járásával 
egyez  körüljárású ellipszispályát adnak. Amennyiben 
Ax=0, akkor keresztirányú, Ay=0 esetén pedig 

hosszirányú hengerrezgésr l van szó. Természetesen az 
Ax=Ay=0 az álló henger esetére vezet. Vizsgálatunk 
során az Re Reynolds szám mindhárom bemutatott 
hengermozgás esetén Re=160 volt. 

Ay

d=1

y

x
OU

Ax

1. ábra. A hengermozgás vázlata és vonatkozó jelölések 

3. SZÁMÍTÁSI EREDMÉNYEK 

E dolgozatban háromféle esetre vonatkozó 
eredményeket fogunk bemutatni, amelyek a hossz- ill. 
keresztirányú, valamint az ellipszispályát követ
hengermozgásokhoz tartoznak. 

3.1 Kezdeti feltétel, mint paraméter 

A 2. ábrán a CL felhajtóer -tényez  id átlaga látható 
egy ellipszispályán mozgó henger esetén az Ay/Ax
amplitúdó-hányados függvényében. Itt az egyetlen 
változó mennyiség az Ay amplitúdó, a többi paraméter 
rögzített (Re=160, Ax=0,3, f=0,9 St0=0,16938, =0°). Itt 
St0 az Re=160 esetén az álló hengerr l leváló örvények 
dimenziótlan frekvenciája, vagy Strouhal szám. Az 
ábrán 3 ugrásszer  változás látható: a CL átlaga a 
paraméterekt l függ en vagy az alsó vagy a fels  ún. 
“állapotgörbén” helyezkedik el [8]. Természetesen az 
állapotgörbéknek csak azon részletei láthatók az ábrán, 
ahol épp a megoldás van. Ismeretes, hogy a nemlineáris 
rendszerek esetén gyakran a kezdeti feltétel kis 
megváltozása a megoldás nagymérték  megváltozását 
okozza ([13]). Mint láttuk, a 2. ábrához =0° kezdeti 
feltétel (induló hengerhelyzet) tartozik. 

Vizsgálatainkat megismételtük más  értékek esetére 
is. A 3. ábra három különböz  kezdeti feltételhez 
( =60°, 90° és 180°) tartozó CL id átlag értékeit 
mutatja. A különböz  értékekhez tartozó 
megoldásoknál az ugrásszer  változások különböz
Ay/Ax értékeknél jelentkeznek, így elegend  számú 
kezdeti feltételhez tartozó megoldás ismeretében az 
állapotgörbék teljes mértékben el állíthatók. 
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Re=160; Ax=0.3; f/St0=0.9
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2. ábra. CL id átlaga Ay/Ax függvényében (Re=160; 
Ax=0,3; f/St0=0,9, =0°) 

Re=160; Ax=0.3; f/St0=0.9

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Ay/Ax

C
Lm

ea
n

theta=60 theta=90 theta=180

3. ábra. CL id átlaga Ay/Ax függvényében  
(Re=160; Ax=0,3; f/St0=0.9, =60°, 90° és 180°) 

Ugyanebb l a számítási sorozatból nyertük például a 
CD ellenállás-tényez re vonatkozó eredményeinket is. A 
4. ábra, a 2. ábrához hasonlóan, egyetlen kezdeti 
feltételhez ( =0°) tartozó eredményt mutat az Ay/Ax
függvényében, de itt a CD rms értékét mutatjuk meg. Az 
ugrásszer  változások itt is ugyanolyan Ay/Ax értékeknél 
lépnek fel, mint a 2. ábrán. Itt is két állapotgörbét 
találhatunk, amelyek elrendezése azonban jelent sen 
különbözik az el z kt l. Amíg a 2. és 3. ábrákon látható 
állapotgörbék közel állandó távolságra vannak 
egymástól, addig itt az állapotgörbék az Ay/Ax=0 
értéknél metszik egymást és a köztük lév  távolság az 
Ay/Ax növekedésével n . Ez a görbealak ellipszis pályán 
mozgó henger esetén az összes vizsgált er tényez  rms 
görbéjére jellemz , [8]. 

A 3. ábrához hasonlóan, az 5. ábra a CD rms értékeit 
három különböz , =60°, 90° és 180° értékhez 
tartozóan mutatja. Most is látható, hogy a 3 kezdeti 
feltételhez tartozó megoldásokkal az állapotgörbék 
gyakorlatilag reprodukálhatók. 

Hasonló vizsgálatokat végeztünk a henger hossz- és 
keresztirányú rezgetése esetén is, de helyhiány miatt az 
eredményeket itt nem kívánjuk bemutatni. Legyen elég 
annyi, hogy míg az ellipszis pályán mozgó henger 
esetén minden jellemz  id átlag és rms görbéjében 
találunk ugrásokat, addig a hosszirányban rezg  henger 
esetén már egyedül csak a CL id átlagában jelentkezett 
ugrás, amikor azt vagy az Ax amplitúdó vagy az f/St0 

frekvenciahányados függvényében ábrázoltuk, [12], 
[14]. A kapott állapotgörbék itt szimmetria-okok miatt 
egymás tükörképei, s a teljes állapotgörbék most is 
el állíthatók a különböz  kezdeti feltételhez tartozó 
megoldások segítségével. A keresztirányban rezg
henger esetén az el bb említett ugrások egyáltalán nem 
jelentkeztek, [12], [14]. 

Re=160; Ax=0.3; f/St0=0.9
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4. ábra. CD rms értéke Ay/Ax függvényében 
 (Re=160; Ax=0,3; f/St0=0,9, =0°) 

Re=160; Ax=0.3; f/St0=0.9
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5. ábra. CD rms értéke Ay/Ax függvényében  
(Re=160; Ax=0,3; f/St0=0,9, =60°, 90° és 180°) 

3.2 Kezdeti feltétel, mint független változó 

Ezek után megvizsgáljuk, hogy mi történik akkor, ha 
minden paramétert rögzítünk, csupán a kezdeti 
feltételt változtatjuk. A 6. ábra a korábban bemutatott 
ellipszis pályán mozgó hengerre mutatja be a felhajtó-
er  tényez  id átlagát a függvényében. Az ábrán jól 
látható az a két megoldás, amelyet CL id átlaga az adott 
paraméterértékek esetén felvehet. Látható az is, hogy az 
ugrás környezetében egy nagyon kis  változáshoz igen 
jelent s CL változás tartozhat. Az ábrán minden egyes 
pont egy külön számítást jelent, igen meggy z en 
támogatva a két megoldás létezését. A 6. ábrán látható 
két CL érték természetesen rajta van a 3. ábrán látható 
állapotgörbéken; ott az Ay/Ax=0,5. 

A 7. ábra ugyanerre az esetre vonatkozóan a CDrms
értékét mutatja a függvényében. A 6. ábra kapcsán 
elmondottak itt is érvényesek azzal a különbséggel, 
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hogy a két CDrms értéket itt az 5. ábrán találjuk még meg 
az Ay/Ax=0,5 értéknél. 

Re=160; Ax=0.3; Ay=0.15; f/St0=0.9
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6. ábra. CL id átlaga  függvényében 
(Re=160; Ax=0.3; Ay=0.15; f/St0=0.9) 

Re=160; Ax=0.3; Ay=0.15; f=0.9St0
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7. ábra. CD rms értéke  függvényében 
(Re=160; Ax=0.3; Ay=0.15; f/St0=0.9) 

A kezdeti feltétel hosszirányú hengerrezgetés esetén 
kialakult áramlásra gyakorolt hatásának vizsgálatára 
vonatkozó eredményeket mutat a 8. és 9. ábra f/St0=0,8 
és 0,9 frekvencia hányadosok esetén. A 8. ábrán a CL
id átlaga látható függvényében. Mint korábban 
említettük, a hosszirányú rezgés esetén az Ax
függvényében felrajzolt CL id átlagához tartozó 
állapotgörbék egymás tükörképei a vízszintes tengelyre 
nézve (l. [12]). A 8. ábrán ennek megfelel en látható, 
hogy két lehetséges megoldás mindkét frekvencia arány 
esetén  azonos nagyságú, de ellenkez  el jel . Az ábrán 
az is látszik, hogy f/St0=0,8 esetén csak kétszer vált 
el jelet CL id átlaga, míg f/St0=0,9 esetén igen sokszor. 
A 9. ábrán a CD id átlagát ábrázoljuk a 
függvényében. Mivel hosszirányú rezgés esetén ugrás 
csak a CL id átlagában van (l. [12] és [14]), így 
természetesen mind az  f/St0=0,8, mind a 0,9 esetén csak 
egy-egy érték adódik a CD id átlagára. 

A kezdeti feltétel vizsgálatára vonatkozó, sok 
munkával járó számításokat a keresztirányú rezgést 
végz  henger esetén is elvégeztük, és a korábbi 
tapasztalattal megegyez en azt találtuk, hogy ebben az 
esetben a CL és CD id átlagának és rms értékének görbéi 
folytonosak; bennük semmi ugrás nem található (l. [12] 
és [14]); ezt támasztja alá a 10. ábra is. 
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8. ábra. CL id átlaga  függvényében 
(Re=160; Ax=0,3; Ay=0; f/St0=0,8 és 0,9) 

Re=160; Ax=0.3; Ay=0
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9. ábra. CD id átlaga a  függvényében 
(Re=160; Ax=0,3; Ay=0; f/St0=0,8 és 0,9)

Re=160; Ay=0,3;  Ax=0; f/St0=0.9
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10. ábra. CL rms értéke  függvényében 
(Re=160; Ax=0,3; Ay=0; f/St0=0,9) 

3.3 Ugrások környezetének vizsgálata  

Vizsgáljuk meg most egy olyan ugrás környezetét, 
amely a henger hosszirányú rezgésénél =163° 
környezetében lép fel f/St0=0,9 esetén (itt bemutatott 
eset). Ez az ugrás a 8. ábrán is látható. A =163,3° és 
163,4° kezdeti értékekhez tartozó CL id beli változását a 
11. ábra mutatja. A vastag vonal a =163,3° (ugrás 
el tti), a vékony vonal pedig a =163,4° (ugrás utáni) 
értékhez tartozik. A két görbe egymás tükörképe. Ez 
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könnyen belátható úgy, hogy az egyik CL(t) helyett 
annak (-1)-szeresét ábrázoljuk; ilyenkor a két görbe 
fedésbe kerül (itt nem mutatjuk). Az ugrás el tti és utáni 
két értékhez felrajzoltuk a CD(t) függvényeket is, 
amelyek tökéletesen egybeestek (itt nem mutatjuk). 
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11. ábra. CL id beli változása az ugrás el tt (vastag) és 
után (vékony); (Re=160; Ax=0,3; Ay=0; f/St0=0,9) 

Ezek után nem meglep , hogy az ugrás el tti és utáni 
 értékekhez tartozó periodikus megoldásokból képzett 

(CD,CL) ún. határciklusok is egymás tükörképei, mint az 
a 12. ábrán is látható. 
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12. ábra. A (CD,CL) határciklus az ugrás el tt (vastag) 
és után (vékony); (Re=160; Ax=0,3; Ay=0; f/St0=0,9) 

A vizsgált két értékhez tartozó, azonos, t=350 
dimenziótlan id pontban az örvénykontúrokat is 
felrajzoltuk; ezt mutatja a 13. ábra. Az ábra fels  része 
az ugrás el tti ( =163,3°), az alsó része pedig az ugrás 
utáni ( =163,4°) kezdeti értékhez tartozik. Itt a szürke 
árnyalatú örvények negatívak (óramutató járásával 
megegyez  forgásirány), míg a sötétebb szín a pozitív 
örvényt mutatja (óramutató járásával ellentétes). Egy 
leválási periódusban egy pozitív és egy negatív örvény 
válik le. Az ábráról látható, hogy az ugrás el tti és utáni 
örvényképek egymás tükörképei. Az összes hosszirányú 
rezgéshez tartozó, itt bemutatott eredmény alátámasztja 
a korábbi eredményeket (l. [12]). Úgy t nik, hogy az 

örvényképben kialakuló ugrásszer  változás oka a 
„szimmetria-tör  bifurkáció” (symmetry breaking 
bifurcation) lehet, [15]. 

13. ábra. Örvénykontúrok. Fels  ábra: =163,3°; Alsó 
ábra: =163,4°; (Re=160; Ax=0,3; Ay=0; f/St0=0,9) 

Az ugrás környezetének vizsgálatát az ellipszis pályán 
mozgó henger esetére is elvégeztük a korábbiakban 
bemutatott esetre (Re=160; Ax=0,3; Ay=0,15; f/St0=0,9). 
Ezeket az eredményeket itt nem kívánjuk bemutatni. 
Azt szeretnénk csupán megjegyezni, hogy szemben a 
hosszirányú hengermozgás esetével, itt az ugrás két 
oldalán az egymástól jelent sen különböz  eredmények 
már nem rendelkeznek a tükörkép szimmetriával 
(reflection symmetry). Mivel a hosszirányban rezg
henger esetén semmilyen ugrást nem tapasztaltunk, így 
ilyen fajta vizsgálatnak nem volt értelme.

4. ÖSSZEFOGLALÁS 

Amikor az er tényez k id átlagát vagy az rms értékét 
a kezdeti feltétel függvényében ábrázoljuk homogén 
párhuzamos áramlásba helyezett rezg mozgást végz , 
vagy ellipszis pályán mozgó henger körüli áramlás 
esetén, a következ  eredményekre jutottunk: 

- ellipszispálya: két állapot található az összes  
er tényez  id átlagában és rms értékében 
(örvényugrást mutat),  

- hosszirányú hengermozgás: két állapot közötti 
ugrást csak a felhajtóer -tényez  id átlagában 
található (örvényugrás),  

- keresztirányú hengermozgás: nincs ugrás. Vagy 
egy megoldás vagy két egybees  megoldás van 
(nincs örvényugrás). 

Az eredmények alátámasztják a korábbi, amplitúdóra 
és frekvencia arányra vonatkozó eredményeket. 

A teljes kezdeti feltétel tartományban a 
várakozásunknak megfelel en csak egy vagy két 
id átlag és rms érték létezik.  

A hosszirányú hengerrezgés esetén az ugrás el tti és 
utáni kezdeti feltételhez tartozó felhajtóer k id beli 
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változása, a (CD,CL) határciklusok és az örvénykontúrok 
is egymás tükörképei (akárcsak a felhajtóer  id átlaga). 

Így tehát kijelenthetjük, hogy a kezdeti feltételre 
vonatkozó eredmények alátámasztják a korábbi 
vizsgálati eredményeinket. 

5. SUMMARY 

When the time-mean and rms values of force 
coefficients are plotted against initial condition for 
the flow around an oscillating or orbitig cylinder placed 
in a uniform stream the following results were found: 

- jumps between two states were found in all time-
mean and rms curves for orbital cylinder motion 
(showing vortex switches), 

- jumps between two states were found only in the 
time-mean lift for in-line cylinder motion (vortex 
switches), 

- no jumps were found for transverse cylinder 
motion; either one solution or two coinciding 
solutions (no vortex switches). 

Results are consistent with previous results for 
amplitude and frequency ratio. 

In the total initial condition domain only either one or 
two time-mean and rms values exist, as expected. 

For in-line cylinder motion the pre- and post-jump 
time history of lift, limit cycle curves (CD,CL) and 
vorticity contours are mirror images of each other (and 
so are the time-mean values of lift). 

Thus, evidence from initial condition investigation 
supports previous findings. 

6. KÖSZÖNETNYILVÁNÍTÁS 
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