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1. BEVEZETÉS 
 
   A gravitációs hullámok els  közvetlen detektálásának 
talán legígéretesebb forrásai az úgynevezett kompakt 
kett srendszerek. Az ezen kett srendszerek által kisu-
gárzott gravitációs hullámok kutatása során elenged-
hetetlen a kett srendszert alkotó kompakt objektumok 
(melyek lehetnek fekete lyukak és/vagy neutron 
csillagok) mozgásának törvényszer ségeit részletesen 
leírni [5]. A kett srendszer életének "bespirálozási" 
szakaszában erre a célra a poszt-newtoni közelítés a 
legalkalmasabb módszer. A detektálható gravitációs 
hullám jelalakok feltárásához ezen közelítés eredmé-
nyeit kell összehangolni a hullámterjedést leíró post-
minkowski multipól sorfejtéssel, melyben a kett srend-
szert alkotó objektumok leírása forrástagok összegeként 
jelenik meg [6]. 
   A detektált jeleket kiértékel  módszerek számára 
dönt  fontosságú, hogy az elmélet által megjósolható 
gravitációs hullám jelalakok minél pontosabban 
közelítsék a valóságos források által kisugárzott hullám-
formát. Ezért szükséges a kett srendszer leírásába 
minden fizikailag releváns effektus figyelembe vétele. 
Mi ezen effektusok közül a legalacsonyabb rendben 
fellép  kölcsönhatással foglalkozunk, amelynek oka a 
kett srendszert alkotó objektumok forgása, illetve annak 

hatásai a testek mozgására. Ezen túl igyekszünk a szá-
mításokat a lehet  legáltalánosabb pályaalak esetében 
származtatni, így figyelembe vesszük a pálya excent-
ricitásának hatásait is. 
   Azonban ekkor a kett srendszer dinamikájának leírása 
nagyságrendekkel komplikáltabbá válik. Az említett 
forgási effektusok legalacsonyabb rend  járuléka az ún. 
spin-pálya kölcsönhatás, amely (többek között) a 
pályasík precesszálását okozza. Amíg a spinmentes 
esetben a kompakt objektumok mozgása egyetlen 
szögváltozóval leírható, a pályasík precesszálása miatt 
egy, vagy több további szögmennyiséget be kell vezetni 
a megfelel , teljes leírás érdekében. Az egyenletek 
származtatását és megoldását tovább bonyolítja, hogy a 
spin-pálya kölcsönhatás részeként maguk a spin 
vektorok is precesszálnak [7]. 
   Az ezen szögmennyiségeket leíró mozgásegyenletek 
(továbbiakban: szögegyenletek) kiintegrálásának f   
nehézsége, hogy azok bonyolultan csatolt differenciál-
egyenlet-rendszert képeznek, ráadásul excentrikus 
pályák esetén ezek egyike sem integrálható analitikusan. 
A szakirodalomban fellelhet  közleményekben ezért az 
egyeneletek adott, speciális határesetekben történ  
kiintegrálásai szerepelnek [8], vagy a spin effektusokat 
a pályafrekvencia "kis" perturbációiként kezel  közelít  
megoldások. 
   Ezen cikkben megadjuk egy kett srendszert alkotó két 
kompakt asztrofizikai objektum (tömegeik m1 és m2, a 
forgásukat leíró spin vektorok S1 és S2) szögegyenle-
teinek megoldását. A poszt-newtoni sorfejtés rigorózus 
alkalmazása mellett, ha a szögmozgást nem a szokásos 
polár-koordinátákkal, hanem Euler-szögekkel írjuk le, a 
differenciálegyenletek szétcsatolhatóak (a módszer 
részletei megtalálhatóak a [9] publikációban). Az 
integrálás során a pálya excentricitásának figyelembe 
vételéhez pedig felhasználásra kerül a pálya általáno-
sított valódi anomália paraméterezése [10]. 
   Bár a leírás 1 PN (PN a poszt-newtoni sorfejtés 
rendjeinek rövid jelölése) rend  korrekcióinak 
vizsgálata korábbi publikációban már szerepel [11], 
annak eredményeit itt ismét közöljük a kett srendszer 
mozgásának lehet  legteljesebb leírása érdekében. 
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   A különböz  poszt-newtoni rendhez tartozó járulékok 
megkülönböztetésére az alábbi jelölésrendszert vezetjük 
be. Minden fizikai mennyiség különböz  típusú 
járulékait alsó indexszel jelöljük. Egy tetsz leges  
mennyiséget ezzel az alábbi alakban bontunk fel: 
 

(1)  
 
ahol  jelöli a newtoni rend  tagokat (nulladrend),  
az els  poszt-newtoni korrekció (ennek formális rendje 
1 PN), illetve  jelöli a spin-pálya korrekciókat (ezek 
formális rendje 1,5 PN). A számítások során minden 
részeredményt a fentihez hasonló formában rendezünk, 
a képlettömbök els  sora tartalmazza a newtoni rend  
tagokat és formálisan a korrekciókat, majd az azt követ  
sorokban az egyes korrekciók explicit alakja kerül 
részletezésre. 
   Fontos azonban megjegyezni, hogy a különböz  
korrekciók ilyen szétválasztása csupán technikai jelleg , 
mivel a formulákban megjelen  paraméterek és id t l 
függ  mennyiségek is tartalmaznak további, magasabb 
rend  korrekciókat. Ennek kiküszöbölésére csak a 
paraméter id függésének (ami ugyancsak tartalmaz 
magasabb rend  járulékokat) meghatározása után 
kerülhet sor, akkor a formális, technikai módszer 
egyben lényegi sorfejtéssé is válik, és így a vizsgált 
mennyiségek, és azok id függése konzisztensen, rendr l 
rendre meghatározható. 
 
 

2. SZÖGVÁLTOZÓK ÉS EGYENLETEIK 
 
   A kett srendszer mozgásának leírásakor a cél a 
rendszert alkotó két objektum relatív helyzetét meghatá-
rozó r szeparációs vektor id függésének kiintegrálása. 
A szeparációs vektor hosszára vonatkozó radiális 
egyenlet megoldására több, különböz  módszer lelhet  
fel a szakirodalomban, ezeket nevezzük a pálya 
paraméterezéseinek. További kihívás azonban a 
szeparációs vektor irányának a leírása. Erre különböz  
numerikus módszereket szoktak alkalmazni, mivel a 
gömbi polár-koordinátarendszer szögváltozóira vonat-
kozó egyenletek csatolt differenciálegyenlet-rendszert 
alkotnak. Egy másik jellemz  módszer az egyenletek 
speciális határesetben történ  analitikus megoldása (egy 
forgó objektum, teszt-részecske határeset, stb.) 
   Munkánk során a polár-szögek helyett Euler-szögek 
bevezetése mellett döntöttünk, mivel azok egy 
intuitívabb fizikai értelmezéshez vezetnek, illetve a 
szögegyenletek analitikusan megoldhatóak a pálya-
paraméterezés felhasználásával. Ezen Euler-szögeket az 
alábbi módon vezetjük be. A szeparációs vektor alakja 
az Euler-szögek függvényében 
 

cos cos cos sin sin
sin cos cos cos sin , (2)

sin sin
r  

ahol  a J teljes impulzusmomentum-vektor és az LN 
pálya-impulzusmomentum által bezárt szög,  írja le LN 
precesszióját a konstans J vektor körül (ezzel leírva a 
pálya precesszióját), illetve  mutatja meg az r 
szeparációs vektor irányát a pillanatnyi pályasíkon [12]. 
   A fenti szögek bevezetésekor fontos kiemelni már a 
számítások korai szakaszában, hogy a  szög legalacso-
nyabb rend  járuléka a 1,5 PN rendhez tartozó spin-
pálya korrekció, alacsonyabb rendben az értéke nulla. A 
fent bevezetett jelölésekkel ez a N = PN = 0 egyenlettel 
írható le, vagyis  = SO. Ennek legközvetlenebb ered-
ménye számunkra az, hogy cos  = 1 az általunk vizsgált 
poszt-newtoni rendben. 
   A v relatív sebességvektort az Euler-szögekkel az 
alábbi módon fejezhetjük ki: 
 

cos , (3)
00

v  

 
ahol a figyelembe vettük, hogy  = SO, és bevezettük az 

 szöget, mint  =  +  . Ez a szög látszólagos pálya-
szögként interpretálható, és a rá vonatkozó dinamikai 
egyenletet a /  összefüggéssel származtatjuk [9]. 
   Ezen eredmények felhasználásával a szeparációs 
vektor alakja az alábbi lesz 
 

cos sin ( )
sin cos ( ) . (4)

sin
r  

 
   A relatív sebességvektor komponenseinek kiszámí-
tása, illetve a szögegyenletek származtatásának mód-
szere részletesebben a [9] közleményben találhatóak 
meg. 
 
 

3. ÁLTALÁNOS MEGOLDÁS ELLIPTIKUS 
PÁLYÁK ESETÉBEN 

 
   A szögekre vonatkozó mozgásegyenletek megol-
dásához els ként szükségünk van az alábbi radiális 
egyenlet megoldására 
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ahol E a rendszer energiája, L jelöli az L=J-S impulzus-
momentum vektor hosszát, M = m1 + m2 és  = m1m2/M 
a rendszer teljes és redukált tömege, illetve bevezettük 
az  = /M mennyiséget. Továbbá bevezettük a spin-
vektorok súlyozott összegeit, vagyis S = S1+S2 és 

 = 1S1+ 2S2 rövid jelöléseket, ahol 1 = m2/m1 és 
2=m1/m2. Végül A0 jelöli a Runge-Lenz vektor newtoni 

rend  hosszát, vagyis 
 

2
2 2

0
2 . (5)  

 
3.1. A valódi anomália paraméterezés 

 
   Mivel excentrikus pályák esetén a radiális egyenlet 
analitikusan nem megoldható, egy alkalmas pálya-
paraméterezést szokás bevezetni. A sok, különböz  
eljárás közül a valódi anomália paraméterezést válasz-
tottuk, mivel az vezet a legátláthatóbb formulákra a 
gravitációs hullám jelalakok esetén [10]. A paramé-
terezést definiáló három feltétel a következ  
 

min max

2
0

( 0) , ( ) ,

( ) , (7
(cos )

)
 

 
ahol rmin és rmax jelölik a pálya két fordulópontját, és 
mindhárom  konstans érték  ( 0 newtoni rend , PN 
jelöli az 1 PN rend  korrekciókat, és SO a spin-pálya 
járulék), amelyek az els  két feltétel alapján 
határozhatóak meg. 
   A fenti definíciót követve a szeparációs vektor 
hosszának paraméter-függésére az alábbi kifejezéseket 
kapjuk 
 

2

0

2 3 3

2
0

4 6 2 2 3 2 4

3 2
0 0

2 3 2
02 2

0 0

2 3 2

( ) ( ) ( ) ,
( cos )

2(2 ) (6 )( )
( cos )

2(6 ) 2(10 3 ) (1 3 ) cos
2 ( cos )

2(2 )( ) (2 )
( cos )

(2 3 ) cos

[L S L

2 2 3 2
0

2 2
0 0

2 ( ) cos
. (8)

( cos )

]
[ ]L

 

 
   A mozgást leíró dinamikai változókat r függvényében 
igyekszünk megadni, és így a fenti összefüggések 
segítségével kiszámolható, hogy ezek hogyan függnek a 
paramétert l. Azonban egy teljes leíráshoz szükségünk 
van arra az információra is, hogy a  valódi anomália 

paraméter és a koordinátaid  között mi a kapcsolat. Ezt 
a 
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differenciálegyenlet írja le. 
   Bár a (t) függvény analitikusan nem meghatározható, 
annak inverze igen, így a numerikus integrálás helyére 
numerikus invertálás kerülhet. Ennek a folyamatnak a 
részletei 1 PN rendig a [11] publikációban találhatóak 
meg. A jelen cikk számára releváns eredmény az, hogy 
a fenti differenciálegyenlet megoldása egy lineáris, és 
egy korlátos, periodikus, sima függvény összege. 
 

3.2. A relatív sebességvektor komponensei 
 
   A mozgás leírásának fontos lépése a relatív sebesség-
vektor nem-triviális komponenseinek meghatározása. A 
[9] cikk összefüggéseit felhasználva ezek az alábbiak 
lesznek. Az  (vagy párhuzamos) komponens 
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illetve az  (vagy mer leges) komponens 

0 cos ,

 

 
ahol az egyes korrekciók az alábbiak lesznek 
 



118 3. SZÁM GÉP, LXIII. évfolyam, 2012.

4 6 2 3 2

2 3
0

2 4 3 3 2

2 3 3
0

3 3 2
2

3

2 3 2 2 3 2

5

2 2 3 2 2

2(9 10 ) 2(7 8 ) cos
2

3(1 3 ) (2 ) (3 )cos
2 2

2( 2) 4( 2) cos ,

[2 (3 2 ) (4 )]

[4( )( ) ]cos

L S L

L S L L
5

0

0
5

22 22 cos . (11)L S

 
 

3.3. A szögegyenletek megoldása 
 
   Jelen cikk f  célkit zése a különböz  szögmennyisé-
gek id függésének meghatározása. Els ként az  szög-
re vonatkozó differenciálegyenletet oldjuk meg a valódi 
anomália paraméterezés felhasználásával. Az  szögre 
vonatkozó differenciálegyenletet az alábbi alakra 
hozzuk 
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Ezen egyenleteket kiintegrálva az eredmény 
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   Ezek az eredmények írják le a szeparációs vektor 
mozgását a pillanatnyi pályasíkon. A korábban már 
említett tény alapján - mely szerint a valódi anomália 
paraméter egy id ben lineáris és egy periodikus 
függvény összegeként áll el  - látható, hogy csak a -
ben lineáris tagok tartalmaznak id ben (is) lineáris 
eredményeket. Ezen tagok a pálya-frekvencia korrek-
cióiként viselkednek. Minden más járulék periodikus, 
korlátos perturbációkat ír le. Az eredmények alapján jól 

látható, hogy az 1 PN rend  és spin-pálya korrekciók 
nem csak a pályafrekvenciák perturbációit írják le, 
hanem további, sajátos frekvencia-tulajdonságokkal 
rendelkez  periodikus hatásokat is. 
 
   A fentihez hasonló módon járunk el a spin-precessziós 
egyenletek megoldásakor is [7]. Ekkor az egyes spin 
vektorok irányát gömbi polár-koordinátákkal adjuk 
meg, vagyis az i-vel indexelt spinvektor 
 

sin cos
sin sin , (14)

cos
S  

 
ahol az i szög az i-edik spin-vektor és a J teljes 
impulzusmomentum vektor által bezárt szög, míg  i írja 
le ugyanezen spin-vektor precesszióját. Mivel az i 
szögek az általunk vizsgált PN rendben állandóak, ezért 
a precessziós egyenletek egyszer  precessziót írnak le. 
Az integrálás el készítéseként a i szögeket felbontjuk 

i = iN + iPN formában, ahol iN newtoni rend  
állandók, illetve 
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az 1 PN korrekciók (a számolás részletei megtalálhatóak 
a [7] publikációban). 
   Az objektumok mozgását leíró másik két 
szögmennyiség, vagyis  és  egyenletei önmagukban 
nem integrálhatóak ki, erre azonban a gravitációs 
hullámok leírásakor nincs is szükség, az egyenletekben 
csak a SOsin N és SOcos N szorzatok szerepelnek. Mint 
azt a [9] cikkben részleteztük, az erre vonatkozó 
egyenletek algebrai egyenletekké egyszer södnek, 
amelyek megoldásai 
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ahol i = 2 N - iN = 2 0 + 2  - iN, és 
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   Bár külön-külön a két szöget nem határozzuk meg, a 
fenti szögkombinációk fizikai tartalma a meghatározó: 
ezek a pályaimpulzus-momentum  és  koordinátái - 
vagyis ezek írják le a pályasík precesszióját J körül. Jól 
látható az eredményekb l, hogy ez nem egy egyszer  
precesszió, mivel a  szög jól láthatóan nem állandó 
érték  a mozgás során. 
   Bár léteznek olyan határesetek, amelyekben a pálya 
nem precesszál, vagy a precesszió egyszer  (  = konst.), 
ezek nagy része "túl speciális", vagyis túlságosan is 
lerögzíti a rendszer paramétereinek lehetséges értékét. 
Ez alól egy kivétel van, amikor i=k , mivel ebben az 
esetben a spin vektorok nem precesszálnak, és így a 
pályasík sem. Ez is elég er teljes megkötés a 
kett srendszer dinamikájára, de fizikailag releváns. 
 
 

4. A KÖRPÁLYA HATÁRESET 
 
   A körpálya határeset definiálásához a relatív sebesség-
vektort az alábbi módon bontjuk fel 
 

, (18)v n m  
 
ahol a mozgás pályafrekvenciáját a korábban bevezetett 
szögmennyiségek segítségével a 
 

(19)  
 
alakban írhatjuk fel, és ennek segítségével a körpálya 
határesetet a 
 

0, 0 (20)  
 
feltételekkel definiálhatjuk. Mivel a szeparációs vektor 
hossza csak 2,5 PN rendben változik (a sugárzás 
visszahatása miatt), azt a számolásainkban konstans 
paraméterként kezeljük. 
   A fenti definíció további következménye, hogy kör-
pálya esetben 
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illetve ebb l adódóan 
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   Ezen eredmények azt mutatják, hogy körpálya 
határesetben - mivel a fenti  korrekciók mind 
lineárisak az id koordinátában - a spin-pálya köl-
csönhatás csak a pályafrekvenciához ad járulékot a 
pályasíkon való mozgás tekintetében. Azonban, mint azt 
az alábbiakban megmutatjuk, a pályasík precessziójában 
továbbra is fellépnek a különböz  frekvenciával rendel-
kez  periodikus korrekciók. 
   A körpálya határeset feltételeit alkalmazva a spin 
precesszióra 
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illetve ennek felhasználásával a a SOsin N és SOcos N 
szögkombinációkra 
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ahol bevezettük a i = 2 0 + 2Lt/ r - iN rövid jelölést, 
illetve az Ai koefficiensek alakja az alábbira 
egyszer södik 
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   Ezen eredményekb l is látszik, hogy csak nagyon 
speciális esetekben áll el  olyan dinamika, amelyben 
egyszer  precesszió lép fel, vagy egyáltalán nincs pálya-
precesszió. A fenti összefüggések alapján az egyszer  
precesszió feltétele az, hogy a kett st alkotó objektumok 
f  paraméterei (tömegek, spinek, stb.) meg kell 
egyezzenek. Másrészr l, a pálya precessziójával csak 
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akkor nem kell számolni, ha mindkét objektumra igaz, 
hogy spinvektoraik nem precesszálnak, akárcsak az 
excentrikus pályák esetében. 
 
 

5. ÖSSZEFOGLALÁS 
 
   Eredményeink azt mutatják, hogy a pálya precessziója 
a kett srendszert alkotó objektumok forgásának termé-
szetes következménye, és ez a precesszió több, külön-
böz  frekvenciájú hatás komplex összessége. Ezen 
hatások mindegyike megjelenik a detektálható 
gravitációs hullám jelalakban is. 
   Látható továbbá, hogy a spin effektusok által okozott 
korrekciók nem tekinthet k pusztán a pályafrekvencia 
kis perturbációinak. Egészen más jelleg  járulékokkal 
kell számolni a pályasík precesszióját, illetve orient-
tációját leíró szögmennyiségek kifejezéseiben, nem 
ritkán newtoni rendbe tartozó frekvenciákkal. 
   A gravitációs hullám jelalakok vizsgálata során ezen 
effektusokat mind számba kell vennünk, f leg, mivel 
azok igen alacsony (csupán 1,5 PN) rendben már 
lényegi járulékokkal egészítik ki a leírást. A gravitációs 
hullám detektorok adatait elemz  módszerekbe ezeket 
így be kell építeni, mivel ezek nélkül fals, vagy csak 
túlságosan speciális esetben érvényes hullámalakokat 
találhatnak a mért adatok között. 
   2 PN rendben a két test forgása közötti, úgynevezett 
spin-spin kölcsönhatás ezt a képet tovább bonyolítja, 
mivel kinematikai feltételt kapunk arra, hogy körpálya 
határeset fizikailag releváns paraméterek esetén nem 
érhet  el, a testek forgása korlátot szab a circular-
izációnak. Ez a spin-effektusok fontosságán túl azt is 
mutatja, hogy a testek forgásának hatásai sem 
hanyagolhatóak el a leírásban. 
   Fenti eredményeink meghatározzák a további 
kutatások irányát is. Amikor a mozgás szögmennyisé-
geit harmonikus függvénybe helyettesítjük, majd sorba 
fejtünk, szekuláris divergencia tagok lépnek fel. Ezek 
kezelésére komplex sorfejtéses módszert kell alkalmaz-
nunk, amely különválasztja a frekvencia- és amplitúdó 
perturbációkat (az el bbiek helytelen kezelése vezet a 
szekuláris tagok fellépéséhez). 
   Ezen probléma megoldása után a mozgás részletes 
leírása alapján már származtathatóak a detektálható 
gravitációs hullám jelalakokra vonatkozó össze-

függések, melyek a hosszú távú kutatási tevékenység f  
célkit zését jelentik. 
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Dear Reader,

In the present, 03/2012 issue of the journal „Gép”, research results of the Centre 
of Excellence of Mechatronics and Logistics are presented in the form of publica-
tions. The project has been supported by the European Union, co-fi nanced by the 
European Social Fund, as well as the contribution of the units of the University 
of Miskolc participating in the research. The excellence center is made up of four 
scientifi c workshops, all of them being related to mechatronics and logistics. Com-
plex research on the fi elds of mechatronics and logistics and the implementation 
of the research results seem inevitable, since both are consequences of the trends 
of Hungarian economic development and the policy of the Hungarian government 
(dynamic expansion of the automobile industry, the creation of regional logistical 
centers, etc.). Intelligent systems are only marketable with adequate costs, com-
munication and legal environment, therefore the research from the above aspects 
concerning mechatronics and logistics are also benefi cial.   

The Centre of Excellence of Mechatronics and Logistics are made up of the scien-
tifi c workshops Research and Development of Elements of Mechatronic Systems, 
The Enhancement of Reliability of Wired and Wireless Communication Systems 
for Mechatronics and Logistics Applications and Innovative Solutions for En-
hancement of Competitiveness of Organizations. During the last years research 
period numerous lecturers, researchers and students have been given the opportu-
nity to present their research results at acknowledged Hungarian and international 
conferences. Among its main objectives, the center intends to keep young lectur-
ers, researchers in the region, to build networks with industrial companies and 
implement joint research with them.    

The Robert Bosch Department of Mechatronics, the Department of Machine 
Tools, the Department of Electronic and Electrical Engineering as well as the 
Department of Physics are involved in the research group Research and Devel-
opment of the Elements of Mechatronic Systems with seven research and devel-
opment topics. Their research projects are performed in the topics of modelling, 
developing and research of starters, super-fi nishing equipment, ball screws, the 
production of components with intricate surfaces, electro-mechanical actuators, 
electricity networks and problems of atomic and solid state physics. The present 
collection of articles represents an important part of the recent year’s work of the 
excellence center. 

Prof. Dr. Béla Illés  Dr. Szabó Tamás
university professor,  associate professor,
leader of the Center of Excellence leader of the Research Group


