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ABSTRACT

The grapho- analytical optimization technique
is based on the Kuhn- Tucker optimality
criterium and in case of few optimization
variables it is very simple and easy to realize
way to find optimum solutions.

In this paper an example is shown to find the
optimal  dimensions of a  cylindrical
compression spring with circular wire cross-
section for minimum weight. The curves of the
implicit constraints are the borders of the
feasible region and the iso- lines of the mass
function, which is the objective function to be
minimized, will touch this region in the last
feasible point. This is the optimum solution.

1. BEVEZETES

A grafo- analitikus optimumkeresé modszer
elméleti alapjat a Karush- Kuhn- Tucker féle
optimalitasi kritérium [1] képezi. A kritérium n
darab tervezési valtozora érvényes, altalanos
megfogalmazasa alapjan n valtozos
optimumkeresésre is alkalmas. Jelen cikkben a
modszer két valtozd esetére leegyszertiisitett
valtozatat alkalmazzuk, melynek
megfogalmazasa egyszert, kozérthetd és az
optimum megkeresésének modjara a félig
grafikus, félig analitikus modszert, az
ugynevezett  grafo- analitikus  moddszert
alkalmazzuk. Ezzel f6leg az a célunk, hogy
bemutassuk a  moddszer  hatékonysagat,
egyszeriségét és  alkalmazhatosagat a
terméktervezés és a géptervezés kiilonféle
teriiletein. A mddszer megértése €s elsajatitasa
utan barki, egyetemi hallgatok, tervezok,
érdeklodd ipari  szakemberek is  batran
alkalmazhatjak mindennapi feladataik soran, 14j
szempontok, érdekes eredmények keresésére,
az optimalis eredményekkel a tervezett termék,
gépelem, szerkezet valamely tulajdonsaganak
javitasara, optimalizacidjara.
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Jelen cikkben egy hengeres, korszelvénytl
nyomo csavarrugd példajat mutatjuk be
tomegminimumra torténd optimalis tervezésre.
A tervezési valtozok a rugéhuzal atmérdje (d)
¢s az atmérd hanyados ( a = D/d ), ahol D a
rug6 kozépatmérdje. A célfiiggvény a rugd egy
menetének tomege, aminek a lehetséges
minimalis értékét keressiik. A két tervezési
valtozora explicit és implicit feltételeket irunk
fel. A harom legfontosabb implicit feltétel a
rugoban ébredd csavarofesziiltség korlatozasa,
a rugodallandoéra adott korlatozas és a rugd
lehetséges maximalis méretének gyarthatosagi
okokbdl torténd korlatozasa volt.

A feltételek abrazolasaval felrajzolhato a
megfeleloségi  tartomany, a célfiiggvény
szintvonalainak  tanulméanyozasaval  pedig
eljuthatunk az optimalis megoldas
megtalalasahoz. Ebben a cikkben egy
szampélda is talalhatdé a rugd optimalis
kialakitasara.

2. A GRAFO- ANALITIKUS MODSZER

A grafo- analitikus optimumkeres6 modszer
Iényege, hogy egyszerre probaljuk abrazolni a
feladatban szerepld fliggvényeket (grafika) és
kozben probaljuk ezen fiiggvények egyenleteit
alakitani, egyszertsiteni, megoldani (analitika),
aminek az eredményeibdl olyan
kovetkeztetéseket vonhatunk le, melyek az
abrazolast segitik és eldreviszik az optimalis
megoldas megtalalasanak folyamatat.
Ugyanakkor az abrazolas is gyakran nyujt
szdmunkra olyan eredményeket, szempontokat,
amelyek segitenek az egyenletek tovabbi
célszerh atalakitdsaban. Tehat a két modszer, a
grafika és az analitika egymast segitik.

A grafo- analitikus modszer megfeleld
alkalmazasahoz sziikség van a célfiiggvény
szintvonalainak eldallitasara (1. abra). Ehhez a
célfiiggvényt tetszdlegesen felvett konstans
értékekkel kell egyenldové tenni és az igy
kialakul6 gorbéket abrazoljuk szintvonalként.
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1. abra. Egy fiiggvény szintvonalai

Ha a feltételeket is dbrazoljuk ugyanabban
a koordinatarendszerben, ahol a szintvonalakat,
akkor meglathatjuk a probléma szerkezetét,
azaz a célfiiggvény szélsdértékének alakulasat
a megfeleldségi tartomanyhoz képest (2. abra).

2. abra. Korlatozas nélkiili és korlatozdasos
optimum

Ekkor alapvetden két eset lehetséges:

Az elsé esetben a célfiiggvény maximuma a
megfeleldségi tartomany belsejében van, tavol
esik a tartomany hatarvonalaitol. Ekkor nem
sziikséges a feltételek teljesiilését vizsgalni,
elegendd a célfiiggvény szélsoértékét keresni.
Ezt az esetet nevezziik korlatozas nélkiili vagy
feltételek nélkiili optimumkeresésnek.

A masik esetben a szélséérték kivil esik a
tartomanyon, st a ,legjobb” pont, ahol a
sz¢élsoérték a legjobbnak latszik, a nem
megfeleld tartomanyra esik. Ilyenkor, ha a
feltételeket is ki akarjuk elégiteni, akkor a
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célfiiggvénynek nem az igazi, elméletileg
elérhetd  legszélsdségesebb  értékét  kell
keresnlink, hanem azt az utols6 megfeleld
pontot kell megtalalnunk, ahol a lehetd legjobb
szintvonal még ¢éppen nem hagyja el a
megfeleldségi tartomanyt. Ez altaldban egy
érintési pont, amit korlatozasos optimumnak
neveziink.

A grafo- analitikus modszer 1ényege, hogy ezt
a keresett érintési pontot megtalaljuk, a
problémaban résztvevo fliggvények
abrazolasaval (grafika) ¢és a filiggvények
egyenleteinek vizsgalataval (analitika).

3. KORSZELVENYU, HENGERES NYOMO
CSAVARRUGO VIZSGALATA

A 3. abra egy korszelvény(, hengeres nyomo
csavarrugdt mutat.

3. abra. Kérszelvényii hengeres nyomo
csavarrugo

A rugb tervezésekor nagyon fontos jellemz6 az
a nyirofesziiltség [2], ami a rugénak egy
jellemzd helyén (4. abra) alakul ki a terhelés
soran. Enek a  nyirofesziiltségnek a
megengedheté értékére nézve egy fontos
feltétel irhato fel.

8F

5 7 1
Tiax = e (@ + 24 2=+ =) < Tgm (1)

Az (1) egyenletben F [N] a rugd terhelése.
A nyirofesziiltség fellépésének helyét a 4. abra
mutatja.

4. abra. A maximalis nyirofesziiltség
fellépésének helye a rugoban

GEP, LXVIIL évfolyam, 2017.



Ezt a feltételt implicit feltétel formajaban
kezeljiik. A tervezési valtozoék a rugd huzal
atméréje (d) és az atméréviszony (a = D/d ),
ahol D a rugd kozépatmérdje. A méreteket
[mm] mértekegységben tételezziik fel.

A tervezési valtozokra felirt explicit feltételek:

d<=10 ; a>=4 2)

Az explicit feltételek elég tag lehetdséget
biztositanak  az  optimum  széleskorl
kereséséhez, az implicit feltételek teljesiilése
esetén pedig ezek a feltételek automatikusan
teljestilni fognak.

Ujabb implicit feltételt jelent a rugé kiilsd
méretének gyarthatdsagi  okokbdl torténd
korlatozasa: d + D <= 160 [mm]. 3)
A rugo anyaganak ismeretében
rendelkezésiinkre all a G [Mpa] csavarasi
rugalmassagi modulus értéke is, amellyel
felirhato a rugoallando értékét eldiro feltétel:

Gd
— 8na3

“)

A célfliggvény egy rugdémenet tOmege,
melynek minimalis értékét keressiik:

2

m=p %adg’ (5)

Ahol p a rugd anyaganak siiriisége.

A kivant terhelhetdség (F) ismeretében az (1),
(3), (4) és (5 -egyenletek gorbéi [3]
felrajzolhatok az a-d kooordinata rendszerben
(5. abra), melyben piros szin jeldli a méret
korlatozasi feltételt, sarga szinnel jeloltik a
rugoallando  feltételét, kékkel pedig a
nyirofesziiltségi  feltételt.  Zold  szinnel
kiilonboztettiik meg a célfiiggvény
szintvonalat, melyet probalgatassal kell
létrehozni, a szintvonalat jellemz6 sziikséges
konstans értékének megfeleld beallitasaval.

A megfelelségi tartomany a kék, sarga és
piros vonalak altal hatarolt haromszog- szert
tartomany, melyet a célfiiggvény egyre kisebb
tomeghez tartozd szintvonalai a bal oldali
csucsanal fognak érinteni, tehat ott lesz az
optimalis megoldas. Az optimalis megoldas
elméleti helyét kiss¢é moddositja, hogy a

célfiiggvény értékét, tehat eldonthetok vagy
megvalaszthatok az  eddigi eredmények
ismeretében, vagy esetleg azoktol fliggetleniil.

cbrt(10/x/@.0193691);
£art(1.87244(1.4973%x)+(1.3107/x)+(1.498/ (x*x)));
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5. dbra. A megfeleldségi tartomany és a
célfiiggvény szintvonalanak abrazolasa

Az optimalasi folyamat eredményeként
adodo rugoét az ANSYS Design Space v 17.1
végeselemes programrendszerben [4] s
ellendriztik a maximalis nyirdfesziiltség
értékére, valamint a terhelés hatasara adodo
Osszenyomddas mértékére.

Az eddig bemutatott megoldds a
fliggvények abrazolasara épiilt, azaz a grafikai
oldalt szemléltette. Vizsgaljuk meg az
analitikai oldalt is:

A megoldas grafikai oldala azt mutatja, hogy a
keresett optimalis megoldast kifejezd pont a
sarga ¢s a kék szinli gorbe metszéspontja, azaz
a nyirofesziiltségi feltétel és a rugodallandot
kifejez6  feltétel — metszéspontja.  Ennek
kiszamitasahoz egyenldve kell tenniink a két
fliggvényt, tehat az (1) egyenletben talalhato
nyirofesziiltségi feltétel €s a (4) egyenletben
leirt rugoallando feltételt kell vizsgalnunk,
hogy milyen a és d érték esetén veszik fel
ugyanazt a fiiggvényértéket, azaz hol van a
metszéspontjuk. Ehhez a kovetkezo két
egyenlet alkotta egyenletrendszert  kell

tervezési valtozok csak egész értékeket megoldanunk: (6)
vehetnek fel, de ez csak kis mértéki 8F 5 7
) .. —la+-+—+ =) =Taam
modosuldst jelent. dz2m 4 8a a?
A rugd tobbi jellemzéje ( z menetek

szama, y rugohézag tényezd, f rugout) nem Gd c

vagy csak elenyész6 mértékben befolyasoljak a 8na3
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Ez a kovetkezd egyenletre vezet:

da®—a3-2a2-Ig-1=0 (7)

4 8
Az optimalis megoldast kifejez6 (7) egyenlet
egy nyolcadrendli egyenlet a- ra nézve. Az

G2
egyenletben Az?radmn8n2c2 , n a

menetek szama.

Az igy adodo nyolcadrendi egyenlet
konnyen megoldhato kiilonféle modszerekkel,
példaul iteracidos technika, felezd6 modszer,
aranymetszés modszer, kiilonb6zé numerikus
modszerek egyenletek megoldasara, vagy a (7)
egyenlet bal oldalan lathaté fliggvény
abrazolhatd és megfigyelhetd az abrazolt
képen, hogy hol wvannak zérushelyei. A
zérushelyek koziil ki kell valasztani azt, amely
a-ra elméletileg elfogadhatd értéket jelent.
(Nem mind a 8 zérushely jelenik majd meg az
abrazolt képen, mivel lehetnek komplex
zérushelyek is). A fliggvény zérushelyei koziil
az a valtozora megengedhetd tartomanyon
(explicit és implicit feltételek) mar csak egy-
két érték helyezkedhet el, ezek koziil konnyl
kivalasztani azt, amely a grafikai megoldas
altal mutatott metszéspont kdrnyezetében
talalhatd. Ezzel a megoldas analitikai oldala
nagyon pontosan megadja az optimalis
megoldas értékét a-ra. A d valtozd optimalis
értéke pedig adodik az a értékének a (6)
egyenletrendszer masodik  tagjaba  valo
visszahelyettesitésével.

5. KOVETKEZTETES
A Karush- Kuhn- Tucker féle optimalitasi

kritériumon  alapulé  grafo-  analitikus
optimumkeres6  modszer  alkalmazasaval
modszert  fejlesztettiink ki hengeres,
korszelvényt nyomo csavarrugo

tomegminimumra torténd méretezésére.

A tervezési valtozok a korszelvény
atmérdje és a rugd atmérd- hanyadosa voltak,
melyekre explicit feltételeket definialtunk. A
maximalisan megengedett nyirofesziiltséget, a
rugd megengedhetd legnagyobb méreteit és a
rugdallando  altal leirt feltételt implicit
feltételek formajaban vettiik figyelembe.

A feltételek a- d koordinatarendszerben
valo abrazolasaval adoddott a megfeleldségi
tartomany, melyhez a  célfiiggvénby
szintvonalaival kozelitve adddik a keresett
optimalis megoldast jelentd pont.

Az optimalis megoldas elérésének masik
utja a grafo- analitikus megoldas analitikai
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oldalanak kovetésével realizalhatdo. Ez az ut
egy nyolcadrendii egyenletre vezet, melybdl az
a valtozo optimalis  értéke  konnyen
meghatarozhat6. A d valtozo optimalis értéke a
rugoallando feltételbe valo
visszahelyettesitéssel ~ szintén  egyszeriien
kiszamithatdo. Az igy addédo elméleti
optimumokat kis mértékben modositani
szlikséges, ha a valaszthatd diszkrét értékeket
is tiszteletben kivanjuk tartani.
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