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Az optimális hangolás problematikája
egyidôs magával a zenével. Már nagyon
korán felismerték, hogy minden szem-
pontból megfelelô hangolás voltaképpen
nem létezik. A legrafináltabb rendszerû
hangolás is kompromisszum csupán. Cik-
kemmel azt szeretném szemléltetni, hogy
a 12-fokú hangrendszer természeti tör-
vényszerûségen alapul, nem pedig, mint
sokan állítják, véletlenszerû kulturális
felépítmény. Hangsúlyozni szeretném,
hogy a cikk során végig csupán fizikális
és halláspszichológiai szempontból köze-
lítem meg a kérdést, a tisztán zenei kérdé-
sekre (például, a bés  illetve a keresztes
hangsorok eltérô jellege) nem térek ki.
Azzal, hogy mint természettudós e me-
részséggel kiteszem magam annak, hogy
a zene az esztétika területére tartozik és
annak szabályai vonatkoznak rá, nem pe-
dig a természettudományé – tisztában va-
gyok.

A barokk kor számtalan kísérletet tett a
hangolás optimalizálására (Kirnberger
(1)). Mivel ezek során hogy a hangnemek
hangintervallumait bizonyos szempontok
szerint interpolálták, ezekbôl  rendszerbe
foglalható szabályok nem vonhatók le. A
pythagoraszi hangsor viszont egyértelmû
és világos rendszer ...

A püthagoraszi hangsorok

Ha abból a hipotézisbôl indulunk ki, hogy
zenénk – a diszharmonikus zene is – a
harmónia rendezô elvén alapul, a harmó-
nia követelményeinek leginkább megfe-
lelô  hangrendszert kell keresnünk.

A modern halláspszichológia felisme-
rése szerint az emberi hallás nem annyira
a Hermann von Helmholtz (2)-féle frek-
venciaanalízis alapján, hanem inkább
hangminták (3) alapján mûködik. Az

alábbi ábrán ezt próbáltuk szemléltetni.
A prímnek nevezett elsô sor egy tetszô-

leges zenei hangot ábrázol, például egy
hangsor alaphangját. A második sorban
az elôzôhöz képest  kétszeres frekvenciá-
jú hang, az oktáv található, a harmadik
sorban pedig a prímhez képest 3/2 frek-
venciájú hang, a kvint, stb.

A zenei hanghoz hasonló periodikus folya-
matokat hallásunk „mintaként”, pontosab-
ban „periodicitásmintaként” érzékeli. A pe-
riodicitás és annak tartama igen fontos. A
zenei hangok esetében hallásunk a hangok
eltérô periodicitását hasonlítja össze és köz-
ben keresi az azonos periodicitástarta-
mokat. Úgy találja például, hogy a prím és
az oktáv esetében a prím rezgésének kezdete
és vége megegyezik az oktáv periodocitás-
tartamával. A prím és az oktáv T1-gyel je-

lölt periodicitástartama a lehetô legrövi-
debb. A kvint és a prím közös  periodicitás-
tartama 2 T1, a kvart és a prím esetében 3
T1.

Hallásunk a konszonanciát és a harmó-
niát nyilvánvalóan a hangok azonos peri-
odicitástartama alapján választja ki. Mi-
nél rövidebb a periodicitástartam, annál
konszonánsabbnak érzékeljük az adott
hangközt. A leginkább konszonáns az ok-
táv, a de még a kvintet is nagyon konszo-
nánsnak érezzük.

Ezt már Püthagorász is tudta, sôt, meg-
próbálta egymás alá vagy fölé rendezni a
kvinteket, abban a reményben, hogy
elôbb utóbb visszajut a kiinduló hanghoz
– jóllehet néhány oktávval feljebb, de  a
nagy oktávkonszonancia miatt ettôl az el-
téréstôl el lehet tekinteni (vö. Lange (4)).
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Hangrendszerünk ciklikus szerkezetérôl
Különbözô hang-e a Fiszisz és a G

A hang mint periodicitásminta. Minél rövidebb a közös periodicitás tartama, annál
konszonánsabbnak érezzük a hangközt.

prím (alaphang) f:f1=1

oktáv f:f1=2

kvint f:f1=3/2

kvart f:f1=4/3
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Az így létrejött rendszert a következô táb-
lázatban összegeztük. 

A táblázat elsô oszlopában a hangok
neve található, lentrôl felfelé haladva. A
második oszlopból a hangoknak a C hang-
hoz viszonyított frekvenciája olvasható le.
A harmadik és negyedik oszlop ugyanezt
tartalmazza fentrôl lefelé, az utolsó, ötö-
dik és hatodik oszlopban pedig az azonos
beosztású (azonos lebegésû) hangolásnak
megfelelô hangok és rezgések találhatók.

Nem teljesült tehát az a remény, hogy a
rendszer visszatér az alaphanghoz. A 12
felfelé tett lépés utolsó hangja nem a C,
hanem  más, a Hisz, amely az úgynevezett
Püthagorászi kommával tér el a C-tôl.
Püthagorász kísérlete lefelé sem járt si-
kerrel. Az utolsó hang nem a C, hanem a
Deszesz volt.

Ebben a formában a püthagorászi hang-
rendszer  használhatatlan, mivel itt éppen
a legfontosabb követelmény,  a domináns
szerepénél fogva akár „oktávekvivalen-
ciának” is nevezhetô oktávkonszonancia,
nem teljesül. A dilemma tehát az, hogy az
oktávekvivalencia és a kvintkonszonancia
nem egyezik. Mivel azonban az oktávek-
vivalencia feltétlenül szükséges, nem ma-
rad más hátra, mint a kvintkonszonancia
módosítása. Ha a kvinthez nem a 3/2 frek-
venciaarányt rendeljük, hanem egy 1/53
félhanggal mélyebb intervallumot, a han-
golás  azonos beosztású lesz. 

Mielôtt rátérnénk arra, vajon milyen
károkat okoz a zenében az 1/53 félhang-
nyi eltérés, szóljunk elôbb egy  pozití-
vumról. Igaz ugyan, hogy a 12 kvintug-
rással nem a kiinduló C-re jutunk, de a

mégis szerencsénk van, mivel a Hisz–C
eltérés, a 12 félhangra elosztva, olyan cse-
kély, hogy csak extrém esetekben vehetô
észre. Úgy látszik, hallásunk ignorálja
ezt a kis pontatlanságot, és a ciklicitást,
az oktáv 12 félhangra osztását a nem tel-
jes hangrendszerekben, például a diató-
niában, a pentatóniában, és az idegen
kultúrákban használatos egyéb hangsor-
okban is felismeri. Nem véletlen tehát,
hogy zenénket olyan intervallumokban
ábrázoljuk, amelyek egy félhang egész
számú többszörösei, és, hogy ezeket a
hangokat tisztának érezzük (még az
olyan kevéssé konszonáns intervallumo-
kat is, mint a félhang). A harmad illetve
negyed hangközök tisztaságát azonban
nehezen, vagy esetleg egyáltalán nem is
tudjuk megítélni. A félhangnál kisebb
hangközöknek a harmonikus zenében
nincs létjogosultsága. Gyakorta haszná-
latos viszont a diszharmónia kifejezésé-
re. Azoknak a kultúráknak a zenéje, ahol
harmad- és negyedhangok is vannak,
nem a harmónia törvényszerûségein ala-
pul. A zenénkben alkalmazott interval-
lumrendszer tehát valamilyen természeti
törvényszerûségen alapul, nem pedig,
mint sokan állítják, véletlenszerû kultu-
rális képzôdmény.

Fisz és Gesz. A temperált 
(azonos lebegésû) hangolás 

Ha a püthagorászi rendszerhez vezetô ré-
tegezést 1/53 félhanggal kisebb kvintek-
kel végezzük el,  a temperált hangolást
kapjuk eredményül.  Itt a Fisz és a Gesz

enharmonikusan megegyezik. Minden le-
egyszerûsödik. Az 1/53 félhang csalás
nem okoz komoly gondot,  viszont szám-
talan elônnyel jár. Ugyanakkor senkinek
sem jutna eszébe, hogy hangrendszerün-
ket oly módon egyszerûsítse, hogy mond-
juk a Geszt Fisszel vagy a Gisz-dúrt Ász-
dúrral helyettesíti. Zenei kultúránk ilyen-
formán fejlôdött, és végtére is jól elbol-
dogulunk benne.  Ha egy hegedûs azt ál-
lítja, hogy egészen másképp fogja a Fiszt
mint a Geszt, érthetô, csakhogy a dolog
fordítva van mint gondolja – nem azért
fogja másképp, mert a két hang teljesen
eltérô, hanem mivel a zenei történés  me-
nete kis hangmagasságbeli eltérést igé-
nyel. A fogást nem a hangsor merev elô-
írása diktálja, hanem az élô zene.

Fiszisz és Aszasz. 
Hangrendszerünk ciklicitása

Ha hallásunk a félhangokból összetevôdô
intervallumokat zenei elemként ismeri
fel, és az 1/53 félhangnyi kis pontatlansá-
gok nem vezetik félre, akkor az oktáv 12
félhangra osztását akkor is akceptálja, ha
a hangolás nem temperált. A Fiszt és a
Geszt, a Giszt és az Aszt akkor is külön-
bözô hangnak érzékeljük, ha csupán ma-
ximum 1/53 félhanggal különböznek
egymástól. Ha az oktávekvivalencia
fennáll, minden ilyen hangra építhetünk
egy hangsort. Példaként lássuk a Gisz-
dúr hangsort.

Gisz  Aisz  Hisz  Cisz  Disz  Eisz
Fiszisz  Gisz

Dehát mit keres itt az Eisz, a Hisz és
a Fiszisz hang? Hiszen azt mondottuk,
hogy csak a táblázatban szereplô 12
(16 hang) létezik. (Az Aisz megenged-
hetô, mivel a hangsorok történeti kiala-
kulása szempontjából megfelelôbb
mint a B.)

Igen könnyen bebizonyítható, hogy az
új Eisz, Hisz, Fiszisz valójában pontosan
az F, C és G hang. A püthagorászi hang-
sorban 12 kvintlépés után a Hiszhez ér-
tünk. Mivel azonban minden hangrend-
szer alapkövetelménye az oktávekviva-
lencia, szükségképpen a  His=C. C-tôl
különbözô Hisz tehát nem  létezhet. A
Hisz után következô kvint, bárhogyan de-
finiáljuk, a Fiszisz. Mivel azonban a
Hisz=C és a C után következô kvint G,
szükségképpen Fiszisz=G. Tehát azt ta-
láljuk, hogy az Eisz, Fiszisz, Giszisz,
Cesz, Deszesz hang már szerepelt egy-
szer, és nyugodtan helyettesíthetô az F,
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Püthagorász rendszere A temperált rendszer

Felfelé épített kvintek Lefelé épített kvintek 

Hang Frekvencia Hang Frekvencia Hang Frekvencia

C 1 C 1 C 1
Cisz 1,0679 Desz 1,0535 Cisz 1,0595
D 1,125 D (Eszesz) 1,1099 D 1,1225
Disz 1,2014 Esz 1,1852 Disz 1,1892
E 1,2656 E (Fesz) 1,2486 E 1,2599
F (Eisz) 1,3515 F 1,3333 F 1,3348
Fisz 1,4238 Gesz 1,4047 Fisz 1,4142
G 1,5 G (Aszesz) 1,4799 G 1,4983
Gisz 1,6018 Asz 1,5803 Gisz 1,5874
A 1,6875 A (Besz) 1,6648 A 1,6818
B (Aisz) 1,8020 B (Aisz) 1,7778 B 1,7818
H 1,8984 H (Cesz) 1,8729 H 1,8878
C (Hisz) 1,0136 C (Deszesz) 0,9865 C 1

A püthagoraszi hangsorok és a temperált hangsor : balra: felfelé haladó kvintekkel
középen: lefelé haladó kvintekkel
jobbra: a temperált hangsor
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G, A, H, C hanggal. A Gisz-dúr hangsor
ily módon a következô:

Gisz Aisz(B)  C  Cisz  Disz  F  G  Gisz.
A zenetudósok természetesen tiltakoz-

nak az efféle egyszerûsítések ellen, hi-
szen az összemosás elfedi a felsô keresz-
tes és az alsó bés hangsorok valódi össze-
tételét. Kifogásuk valóban helytálló, hi-
szen megszoktuk azt az összhangzatta-
nunk alapját képezô, ôsi, matematikailag
transzcendens struktúrát, amelyben  a
kvintek egymásra rétegezése során foly-
tonosan újabb és újabb hangnemek kelet-
keznek, és mivel a közbülsô hangnemek-
kel való összefüggésekre nem derül fény,
folytonosan újabb és újabb hangok is szü-
letnek. 

Azonban, mint láttuk, csupán 12 (illet-
ve 16) különbözô hang létezik, tehát a
kvintek egymásutánjában mindig ugyan-
ezzel a 12 hanggal találkozunk. Hang-
rendszerünk következésképp inkább cik-
likus, mint transzcendens. A kvintkörön
végighaladva  a C-dúrtól a G-dúron stb.,
át egészen az Aisz-dúrig, a következô
hangnem nem az Eisz-dúr, hanem az F-
dúr lesz. Itt az F-dúrban Aisz-szal helyet-
tesítve a Bé hangot, még azt a szépséghi-
bát is ki tudjuk küszöbölni, hogy a ke-
resztes ciklusban  idegentestként bé sze-
repeljen. Az F-dúr után ismét a C-dúr kö-
vetkezik – a ciklus  bezárul,  a kvintkör
valódi kör, nem pedig spirál.

A fenti okoskodás nem kapcsolódik
szorosan a  temperált hangoláshoz (így
ugyanis tárgytalan lenne), hanem minden
hangolásra érvényes. Hangrendszerünk
ciklicitása egyedül a minden harmóniára
épülô hangrendszer alapját képezô oktáv-
ekvivalencia következménye. Az oktáv-
ekvivalencia és ezzel együtt a hangrend-
szer ciklicitása  az összhangzattan alapja.
Egy matematikailag transzcendens hang-
rendszerre épülô összhangzattan már per
definitionem is ellentmondás lenne,
ugyanis a hangrendszer vagy harmoni-
kus, tehát szükségképpen ciklikus, vagy
nem harmonikus. 

Teljes joggal felmerülhet a kérdés, va-
jon hogyan keletkezhetett a transzcen-
dens rendszer elmélete, ha a ciklicitás
ennyire nyilvánvaló. Valószínûleg egy-
fajta félreértelmezett lelkiismeretesség
volt az oka. Azt hitték, hogy a hangne-
mek képzésében – az egy oktávon belül
igen hasznos – konzekvens kvintépítke-
zés játssza a döntô szerepet. Eközben
azonban nem vették észre, hogy közben
voltaképpen körbe-körbe járnak, mint az

a vándor, aki a ködös, behavazott erdô-
ben, eltévedve újabb és újabb nyomokra
bukkan, és nem veszi észre, hogy folyton
a saját nyomai követi, végig körbe-körbe. 

A ciklicitás elve végül is nem okozott
lényegi változást az összhangzattanban,
inkább egyszerûsítette azt. A vita volta-
képpen a nevek körül folyik: vajon az
adott hangot Fiszisznek, Aszesznek,
Eiszisznek vagy Gének, vagy esetleg
másképp hívjuk-e, holott ez a zene és az
összhangzattan szempontjából teljesen
mindegy. Egy hangnem jellege nyilván-
valóan nem attól függ, hogy a szóban-
forgó hangokat hogy nevezzük. Az össz-
hangzattan tanára egyáltalán nem jön za-
varba attól, ha  egy pedáns természettudós
úgy véli, hogy a transzcendens matemati-
kai rendszer teljességgel logikátlan. Min-
den nyugodtan maradhat tehát a régiben!

A gyakorló muzsikus számára  ugyan-
akkor nagyon nehézkes a Fiszisz és az
Aszesz  jelölése. Ezeket a hangokat nyu-
godtan oda lehetne írni a kottában, ahová
hangmagasságuk szerint tartoznak: va-
gyis a G helyére. Hiszen a hang elnevezé-
sétôl függetlenül, úgyis ezt a Gét kell ját-
szani. A hangnem szerkezeti felismerhe-
tôsége kedvéért a G elé lehetne helyezni
egy, a félreértések elkerülése végett a
normálisnál valamivel kisebb, kettôs ke-
resztet, kettôs bét vagy valamilyen más
jelet. Mindez megkönnyítené az exrém
hangnemek  játszhatóságát.

Mennyire hallunk hamisnak
két, 1/53 félhanggal különbözô

hangot? 

Attól függ, hogy egymás után, vagy egy-
idejûleg halljuk-e a hangokat. Az elsô
esetben gyakorlatilag  nem is érzékeljük a
különbséget, vagy, ha igen, nem érezzük
bántónak. Más a helyzet, ha a hangok
egyszerre szólalnak meg, mivel az egy-
máshoz közeli hangok esetében rezgések
lépnek fel. A rezgések periodikus hang-
erôsség-ingadozások amelyek a hangma-
gasságtól és a hangmagasság-különbség-
tôl függôen tizedmásodperces vagy né-
hány másodperces távolságra követhetik
egymást. A jelenség a hangszerekrôl is-
meretes. A rezgések periodicitása  egy-
szerû képlettel, az „életlenségi reláció”
képletével számítható ki: T = 1/delta f,
ahol a T az egy rezgés kezdetétôl a végé-
ig tartó idôtartam, delta f pedig a  frek-
venciák különbsége, azaz 1/53 félhang. A
képlet szerint közepes hangmagasság

mellett a T rezgési periódus kb. 1–3 má-
sodperc. Mély hangoknál gyakorlatilag
nem érzékelhetô.

Mindez elsôsorban azt jelenti, hogy az
1/53 félhang különbséggel való  hangolás
a normál A alatti hangoknál alig érzékel-
hetô, a normál A fölött pedig csak akkor
érzékelhetô, ha a hangot 2 másodpercnél
tovább tartjuk. A fúvós és a vonós hang-
szereknél egyáltalán nem vehetô észre,
mert ott a hangmagasság a vibrato stb.
következtében amúgy is többet csúszik
1/53 félhangnál. A billentyûs hangszerek
közül egyedül az orgonán érzékelhetô a
különbség. Ma már azonban az orgonát is
temperáltan hangolják. A barokk korban
sem elsôsorban azért tiltakoztak a tempe-
rálás ellen, mert hamisnak tartották, ha-
nem azért, mert attól féltek, hogy az egy-
házi hangnemek egyéni jellege veszendô-
be megy (5). Végül ez meg is történt de
nem a hangolás, hanem a rokon hangne-
mek dúr és moll skálákba történô össze-
vonása miatt. Ma már senki sem kételke-
dik benne, hogy a temperált hangolás a
lehetô legjobb kompromiszum.

A fenti írás nem hipermodern kutatási
eredményeket taglal. A téma attól még
nem ér kevesebbet, hogy a verebek már
háromszáz éve is csiripelhették volna a
háztetôkön. Bárcsak megtették  volna!
Zenénk nem lenne rosszabb, csak sokkal
könnyebben kezelhetô.
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(A cikk elsôként a „Das Orchester”
98/9. Számában jelent meg. Köszönjük a
közlési jogot!)
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