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I. B. HAAZ:

RELATIONS BETWEEN THE POTENTIAL OF THE ATTRACTION OF THE
MASS CONTAINED IN A FINITE RECTANGULAR PRISM AND ITS FIRST AND
SECOND DERIVATIVES

The second derivatives of the potential of the attraction of the mass contained
in a finite rectangular prism may be expressed by sufficiently simple formulae, already
known long ago. Also formulae for the first derivatives are published, but they are
more complicated and contain h%/'perbolic functions too. As for the potential itself,
the author does not know any publication upon such a formula.

Starting from the Euler’s theoreme of the homogeneous functions, the author
proves, that the first derivatives of the potential and the potential itself may be easil
computed from the second derivatives, without integrating them. Applying the fol-
lowed method to the third derivatives, it follows equations, different from the derived
LAPLACE equations, expressing the dependence of one of the third derivatives on two

others.
The explained results may be extended upon the case of the finite inclined prism

and that of infinite prisms too.

KAPCSOLAT A DEREKSZOGU HASAB TOMEGVONZASANAK
POTENCIALJA ES E POTENCIAL DERIVALTJAI KOzZOTT

DR. HAAZ ISTVAN BELA

Ismeretes, hogy ha a V térrész |, y, Cpontjanak tavolsagat a V tér-
részen Kkivul levé X, y, z ponttol r-rel jeloljuk:

r=ya —x)2+(y —yy + C—2)2

akkor a V térrészben lev6 a s(riisegli homogen test témegvonzasanak
potencialja az x, y, z helyen:
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2 Hadz Istvan Béla

A tdmegvonzas potencidlja itt az x, y, z valtozoknak azt a fuggvényét
jelenti, amelynek e valtozok szerint képezett elsG derivaltjai rendre meg-
egyeznek a tomegvonzas intenzitdsanak, vagyis a gyorsulasnak az x, y, z
irany( osszetevlivel. (Méas elnevezés szerint ezt a fuggvenyt eréfliggveny-
nek nevezik és a — U fuggvényt nevezik potencidlnak.) A derivaltakat index-
szel jeldlve:

\Y
Uu= fa dy d|;

V)

V)

Az intenzitas térbeli valtozasara az intenzitdsosszetev6k derivaltjai,
tehat a potencial méasodik derivaltjai jellemzdk:

= fa dl dy dC;
V)
(V)
Uz=ja d| dy df;
&)
\%)
Uy= f°Jl [
(V) yv
d| dy d|.
(vj

Az fa tényez6 elkerlilésére a tovabbiakban a a = 1:/ s(r(iségli homo-
gén test tdmegvonzéasdval foglalkozunk és ennek potencidljat U helyett
u-val jeldljuk:

m= jjj y d]dydC

(V3
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A derékszogl hasab témegvonzasa 3

Nyilvan U és derivaltjai n-nak, illetve derivaltjainak fa-szorosai.
Tovabbi egyszerisitésul helyezzik a kezd@pontot az x, y, z pontba
és jeldljuk a £ vy, £ pont koordinatait erre a kezd&pontra vonatkozéan
a, b, c-vel:
—X
—Y
—z

7

a
b;
C.

I
M
£
Ezzel a jeldléssel r igy alakul:

r= fa2+ b2+ c2

Nyilvanvald, hogy az x I/, z szerint képezett els6 derivaltak rendre
az a, b, ¢ szerint képezett els6 derivaltak — 1-szeresével, az x, y, z szerint
kepezett masodik derivaltak a megfeleld a, b, c szerint képezett masodik
derivaltakkal, a f, y, £ szerint kepezett haromszoros integral pedig az
a, b, ¢ szerint képezett haromszoros integrallal egyenl6. Tehét:

m=jj'd dadbde;

(Vi

«, =—Ff] (7) chbd

a--FFF(T) okt

(Vi

(Vi

w-=JJJ(7)]j adbdc;

(Vi

\ da dbdc;

ae

u- = (7),/°M dc:

Y]
w=Jff (t) chcbct’
m, da db dc;
0]
da db dc.
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4 Haaz Istvan Béla

Ezeknek az integraloknak a meghatarozdsa akkor a legegyszer(bb,
ha a Y térrész hatarfeliletei a koordinata-sikokkal péarhuzamos sikok,
tehat, ha az integraci6 tartomanya a tengelyekkel parhuzamos éli derék-
sz6gl hasab (derékszogl parallelepipedon). Ebben az esetben az egyes val-
tozok szerint vegrehajtott integralasok hatarai egymastol fiiggetlenek,
tovdbba akkor itt is van értelme a hatarozatlan integral vagy primitiv
fuggvény fogalménak és a hatarozott integral ennek a primitiv fliggvény-
nek az integracio hatarain vett helyettesitési értékeib6l hatarozhatd meg.

Primitiv fuggvénynek most azt a fuggvényt nevezzik, amelynek az
integralds a, b, ¢ valtozoi szerint képezett harmadik derivaltja az integra-
lando fuggvénnyel egyenlé. A F(a, b, c) fliggvény a f(a, b, c) fliggvény
primitiv fuggvénye, ha
d3+(a, b, c) _
F... sadbde - f(a, b, ).

Ebbdl az F fliggvenybdl az /fliggveény haromszoros integralja az al9 a®B
bl b2, cloc2hatarok meghatarozta derékszogl hasébra vonatkozoan a kdvet-
kez6képpen adodik:1

d/_ 7 ‘é*/(«. b, ¢) dadbdc—[F(a, b, ¢)]EE* =
|

— F(a2 bdc? -} F(a2 blocY -j- F(a®@b2 ¢ { F(a®dbDc2
— F(a®bv ) — F(a®b2 ¢ — F(a®bloc?) — F(a2 bdC).

Rovidebb jel6léssel:
iFfih = Fz2+ F21+ F122+ FWw Fni Fiz2 E22 F2l

Itt az 1, 2, 3 szdmok, mint indexek az ugyanolyan index{ a, b, ¢ hata-
rok behelyettesitését jelentik.

Ezek szerint a koordinatatengelyekkel parhuzamos élli derékszogi
hasdbban foglalt 1 :/ slr(iségli homogeén test tomegvonzasa potenciéljanak
és e potencial derivaltjainak meghatarozdsara elegendd 1:r-nek és deri-
véltjainak primitiv flggvényét meghatarozni.

Jeldljuk 1:r primitiv fuggvényét Bvel, azaz legyen

Nyilvanvalo, hogy 1:r derivéltjainak primitiv figgvényei 1:r primi-
tiv figgvényének megfeleld derivaltjaival, a 90 qv, 99 @0 PO Pz, FIX
o ., Jz fuggvényekkel egyenlék. Ezek szerint a derivaltak primitiv fligg-
vényeinek meghatarozasaval nem is kellene kulén foglalkozni: teljesen
elegend6 lenne 1:r primitiv fliggvényét az x, y, z valtozék fliggvényeként
meghatarozni.

Azonban 1:r primitiv fuggvényének meghatarozdsa nehezebb fel-
adat, mint a derivaltak primitiv fuggvényének meghatarozasa és nincs is

1 L. pl. SUTAK: A differencial és integralszamitas elmélete. 2. kiadas. Budapest,
1922. 313. old.
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A derékszogli hasab tomegvonzasa 5

tudomasom arrdl, hogy a derékszdgl hasadbra vonatkozdan 1:r primitiv
fliggvénye, illetve maga az u potencial ismeretes lenne.

Az els6 derivaltak primitiv flggvényeinek, illetve maguknak az uT
uy, ut integrdloknak a meghatdrozdsat derékszogli hasdbra vonatkozoan,
ANSEL koz6lte.2Eredményei azonban igen bonyolultak, mert az e targykorbe
tartozo integradlok megszokott log és arc tg fuggvényein kivul hiperbolikus
fliggvényeket is tartalmaznak.

A mésodik derivaltak primitiv figgvényeinek és ezzel egyitt maguk-
nak az uxy, uxz, uyz; uX, uyy, uz integraloknak a meghatarozasa sokkal
egyszerlibb és ezek az EOtvOs-ingaval térténd mérések alkalmazasanak
irodalméban régen ismeretesek is.3

A primitiv fgggvények ez esetben igen egyszerliek:

<PJ— log (C + rg
= log
PR
.be
£X= - arctg
By= - arctha
A = - arct'ga-b

Az uxy, uxz, uyz, uxx uyy, uzintegralok ezekbdl a primitiv fuggvenyek-
bdl az &j, a2; bv b2\ clt c2hatarok behelyettesitésével a kozélt médon szamit-

haték Kki.
A kovetkez6kben megmutatom, hogyan lehet ezekbdl a mésodik

derivaltakat el6allitdé primitiv figgvényekb6l Gjabb integralds nélkul az
els6 derivéltak és a potencial primitiv fliggvényeit (tehat az elsé derival-
takat és a potencialt kifejez6 hatarozott integralokat is) igen egyszer(en

meghatarozni.
Kiindulunk abbol, hogy 1 :r-nek <p-vel jel6lt primitiv figgvénye azt a
flggvényt jelenti, amelynek az a, b, ¢ valtozék szerint képezett harmadik

derivéltja 1:r, azaz:
_ 1

abc j.

Ebbdl kovetkezik, hogy 1:r x szerint képezett derivaltjanak primitiv
fliggvénye az a ¢ flggvény, amelynek a, b, ¢ szerint képezett harmadik

derivaltja
<prabc - (')A (T )a |/_A|qrp_qr”|3

2 E. A ANSEL : Massenanziehung begrenzter homogener Kérper von recht-
ecklgem Querschnitt und des Kreiszylinders. Beitr. d. angew. Geophysik. Bd. 5., 1936.
3 E. LANCASTER—JONES: Computation of EOtvés Gravity Effects. Geo-
physical Prospecting, 1929. Amer. Inst. of. Min. and Metallurg. Engrs. New-York.
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6 Haéaz Istvan Béla

Ez azt mutatja, hogy <xabe az a, b, ¢ valtozok— 2-edfok(i homogén
fuggvénye. Tehat a homogen fliggvényekre vonatkozd Euler-féle tétel
szerint e <ravc fliggvény a, b és ¢ szerint képezett derivaltjainak és az a, b, ¢
valtozoknak a kompozicidja (szorzatdsszege) a qax fliggveny — 2-szeresével
egyenld :

-~ 2" abc = aCPxabca T+ b(Pxabchb + c<pxabce-

A derivaldsok sorrendjét masképpen rendezve:

mz%abc = a<Pxaabe T b(Pxbbac + C <px ,4 ab.
Adjuk hozzad ehhez az egyenl6séghez a kovetkezd egyenldséget:

3<Pxabc — Vsa be T oxbac T vyxeab

Az Osszeadads a baloldalon fliggvénylink egyszereséhez, a jobboldalon
pedig kénnyen felismerhet§ szorzatok derivéltjaihoz vezet:

Yx.abc = (U (Pza)abc + <P Y x3b\ ac + (C(chab.

A zéarbjelbe tett flggvények mindegyikét, a sorrendtdl eltekintve,
a, b és c szerint kell derivalni: e derivaltak 6sszege nyilvan fliggvényeink
Osszegének a, b és c szerint képezett derivaltja. A zardjelen belll vegyiik
figyelembe, hogy az a, b, ¢ valtozok szerint képezett els§ derivaltak az X,
y, z szerint képezett derivaltak — 1-szeresei:

<Pxabc = = + b(pxy + C <plJabc.

Ez az eredményink azt jelenti, hogy a <peszel jeldlt primitiv fugg-
vények egyike az itt zarojelben levd flggvények — 1-szeres 0sszege:

&= _ (afx + bpxy + cgpj és ugyanigy:
@ = - (aeix + BN+ copyn);

<p, = - (((9,)( + b(Pzy + c(pij.

Tehat: a potencial x, y, z szerint képezett elsé derivaltjainak primitiv
flggvényei az ugyanolyan elsé index( masodik derivaltak primitiv fliggvényei-
nek és az a, b, ¢ valtozbknak — 1-szeres kompozicidi (szorzatdsszegel).

A masodik derivaltak primitiv fliggvényeinek el6bb kdzoélt kifejezéseit
figyelembe véve:

<p<=aarctgb-i- blog(c+ r) - clog (b + r);
®=—alog (c-fr)+ barctgj j —clog (a + r);
yz= - alog(b+ r)- blog(a+ r) + carctg —j =

Természetesen az ux, uy, u2 hatarozott integralok a <p, 4y, g5 primitiv
fliggvények e kifejezéseib6l az integrélas hatarainak behelyettesitésével az
ismertetett médon adodnak.

Latjuk tehat, hogy a potencial els6 derivaltjait kifejez6 hatarozott
integralok a méasodik derivaltak primitiv fliggvényeibdl csakugyan igen egy-

szerlien meghatarozhatdk.
‘ * *
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A derékszogli, hasab tdmegvonzasa 7

Lassuk most maganak a potencidlnak a meghatdrozasat. Térjlink
vissza ismét a 9 fliggvényt értelmezd egyenl6ségiinkhoz:

Vahe ]F j“a'Z—%Z T4

Ez azt mutatja, hogy <#e az a, b, ¢ valtozok —1-edfoki homogén
flggvénye. Tehat ismét a homogén fliggvényekre vonatkoz6 Euler-téle
tétel szerint e s&x flggvény a, b és c szerint képezett derivaltjainak és az
a, b, cvaltozdéknak a kompoziciéja a qacfiggvény —I1-szeresével egyenlé:

- Vabc = a <Pabca + b(Pabch + Cfabcc

A derivaltak sorrendjét maskép rendezve:

[73

Vabc = a(Paabc + &s<Phbac + CCPccab-
Adjuk hozza ehhez az egyenl6séghez a kovetkezd egyenléséget:

3<pabc = [’.fe + <mae + 4>cab-

Az Osszeadas a baloldalon most fliggvénylink kétszereséhez, a jobb-
oldalon pedig ismét kénnyen felismerhetd szorzatok derivaltjaihoz vezet:

2<Pao = (<<Pa)abc + (b(Pb)bac + (C(Pc)cnb-
Ebbdl ugyanugy, mint el6bb:
2R — ~ (aPx + bpy + Gax
Ez az eredmény ismét azt jelenti, hogy a 2”-vel jeldlt primitiv fugg-
vények egyike az itt zarGjelben lev6 fliggvények —I1-szeres 0sszege:
29p= —(acpx + by + oqo).

Tehat a potencial primitiv fliggvényének kétszerese az els§ derivaltak
primitiv fuggvényeinek és az a, b, c valtozoknak a - 1-szeres kompozicidja.
Ezt a magabanvéve is érdekes eredményt az els6 derivaltakra vonat-
koz6 eredményunkkel egybevetve a kdvetkezé Ujabb eredményhez jutunk:

2f = a2px + b2y + 2%, + 2apX + 2boepy2 + 2cayzx

Tehat a potencial primitiv fuggvényenek kétszerese a masodik derivaltak
primitiv fliggvényeinek es az a, b, ¢ valtozokbdl képezett négyzetek és kétszeres
szorzatoknak a kompozicidja.

A masodik derivéaltak primitiv flggvényeinek kozolt kifejezéseit
figyelembe véve: -

—a2arctg ££+ 2ab log (c + r);
— b2arctg %/f/l + 2belog (a + r);
—c2arctg 2P 4 2ca log (b + 1).
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8 Haéaz Istvan Béla

Természetesen az u potencialt kifejezd hatdrozott integral ®nek
ebbél a kifejezésébdl az integralds hatdrainak behelyettesitésével az ismer-

tetett modon adodik.
Teljesség kedvéért ezt az eredménylinket kifejezzik az a, b, ¢ valtozok

helyett az x, y, z; £y, f valtozokkal is és a gprimitiv fiiggvenyrol a hatarok
behelyettesitesének jeldlésével attérink magéanak az u potencialnak a kife-
jezésere:

M J—

= [(*- O- mlog(C- z+7r1)-j(x - N2arctg 171 +
+ Y- VW{z- Olog(i - x+71) - ~(y- y)2arctg +
+ Z—C)(x—NDlog(y- y+r1)-J (z- c)2arctg . A |

-El <ii

Ez az eredménylink azt is vildgosan kifejezi, hogy ezen az Gton a poten-
cialt az x, y, z valtozék fliggvényeként (és természetesen a derékszogi
hasébot jellemz6 yv £7 |2, f2adatok fuggvényeként) hatdroztuk meg.

* * *

Vizsgaljuk még meg, hogy a mésodik és harmadik derivéaltak primitiv
flggvényei kozott is megallapithaté-e az elébbiekhez hasonlé kapcsolat.
Induljunk ki pl. abb6l, hogy a gy primitiv fliggvény azt a fliggvényt jelenti,

amelynek az a, b, ¢ valtozoék szerint képezett harmadik derivéltja
1\ 3>
Kb~ faT+ b2+ ¢25

Ez azt mutatja, hogy < ar az a, b, ¢ valtozoék —3-adfokd homogén
flggveénye. Tehat a homogén fliggvényekre vonatkozd Euler-féle tetel
szerint e qyabc fliggvény a, b és ¢ szerint képezett derivéltjainak és az a, b, c
valtozéknak a kompozicija most a <pyabc fuggvény —3-szoroséaval egyenl6:.

—3qydc —a%yara + bpiyab + cpyalcc
A derivéaltak sorrendjét maskép rendezve:
"Oqyabc  Yxyaabc “dyHec - “dxyocab
Adjuk hozza ehhez az egyenléseéghez a kdvetkezd egyenldséget:
3 wdr Pyax ke dycad

Az Osszeadas a baloldalon most nullahoz, a jobboldalon pedig ismét
konnyen felismerhetd szorzatok derivaltjaihoz vezet:

0 = 03<nya),,bc + ('b(nyb)hac + (C<Pxyc)cab-

Ebbél ugyanlgy, mint az el6bbiekben:
(aPxyx + “Eyy + Qiyoax = G
4 L. pl. SUTAK, id. mii, 230. old.
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A derékszogli hasab témegvonzasa 9

Tehat az itt zéarojelben levé fluggvénynek az a, b, c valtozok szerint
képezett harmadik derivaltja 0. Ez azt jelenti, hogy maga a zar6jelben levé
fliggvény a 0-t6l csak oly tagok 6sszegével kiulénbozik, amely tagok az
a, b, cvaltozék kozil legaldbb az egyikt6l fluggetlenek. Az ilyen primitiv
fuggvényt 0-val egyenlOnek tekinthetjuk, mert egyrészt a 0 egyike az ilyen
primitiv fuggvényeknek, mésrészt az emlitett tagoknak az integralas
hatarain felvett helyettesitési értékeinek killénbségei ugyis nullaval egyenlék.

Ilyen értelemben tehat a kdvetkezd eredményre jutottunk:

«9V + + gy —0 és ugyanigy
aPysx + bEpv + apm = 0;
apus T OHPRY F 0;

AU + bW, + opre;
ﬂd}l—r + B(Pyyy + CBV
ﬂlb,)( + 'I:ﬂP,.y + c<pu

Tehat nem kaptunk kapcsolatot a masodik és harmadik derivaltak
primitiv fuggvényei kdzott, hanem eljarasunk arra az eredményre vezetett,
hogy a harmadik derivaltak primitiv fuggvényei nem fliggetlenek egymastol,
hanem a kovetkez6 kapcsolatban &llanak egymassal:

Két indexben megegyez6 és csak a harmadik indexben kiilénb6zé harmadik
derivalt primitiv fliggvényeének és az a, b, c valtozoknak a meg nem egyez§
indexnek megfelel6en torténd kompozicidja a Otdl csak oly tagok 0Osszegével
II<UI(')'l?bt')zik, amely tagok az a, b, c valtozok kozll legaldbb az egyiktdl fligget-
enek.

Ez az eredmény kozvetlendl is igazolhat6. Pl. az els6 osszefliggésben
szerepld primitiv fliggvények a kovetkezdk:

TRITRLUL

O oo

Ezek a, b, c-szereseinek 0sszege csakugyan O:

a2+ bh2c
A + bt + C a2+ b2r

Ugyanilyen egyszeri a masodik és harmadik 6sszefliggés kdzvetlen
igazolasa is. A tiszta harmadrend( derivaltak primitiv figgvényeit tartal-
mazo Osszefliggések kozvetlen igazoldsa valamivel hosszadalmasabb, de
minden elvi nehézség nélkul szintén végrehajthato.

* % %

Végill roviden megemlékeziink arrél az esetr6l, ha a haté tomeget
nem derékszdgdl, hanem ferdeszog(i hasab foglalja magédban. Ez esetben ferde-



10 Hauz Istvan Béla

sz0gli koordinatdk bevezetésével, azaz homogén linearis transzformacio-
val elérhet6, hogy az integrdlds tartoményéat ismét a koordinétasikokkal
parhuzamos sikok hataroljak, tehat hogy az egyes valtozok szerint végre-
hajtott integrdlasok hatarai egymastol fliggetlenek legyenek és akkor a
kiszamitand6 integralok ismét az integrdlandd flggvények primitiv fligg-
vényeinek az integralas hatarain felvett helyettesitési értékeib8l hataroz-
hatok meg.

Ferde hasab esetén is legegyszer(ibb a potencidl masodik derivaltjait
kifejezé integralok meghatarozasa. Erre vonatkozo eredmenyek az EOtvOs-
ingaval tortén6 mérések alkalmazdsanak irodalméban ismeretesek is.5
— Arrdl nincs tudomasom, hogy (véges) ferde haséb esetén a potencial els6é
derivaltjait és magat a potencialt kifejezd integralok is ismeretesek len-
nének.
A potenciédlnak és derivéltjainak kapcsolatara vezet6 eljarasunk ferde
hasab esetén is alkalmazhaté. A ferdeszogl koordinatadkat bevezet6é homogén
linearis transzformécié homogén fliggvényeinket az Uj valtozok ugyan-
annyiadfokd homogén fliggvényeibe viszi at, tehat a homogén fuggvé-
nyekre vonatkoz6 Euler-féle tételb6l kovetkeztetett dsszefiiggéseink az Uj
valtozokban is érvényesek. Tehat a ferde hasdb tomegvonzasédnak poten-
cialja es e potencial derivaltjai k6z6tt az Uj valtozokban ugyanolyan Ossze-
fliggések érvényesek, mint amilyeneket a derékszogl hasabra és a derék-
sz0gl koordinatakra vonatkozoan kimutattunk. Ezeknek az dsszefliggések-
nek, valamint a «két dimenzids» alakulatok hatisara vonatkozd megfeleld
Osszefliggéseknek a részletes targyaldsdra esetleg mas alkalommal még

visszatérink.

5 K. MADER: Ein Beispiel der gravimetrischen Tiefenforschung im Wiener
Becken mit der Drehwage. Osterr. Monatsschr. fiir den o6ffent. Baudienst und das
Berg- und Hittenwesen. 1924. Heft. 9.
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