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Wigner-fuggvenyek
a kvantumoptikaban

igner Jend kutatdi palyajanak
kezdete egybeesett a modern
kvantumechanika elméletének

megsziiletésével. Wigner 1925-ben fejezte
be tanulmanyait ¢és szerezte meg doktora-
tusat Berlinben a Technische Hochschulén,
ugyanabban az évben, amikor Werner Hei-
senberg hires, a matrixmechanikat beveze-
té cikke megjelent. A kdvetkezd években
az 1d6s Hilbert asszisztenseként dolgozott
Géttingenben, majd 1930 és 1933 kozott
megosztotta az idejét Princeton (USA) és
Berlin kozott. Ezekben az években sok je-
lentés hozzajarulast tett a kvantummecha-
nika elméleti megalapozasahoz. Kozottiik
van a klasszikus statisztikus fizikat és a
kvantummechanikat hasonlé matematikai
alapon targyald Wigner-fiiggvény beveze-
tése. frasunkban megkiséreljilk bemutatni
a Wigner-fiiggvény elméleti hatterét és az
utobbi évtizedekben a kvantumoptikdban
jatszott jelentOs szerepét.

A fizika egyik {6 feladata a joslas. Mi-
lyen kezddsebességgel és milyen iranyban
kell egy billiard- vagy egy puskagolyot el-
inditani, hogy a kivant helyre érkezzen?
Newton torvényei alapjan, ha egy pontsze-
rl test egy egyenes mentén mozoghat, és
a ra hato eréket ismerjiik, akkor egy adott
idépontbeli helye és impulzusa (lendiile-
te) ismeretében meghatarozhatjuk, hogyan
fog mozogni a tovabbiakban, vagy mas
szoval egy adott id6 utan hol lesz és mi-
lyen sebességgel halad éppen. A mozgasal-
lapot ismerete tehat azt jelenti, hogy min-
den iddpillanatban ismerjiik a test helyét és
impulzusat, ami a példaban szerepld eset-
ben két szammal megadhaté. Ezt a szam-
part abrazolhatjuk a sikban gy, hogy az
egyik (pl. vizszintes) koordinata a hely le-
gyen, a masik (pl. fiiggdleges) pedig a len-
diilet: ekkor a sik minden pontja egy lehet-
séges mozgasallapot. A sikot ekkor fazis-
térnek nevezziik. Ha a test térben mozog-
hat, mar nehezebb elképzelni a fazisteret,
mivel harom koordinata adja meg a helyet,
az impulzusnak pedig szintén harom kom-
ponense van (vagyis a rendszernek harom
szabadsagi foka van), az abrazolashoz mar
hat fliggetlen irany kell, a fazistér tehat
hat dimenzids. Ha t6bb, mondjuk N darab,
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pontszerii test mozog a térben, egyenesen
6N dimenzios teret kell hasznalnunk, amit
elképzelni nyilvan nem tudunk, de hasz-
nalata sok elénnyel jar: ilyenkor a teljes
rendszer mozgasallapotat egyetlen pont
pontosan leirja.
Ha valamilyen
okbol nem tud-
juk a rendszer
pontos allapo-
tat, ami a statisz-
tikus  fizikaban
jellegzetes eset,
akkor az alla-
pot helyett csak
a kiilonbozo al-
lapotok valészi-
nliségét adhatjuk
meg: egy fazis- 6
térbeli  valoszi-
nisegsiriseg-
fliggvényt.  Eb-

bol az egyes sza-

badsagi fokok
valosziniiségsii-
riség-fiiggvénye

is meghatarozhato.

A fazistér azonban nem csak tomegpon-
tok, pontrendszerek esetén hasznos meg-
kozelités. A fényhulldmok kapcsan alta-
laban a hullamok térbeli leirdsa az adott
geometria (pl. lézer rezonator-iirege, ha-
lad6é fényhullamok) alapjan meghataroz-
hato moédusfiiggvényekkel torténik. A
modusfiiggvények a klasszikus Maxwell-
egyenletek megoldasai, amelyek kielégitik
a hatarfeltételeket és polarizacios tulajdon-
sagaik is rogzitettek. Ha ezeket meghataroz-
tuk, minden egyes in. médushoz mar csak
az id6beliséget kell targyalni, ami matema-
tikailag azonos egy pontszerii, vonal men-
tén adott frekvenciaval rezgd test targyala-
saval, ahol a hely és az impulzus szerepét
a modus ugynevezett kvadraturai toltik be,
mint mérhetdé mennyiségek. A moédushoz
tartozo két kvadratirat gyakran egy komp-
lex szam valos és képzetes részének tekin-
tik, ez a fényhullam komplex amplitiddja. A
komplex amplitudo (ez altalaban gordg al-
faval jeldlik) abszolut értékének négyzete a
fénymodus energidja, ami aranyos a fény in-
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tenzitasaval. A sok modusu fény sok szabad-
sagi fok leirasara vezethetd vissza. A fazistér
hasznélata ebben is hasznosnak bizonyul,
ilyenkor egy modus fazisterét azonosithatjuk
a komplex szamok sikjaval.

1. abra. A vakuum Wigner-fiiggvénye a fazistérben

A XX. szazad korszakalkot6 felfedezé-
se, a kvantummechanika, megvaltoztatta
a fizikdban addig altalanosan elfogadott
determinisztikus vilagképet. A véletlen je-
lenségeket korabban inkabb pontatlansag-
bol eredd bizonytalansagnak tekintették,
azonban a Max Born 4ltal javasolt szabaly
szerint a rendszert legjobban leiré hullam-
fiiggvény csak mérési eredmények valo-
szinliségét tudja megjosolni. Wigner Jend
kozvetleniil a kvantummechanika alapdsz-
szefiggéseinek kidolgozasa utan, 1932-
ben javasolt egy matematikai képletet egy
fazistérben értelmezett fliggvényre [1],
amelyrdl labjegyzetben megjegyezte, hogy
.E matematikai kifejezést Szilard Leo és a
Jjelen szerzd kézosen talaltik néhany év-
vel ezeldtt, mas célbol.”. A javasolt fiigg-
vényt késobb Wignerrdl nevezték el, bar
O élete végéig szerényen tiltakozott nevé-
nek ilyen hasznalata ellen. A Wigner-fiigg-
vény nagyon hasonlit egy fazistérbeli va-
loszinliségstiriség-fliggvényre. Egy pont-
szerli, egy dimenzids potencidlban mozgd
részecske esetén a szokésos modon sza-
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mithaté ki beldle annak a valdsziniisége,
hogy a részecske egy adott hely kozelében
tartozkodik (gorbe alatti teriilet, egy ver-
tikalis végtelen savban), vagy, hogy egy
adott impulzusérték koriil van a lendiilete
(gorbe alatti teriilet egy horizontalis vég-
telen savban). Ha azonban az elébbi két
kérdést egyszerre tennénk fel, akkor a két
sav metszetét alkoto kis téglalapban kelle-
ne megkeresniink a gorbe alatti teriiletet.
Ekkor azonban egy matematikainak tiind
problémaba {itkdzlink: a Wigner-fliggvény
lehet negativ is, ezaltal pedig egy megfe-
leléen kicsi téglalapot kivalasztva a gor-
be alatti teriilet is negativ lesz. Vagyis,
ha egyszerre szeretnénk nagyon pontosan
rakérdezi a részecske helyének és impul-
zusanak az értékére, akkor ellentmondés-
ra jutunk. A kvantummechanikaban ez
egy jol ismert jelenség, ugyanezt fejezi ki
a Heisenberg-féle hatarozatlansagi rela-
ci6: a kvantummechanika nem enged meg
olyan eljarast, amivel egy részecske helyét
¢és impulzusat egyszerre nagyon pontosan
megmérhetnénk. Ugyanakkor, ha széle-
sebb savokat valasztunk, vagyis megfele-
16en nagy bizonytalansagot engediink meg
a hely illetve az impulzus mérésekor, ak-
kor az igy keletkezd nagyobb téglalapon
a Wigner fliggvény negativ és pozitiv ré-
szei kiegyenlitik egymast és Osszessége-
ben pozitiv gorbe alatti teriiletet kapunk.
Ez 6sszhangban van azzal, hogy a Heisen-
berg-féle hatarozatlansagi relacié nagyobb
bizonytalansagu k6zos hely- és impulzus-
mérést mar megenged, egy ilyen mérés
eredményének a valdsziniségét adja meg
az elébbi szam.

Az egyik legegyszeriibb, érdekes fizikai
rendszer a harmonikus oszcillator. Példa-
ul, ha a kitéréssel aranyos visszatérité erd
hat egy tomegpontra, mondjuk egy rugora
erdsitett testre, amikor egyensulyi helyze-
te koriil rezeg. A rezgd elektromagneses
mez0, igy a fény egy modusat is egy har-
monikus oszcillatorral irhatjuk le altalanos
esetben szabad térben. Ilyenkor a hely ¢és
a lendiilet szerepét a kvadratarak veszik
at. A kovetkezékben vizsgaljuk meg né-
hany érdekes allapot Wigner fliggvényét.
Az 1. abran a vakuum Wigner fliggvénye
lathato: egy harang alaka goérbe. A kvad-
raturak mérésekor tehat véletlen értékeket
kapunk, atlagosan nulla intenzitasérték-
kel, de jol meghatarozott zajjal mindkeét
kvadratardban. Hasonlo, véletlen zajjal
rendelkezé klasszikus statisztikus allapo-
tot is el tudunk képzelni. Ugyanakkor a
klasszikus fizikahoz szokott észjarassal
meglepd, hogy a vakuumban sem ponto-
san nulla a mennyiségek értéke: itt is je-
len van az emlitett zaj: az ugynevezett va-
kuum-fluktuacié. A 1ézerfény kvantumal-
lapota egy hasonl6 harang alaku fiiggvény,
de mar nem a nulla amplitadoérték koriil:
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kozéppontja éppen a fény komplex ampli-
tudoja. Ez az Un. koherens allapot, amely
még mindig értelmezhetd klasszikusan is.
A kovetkezd, 2. dbran az egyfoton alla-
pot Wigner-fiiggvényét abrazoltuk. (Ez a
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2. abra. Egy foton Wigner-fiiggvénye

fény azon kvantumallapota, amirdl tud-
juk, hogy a modusban pontosan egy fény-
részecske, foton talalhatd.) Jol lathato,
hogy a fiiggvény negativ értékeket vesz
fol az origd koriil, vagyis ilyen valoszi-
niségstiriséggel leirhatd klasszikus alla-
pot nem Iétezhet. A nemklasszikus kvan-
tumallapotok eldallitdsa fontos feladat a
kvantumoptikdban. Az elmult néhany év-
tizedben folyamatosan fejlédtek az ilyen
iranyu kisérletek, de a jol meghatarozott
fotonszamu, stabil és kontrollalt fényfor-
ras megalkotasa ma is kihivast jelent. Egy
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3. abra. A Schrodinger-macska-allapot Wigner-fiiggvénye

masik érdekes nemklasszikus allapot lat-
hat6 a 3. abran. Két koherens allapot egy-
szerre van jelen, Un. szuperpozicidban,

vagyis a Wigner-fliggvényiik nem egy-
szerlien a valoszinliségek 0sszege, hanem
bonyolult hullamokat vet a két harang-
gorbe kozott, negativ értékeket is folvéve.
Ez az allapot emlékeztet Erwin Schrdodin-
ger hires gondolatkisér-
letére, ahol egy macska
az ¢l6 ¢s a halott allapot

ke-
riil. A két koherens alla-
pot kiilon-kiilén ugyan-
is  makroszkopikusan
megkiilonbozthethetd,
klasszikus allapot (v.0.
¢l6 ill. halott macska).
Ilyen allapotok eléallita-
saért kapta meg a No-
bel dijat 2012-ben Serge
Haroche [2] és David J.
Wineland [3]. A szuper-
poziciés elv megjele-
nését a Wigner-fiiggveé-
nyekben fazistérbeli in-
terferencianak is szoktak
nevezni [4]. Néhany ko-
herens allapot szuperpo-
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tetszéleges kvantumallapota jol kozelithe-
to lenne [5].

A kvantumoptikai kutatasok masik fon-
tos aspektusa az eldallitott nemklasszikus
allapotok pontos mérése. A Wigner-fiigg-
vény itt is fontos szerepet jatszik, hiszen
mint lattuk egyfajta vizualis névjegyet
ad a kvantumallapotrél. Lattuk azonban,
hogy a kvantummechanika egyrészt alap-
vetden tartalmazza a véletlen jelenségét,
masrészt bizonyos mennyiségek egylit-
tes, pontos mérését kizarja. Egy kvadra-
tura kiilonbo6zo értékeinek valdsziniiségét
azonban megmérhet-
juk, elvileg tetszéleges
pontossaggal, és igy a
Wigner-fliggvény alat-
ti teriileteket kapjuk,
a megfeleld koordi-
natatengelyre merdle-
ges vékony csikokban,
vagyis egy vetiiletet.
Az éllapotot kissé el-
forgatva ijabb vetiiletet
mérhetiink ki. Az 6sz-
szes vetiiletb6l megha-
tarozhat6 maga a Wig-
ner-fliggvény is. Az el-
jaras teljesen analdg az
orvosi tomografiaval,
ahol rontgen sugarak
segitségével vesznek
fol vetiileteket a test
egy sikjarol, kiilonbo-
z0 irdnyokbdl, ezért az
elébbi eljarast kvantumtomografianak is
nevezik. Az optikai kvantumtomografia
a 1990-es évek elején valt kisérletileg
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4. abra. Kvantumoptikai mérésekbél rekonstrualt Wigner-fiiggvények:
a) és b): 6sszenyomott vakuumallapot, c) és d): vakuumallapot [6]

is elérhet6vé. A 4. abran a vakuum és
egy masik érdekes allapot, az un. &sz-
szenyomott vakuum Wigner-fliggvényé-
nek optikai kisérletekb6l rekonstrualt ké-
pét lathatjuk [6]. Ez utdbbi egy torzitott
haranggorbe: bar a kvadratardk varha-
to értéke ekkor is nulla, az egyik kvad-
ratira bizonytalansaga csokkent, mig a
masiké megndtt, tovabbra is kielégitve
a Heisenberg-féle hatarozatlansagi rela-
ciot. Az egyik mennyiség zaja tehat fur-
csamod még kisebb, mint vakuumban
lenne! (Ennek az ara persze, hogy a ma-
sik mennyiség viszont valamivel zajo-
sabb.) Az Osszenyomott allapotok kis-
sé¢ nemklasszikusak (Wigner-fiiggvényiik
pozitiv) ¢és praktikusan optikai nemli-
nearis kristalyokkal lézerfénybdl eldal-
lithatéak. Jelentds szerepet jatszanak a
kvantumoptikdban és a nagy pontossagi
méréstechnikaban. A kvantumtomografia
eredeti gondolata gylimdlesézének bizo-
nyult mas fizikai rendszerek allapotanak
megismerésében is. Kiilonféle altalano-
sitasokkal lehetdvé valt mas szerkeze-
tl kvantumrendszerek teljes allapotanak
feltérképezése is, amit gyakran szintén
kvantumtomografianak hivnak, bar az al-
kalmazott matematikai modszerek eltéro-
ek lehetnek.

A kvantumoptika kisérleti technikai-
nak fejlddése a XX. szazad végére radika-
lis valtozast eredményezett a kvantumme-
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chanika jelent6ségének értelmezésében.
A kvantummechanika altal leirhat6 dol-
gok nem kézzelfoghatdak. Egy hétkozna-
pi helyzetben csupa olyan dolgok vesz-
nek minket koriil, amelyek nagyon sok
részecskébdl allnak. Sokdig ugy gondol-
tak, a kvantummechanika megfigyelheto
kovetkezményeit végilil mindig részecs-
kék sokasagaban kell keresni. Napjaink-
ra azonban lehetévé valt akar egy-egy
egyszerii kvantummechanikai rendszer:
fényrészecske vagy atom kozvetlen megfi-
gyelése, manipulalasa. Ezaltal bebizonyo-
sodott: a kvantummechanika valoban az
egyes részecskék viselkedését is helyesen
leird elmélet! Nem mellékesen ez a fejlo-
dés alkalmazasok: a kvantumtechnolégiak,
koztiik a kvantum-kommunikacio, -titko-
sitas és a kvantumszamitogépek elveinek
kidolgozasahoz is vezetett. Kvantumtitko-
sito eszk0zok mar kaphatok is. Ezek olyan
titkositott kommunikaciot tesznek lehe-
tové, amelynek biztonsagat lényegében
a Heisenberg-féle hatarozatlansagi rela-
ci6 garantalja, vagyis lehallgatasukhoz azt
kellene megsérteni. Megvaldsitas szem-
pontjabdl joval nehezebb, még gyerekci-
pében jard technologia a kvantumszami-
togépeke, de a benne 1évo igéret is hatal-
mas: olyan szdmitasok elvégzését tennék
lehetové, melyek a szokasos digitalis sza-
mitogépekkel lehetetlenek. Ilyen példaul a
nagy szdmok primfaktorizacidja (mellyel

szamos ma divatos titkositas feltdrhetd
lenne), vagy a kiilonféle, gazdasagi szem-
pontbol is Iényeges nagyméretli optimali-
zalasi feladatok. Fontos, részben még nyi-
tott kérdés mindezzel kapcsolatban, hogy
mi a szamitasok kvantumos gyorsulasanak
alapvetd erdforrasa, milyen kvantumalla-
potokkal és rajtuk milyen miivetekkel ér-
het6 el az. Ezzel a kérdéssel kapcsolatban
a Wigner-fiiggvények hasznalata érdekes
eredményeket hozott. (Mivel a szamitogé-
pek allapotainak halmaza véges, a Wigner-
fliggvények bevezetése ebben az esetben
specidlis matematikai megfontolasokat is
igényel, amelyekre itt most nem tériink
ki.) Logikusnak tlinik ugyanis, hogy ha a
szamitast végzd eszkodz allapota mindvé-
gig pozitiv Wigner-fiiggvényekkel irhato
le, akkor a szamitas klasszikusan is szimu-
lalhato, vagyis nem szamithatunk kvantu-
mos gyorsulasra. Es valoban: a kozelmlt-
ban tdbben (pl. Galvdo, vagy V. Veitch
¢és mtsai., stb.) ramutattak, hogy a szdmi-
tasok kvantumos gyorsuldsahoz sziikség
van arra, hogy a résztvevd kvantumalla-
potok Wigner-fiiggvénye egyes tartoma-
nyokban negativ legyen [7]. Szilard és
Wigner otlete tehat a XXI. szazad kvan-
tumtechnoldgidinak megértésében is fon-
tos szerephez jut. fr)
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