MATEMATIKA

SOLT GYORGY

Matematika €s a termeszet-
tudomanyos megismeres

matematika oriasi hatékonysaga a
At:rmészettudoményokban rejtély,

mire nincs raciondlis magyara-
zat”, éallapitotta meg Wigner Jend 1960-
ban megjelent irasdban [1], amely — ta-
lan éppen ez volt a célja — tudomanyos
korokben élénk visszhangot valtott ki.
Tanulmanyaban Wigner kifejti, mennyi-
re nehéz vagy éppen lehetetlen meggyo-
z6 magyarazatot adni arra, hogy az em-
beri képzelet alkotta, elvont fogalmakat
és konstrukciokat hasznaldé matematika
»~meghokkentden” jol alkalmazhatd a va-
losag, a természet leirasaban. A fizikus
Feynman szerint is ,teljesen elképesztd,
hogy a matematikaval elére meg lehet
mondani, mi fog torténni a vilagban, pe-
dig a matematika olyan szabalyokat ko-
vet, melyeknek semmi koziik ahhoz, ami
a valosagban végbemegy” [2].

Valoban elképeszté? Hiszen a korai
geometria és aritmetika elemi fogalmai
(szémok, formak) eredetileg jorészt ép-
pen a valdsag megfigyelésén alapultak.
Az is igaz, hogy a matematika tobb te-
riiletén késébb is — a XIX. szazadi ma-
tematikus-fizikus Fourier szavaival — ,,a
természet vizsgalata a matematikai fel-
fedezések legtermékenyebb forrasanak”
bizonyult. (Példdul Newton a gravitacio
¢s a mechanika vizsgalata soran alkotta
meg a differencial- és integralszamitast).
Akkor miért ne lenne alkalmas a mate-
matika ma is a valosag leirasara?

Azért, allitja Wigner, mert a modern
matematika fogalmait a kivancsi ma-
tematikus képzelete mar régota egye-
diil azzal a céllal alkotja, hogy ezek a
fogalmak és a veliik Otletes miiveletek
segitségével felépitett struktirak mate-
matikai értelemben szépek, tehat érdeke-
sek, altalanosak, gondolatébresztok le-
gyenek (Wigner Polanyi Mihalyt idézi:
»a matematika legnyilvanvalébb vona-
sa az, hogy érdekes”.) Joggal talalhatja
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A matematika hosszu torténete mutatja,
hogy gondolatok, melyek elészor csak
komolytalan fantazia-sziileményeknek tiintek,
vegiil is alkalmasnak bizonyultak egy sor
valésagos, fontos probléma megoldasara.
(S. Ulam)

Elképesztd, hogy a matematika megmondja,
mi fog torténni a vilagban... (Richard Feymann)

tehat meglep6nek nemcsak a laikus, de
a Nobel-dijas fizikus is, hogy egy csu-
pan ,tiszta” matematikai szempontbol
érdekesnek ¢és szépnek itélt gondolati
konstrukcié alkalmas lehet, mégpedig
sok esetben lathatéan egyediil alkalmas
arra, hogy megvilagitsa az atomok vagy
égitestek vilagaban, tehat a valdsdgban
lejatsz6do jelenségek torvényszerlisége-
it. Es azt még inkabb, hogy a ,,szép” for-

mula felfedezéseket is megjosolhat. Az
elektromagneses hullamok 1étezését eld-
rejelzé Maxwell-egyenletekrdl példaul a
felfedezé H. Hertz igy ir: ,,... elkeriilhe-
tetleniil Ggy érezziik, hogy ezek a mate-
matikai formulak onalléan léteznek...,
hogy okosabbak még felfedez6jiiknél is,
és hogy tobbet nyeriink ki beldliik, mint
amennyit szerzdjiik eredetileg beléjiik
tett” [3]. Az elemi részek fizikdjaban
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nem is egyszer ugyancsak a ,,formula”
josolt meg hidnyzo, késébb felfedezett
Uj részecskéket.

Egy matematikai érdekességéért konst-
rualt, de végill a modern fizikaban is
mar nélkiilozhetetlen fogalom példaja-
ként emliti Wigner a komplex szamo-
kat. A gondolat a reneszansz kori olasz
matematikus, Bombelli fejében sziiletett.
Bombelli az algebra harmadfoku egyen-
letének (tehat a ,tiszta matematika” egy
bels6 problémajanak) vizsgalatakor jutott
arra a ,,vad gondolatra”, hogy a megoldas
érdekében érdemes a valos szamok mel-
lett 0, képzetes szamokat is elgondolni,
amelyek ugyan négyzetre emelve negativ
eredményt adnak, és ezért nyilvanvaldan
Halsagosak, haszontalanok”, de emellett
mégis érdekesek és szépek, mert veliik
mar minden négyzetgydkvonds elvégez-
hetd, ¢és raadasul éppugy lehet Gsszead-
ni, szorozni, osztani 6ket, mintha ,ren-
des” szdmok lennének. A kivancsisagbol,
intellektualis jatékbol kitalalt, képzetes
részt is tartalmazé (komplex) szamok tet-
ték lehetévé a matematikaban nagyjelen-

Az univerzum konyve a matematika nyelvén irédott...
(Galileo Galilei)

téségli komplex analizis megalkotédsat.
De a komplex szamok idével a fizikaban
is fontossa, s6t nélkiilozhetetlenné valtak.
Meégpedig nem csak mint ,,alkalmazott
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matematikai” segédeszkozok, mert alap-
veto szerephez jutottak a mikrovilag je-
lenségeit leiré kvantumfizikaban: komp-
lex szamok nélkiil a kvantumelmélet egy-
altalan nem létezhetne.

Hasonlo6 a helyzet a Wigner altal (nyil-
van szerénységbdl nem emlitett) csoport-
elmélettel, melynek a modern fizikaban
elfoglalt helyét jorészt éppen az 6 munkai
jeloltek ki. A csoportelmélet megalkotasa
a XIX. szazad els6 harmadaban ¢é16 ma-
tematikus, Galois nevéhez fiiz6dik, aki
ennek segitségével megtalalta az algeb-
rai egyenletek megoldhatosaganak szaza-
dok ota intenziven keresett, altalanos fel-
tételét. Ezzel az 6tod- és magasabb fokt
egyenletek kérdése megoldodott, de az
elmélet a matematika tobb mas teriiletén
is fontosnak bizonyult. Es nemcsak ott,
hanem a modern fizikaban is: a Lorentz-
csoport alapvetd fogalom a relativitasel-
meéletben, a csoportelmélet sziikséges az
atomspektrumok megértéséhez, nélkiiloz-
hetetlen eszkéz a molekularezgések osz-
talyozasaban, a kondenzalt anyag szerke-
zetének, dinamikdjanak és fazisatalaku-
. lasainak vizsgalataban,
az elemi részek fizika-
jaban egyarant.

A tiszta matemati-
- ka egy érdekesnek lat-
- sz6 kérdése inspiral-
' ta Galois kortarsat, a
matematikus-fizikus
Hamiltont 1is: lehet-e
a komplex szamok-
nal is ,.komplexebb”,
de algebrailag hason-
l6an szép rendszert al-
koté szamokat konst-
rualni. Lehet, és Ha-
milton meg is talalta
a mar négydimenzios
kvaterniokat és a koz-
¢ tik fennalld kiilonds
~ miiveleti  szabdlyo-
kat, megalkotva ezzel
az Ujszerli, mert nem-
- kommutativ kvaterni6-
algebrat (ahol az ered-
- mény a szorzétényezok
sorrendjétdl is fiigg).
Hamilton aligha gon-
dolta, hogy csupan
' matematikai érdekes-
séglinek tekintett fel-
fedezésének ¢és a ké-
sobb megtalalt hasonld
algebrai struktiraknak
kozikk lehet a fizikai
valésaghoz, mégpedig
éppen az akkor még ismeretlen, de na-
gyon is valosagos elektronok viselkedé-
s¢hez. Csak nyolc évtizeddel késébb, a
fizikus Pauli és Dirac munkéi mutattak

A matematika oriasi hatékonysaga
rejtély... (Wigner Jeng)

meg, hogy azok a matematikai objektu-
mok (kvantumfizikai operatorok), melyek
az elektronspin (perdiilet) atomi spektru-
mokban lathaté viselkedését jellemzik,
éppen ilyen nem-kommutativ algebrat va-
lositanak meg.

A matematika fogalmainak, modszere-
inek a csillagaszatban, fizikaban tapasz-
talt egyediilalloan sikeres alkalmazhato-
sagat mar Kepler, Galilei és Newton is le-
nyligdzéen csodalatosnak, de ugyanakkor
természetesnek is tekintette. Hiszen Gali-
lei szavaival: ,,... az univerzum [konyve]
a matematika nyelvén irddott, ... ennek a
nyelvnek az ismerete nélkiil egy szot sem
értiink beldle”. A kulcsszo az irddott: a
teremtésben hivo tudds szamara az egész
matematika mar eleve létezik, beleirva az
univerzum jelenségeibe, a szerencsés ku-
tatd csak ratalal ezekre a természetben
mar meglévé matematikai formuldkra. A
megtalalt természeti torvények matema-
tikai szépsége ¢s egyszeriisége (a bolygo-
palyak szabalyos ellipszisei, az altalanos
tomegvonzas torvénye) csak megerdsi-
tették Oket ebben a hitben. ,,Milyen meg-
nyugtato latni ezeket az oly szép ¢és egy-
szerli torvényeket”, lelkendezett példaul a
newtoni mechanikat tovabbfejleszté ma-
tematikus-fizikus Maupertuis, ,,ezek talan
az egyediili torvények, melyeket a dolgok
teremtdje alkotott azért, hogy muiikddés-
ben tartsa lathaté vilagunk valamennyi
jelenségét”.

Maupertuis ezt bizonyara kielégito
valasznak tekintené Feynman bevezeto-
ben idézett szavaira. A matematika és
a természettudomanyok kapcsolatat egy
ilyen (mai széval) ,,intelligens tervezo-
re” visszavezetd magyardzatait a csilla-
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gasz-fizikus Jeans a mult szazad elején
roviden igy foglalta Ossze: ,,az univer-
zum Nagy Epitésze nyilvanvaloan ma-
tematikus”.

Ha azonban nem feltételeziink univer-
zumunkat megalkoto intelligens tervezot,
ujra kell gondolnunk a természeti jelen-
ségek és a leirdsukra mindeddig jol be-
valt ember alkotta matematika ,,elképesz-
tden” szoros viszonyat. Mert a teremtés
dogmajatol eltekintve is Gigy tlinhet, hogy
a matematika (a kortars fizikus Dysont
idézve) ,,bele van széve” az univerzum
anyagaba. Ez a benyomas kiilondsen erds
akkor, amikor a matematika elOresiet, ami-
kor mar jo elére készen all az a matema-
tikai fogalom vagy struktira, ami egy ké-
s6bbi fizikai felfedezés magyarazatahoz
sziikséges lesz. A kvantumfizika megal-
kotoi, Heisenberg, Born, Dirac el6 tudtdk
venni a matematika meglévé fogalomta-
rabdl a szamukra fontos matrix-algebrat,
Einstein is készen kapta az el6z6 évszazad
matematikajatol az altalanos relativitas-
elmélet megalkotasdhoz nélkiilozhetetlen
analitikus eszkozt, a gorbiilt terek diffe-
rencialgeometriajat. A fizikus Weinberg ha-
sonlataval: ,.szinte kisérteties, amikor a fizi-
kus észreveszi, hogy a matematikus mar ott
jart... olyan ez, mintha az tirhajobol kilép6
Armstrong mar ott talalta volna a Hold po-
ros talajan [a holdutazast megalmodd] Verne
Gyula labnyomat” [4].

Minthogy a matematikaval ,,az esetek ba-
mulatosan nagy részében elképesztd pon-
tossaggal irhato le a jelenségek egész osz-
talya, nehéz elkeriilni azt a benyomast,
hogy itt egy csodaval allunk szemben”, ol-
vassuk Wignernél. Aki ugyanakkor mégis
felvet néhany gondolatot, melyek megkér-
dojelezhetik ennek a benyomadsnak a jo-
gosultsagat, illetve segithetnek megérteni,
miben rejlik a matematika gyakran csoda-
nak tlin6 alkalmazhatésagdnak magyara-
zata. A hatékonysag benyomasa példaul
illizionak tinhet, ha meggondoljuk, hogy
a matematika hatalmas épiiletének csak
nagyon kis része az, amelyik eddig a ter-
mészeti torvények megfogalmazasaban al-
kalmazést nyert. Rdadasul ezt a viszonylag
kevés matematikai konstrukciot sem vélet-
leniil valasztja ki a fizikus, hanem gyakran
mar maga is 6nalléan eljutott a megfeleld
formulahoz (ahogyan Heisenberg is a mat-
rix-miveletekhez), ¢és csak utdlag tudja
meg, hogy ez a matematikaban jol ismert.
Tény az is, hogy egy megtalalt természeti
torvény altalaban csak korlatozott érvényt
kozelités, a pontosabb adatok birtokdban
modositasra, kiegészitésre szorul vagy 1j-
jal pétolando.

A Wigner altal felvetett tudomanyfilozofi-
ai kérdésre id6kozben fizikusok, tudomany-
torténészek, filozofusok keresik a valaszt.
Egy matematikus-fizikus konferencian pél-
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daul Weinberg megemliti a rendkiviili haté-
konysag ,,naturalista” magyarazatat [4]: ,,mi-
vel a matematikus ezen a vilagon él, tuda-
tosan €és nem tudatos modon is allanddan
érzékeli, hogyan mikddik a vildg, és ami-
kor dolgozik, ezek a nem-tudatos tapaszta-
latok mélyen befolyasoljak”. Személyesen
azonban ugy véli, hogy ezt igy altalanosan
nehéz elfogadni, példaul ,,igazan nehéz at-
latni, hogy Galois csoportelméleti munka-
ja hogyan nétt ki barmilyen olyan tapasz-
talatbol, melyet 6 az univerzumban uralko-
do fizikai torvényekrdl szerzett”. Ezért egy
masik érvelést is vazol: a fizikdban megis-

Ezek a matematikai formulak 6nalléan
léteznek... (Heinrich Hertz)

mert természeti torvények bizonyos egy-
szerliséget, szimmetriakat, rendezettséget
mutatnak, és mivel a matematika egyebek
kozott éppen a kiilonféleképpen rendezett
struktarak tudomanya, valdszinti is, hogy
a matematikus (Wigner altal is hangsulyo-
zott) nagyszamu struktiraja koziil néme-
lyik éppen raillik arra, amit a fizikus ter-
mészeti térvényként tapasztal.

A tudoményfilozofus Mark Steiner épp-
ugy, mint Wigner, csodalnivalonak tartja
a matematika hatékonysagat a természet-
leirasban, de ennek okat nem a kiilvilag
emberi gondolkodast befolyasold hatasa-
ban latja [5]. Szerinte ez a hatékonysag
inkabb annak a jele, hogy vilagunk éppen
egy olyan univerzum (a sok elképzelhetd
koziil), amelyik fizikai tulajdonsagait te-
kintve baratsagos (user-friendly) az embe-
ri megismerés szamara: ,,amit mi szépnek
¢és hasznos szellemi alkotasnak tartunk, ott
talalhaté megvaldsulva a természetben”.

(Hasonloan ,.emberszempontt”, anthropic
érvelés a kozmologidban a findamentdlis ter-
mészeti allandok (elemi t6ltés, fénysebesség)
értekével kapcsolatban meriilt fel eldszor.
Mivel a fundamentalis allandoknak a meglé-
votol csak alig elterd értékei esetén szerves
molekuldk, tehat élet sem johetett volna létre,
nem kétséges, hogy ,.finoman hangolt” allan-
doival a mi univerzumunk az ember szamara
valdban egyediilalld médon baratsagos.)

Wigner szerint a killonbdz06 teologiai, me-
tafizikai, a gondolkodast befolyasolo kiilsé
tényezokre vagy véletlenre hivatkozo érve-
lések nem valtoztatnak azon a tényen, hogy
meggy6z0 természettudomanyos, ra-
cionalis magyarazat hijan a matema-
tika hatékonysaga a fizikus szamara
rejtély maradt. Marpedig a XX. sza-
zad fizikdjaban, elsésorban a kvan-
tumelméletben megjelend rendkiviil
absztrakt matematikai konstrukciok
(operator-algebra, fliggvényterek) si-
keres alkalmazasa kiilonosen aktud-
lissa teszi, hogy ezen a rejtélyen el-
gondolkozzunk.

Ezt a meggy6zddést fejezi ki
Wigner tanulmanyanak egyébként
szaraz tudomanyos nyelven irt
szovegében a szokatlanul szemé-
lyesnek hato, dvatosan optimista
végkovetkeztetése: ,,A matema-
~ tika alkalmassdga a fizikai tor-
vények megfogalmazasara olyan
csodalatos ajandék, amit nem ér-
tiink és nem is érdemliink meg.
Legyiink halasak érte, és remél-
jik, hogy ez [a hatékonysag] a jo-
vében is megmarad, és 6romiinkre
vagy éppen elképedésiinkre kiter-
jeszthetd lesz az emberi megisme-
rés mas teriileteire is.” i

A cikk a szerzének a Természet Vilaga
2017. mdjusi szamdaban megjelent ,, Mi-
ért tudjak az elektronok a matemati-
kat?” cimii irasa alapjan késziilt.
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