MATEMATIKA

BESENYEI ADAM-CSOMOS PETRA
A gyorshajtastol az 1dojarasig

Kalandok az alkalmazott matematikaban

z ¢let szinte minden teriiletén id6-
Aben ¢és térben lezajld jelenségek

vesznek koriil minket: sziinteleniil
dobog a sziviink, mozognak a jarmivek, az
iddjaras folyton valtozik, a bankszdmlank
egyenlege vagy a tézsdearfolyamok folya-
matosan ingadoznak, az erémiivek ¢&jjel-
nappal termelik a villamos energiat, a hirek
futotlizként terjednek a vilaghalon, és a sort
a végtelenségig folytathatnank. E folyama-
tok mind szerves részei a hétkdznapjaink-
nak, és rendszerint teljesen természetesnek
vessziik, hogy az ember képes befolyasolni,
szabalyozni vagy legalabbis eldre jelezni
az alakulasukat. Hogy ez valdban igy van,
abban szamos tudomany, koztiik a matema-
tika is alapvetd szerepet jatszik. A matema-
tika nyelvén a valdsagot némiképp leegy-
szer(isitd, am mégis hlien tiikr6z6 model-
leket allithatunk fel, amelyek a szamitogé-
pek hatékony kozremiikodésével segitenek
a kiilonféle folyamatok megértésében. A
modellezés egyik f6 eszkodze a valtozas se-
bességének, iitemének fogalma, amely egy
gyorshajto autds példajan talaldoan szemlél-
tethetd. frasunkban e csattands torténetbol
kiindulva konnyed, jatékos modelleken ke-
resztiil az egyre Osszetettebb alkalmazasok
fel¢ haladunk, és egészen az id6jaras-elore-
jelzés problémajaig kalauzoljuk az olvasot.
Utunk soran bepillantast nyeriink az idében
¢és térben valtozo jelenségek modellezésé-
nek szépségeibe és kihivasaiba.

Tanmese a sebességrol

A kovetkezd tréfas kis torténetet a kivald
fizikus és tudomanynépszerisitd, Richard
Feynman (1918-1988) elészeretettel mesél-
te eldadasaiban a sebesség fogalmanak beve-
zetésekor (lasd a Leighton és Sands szerz6-
tarsakkal irt [2] tankdnyvének 102. oldalat).

A renddr megallit egy gyorsan hajté au-
tost, és kérddre vonja.

— Kérem, On éranként 90 kilométeres
sebességgel hajtott.

— Ez lehetetlen, hiszen én csak 7 perce
indultam el. Nevetséges! Hogyan tudtam
volna megtenni 90 km-t egy ora alatt, ami-
kor még nem is megyek egy oraja?!

A 90 km/h sebesség megméréséhez
természetesen nincs sziikség arra, hogy
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1 6ran keresztiil alland6 iramban, megallas
nélkiil autézzunk. Hiszen a 90 km/h sebes-
ség azt is jelenti, hogy ezzel fél ora alatt
45 km utat tesziink meg, avagy negyedora
alatt 22,5 km-t, vagy 0,11667 ora (azaz
kb. 7 perc) alatt 0,11667 - 90 (azaz kb.
10 és fél) km-t, vagy 0,00278 ora (azaz kb.
10 masodperc) alatt 0,00278 - 90 km-t (az-
az kb. 250 métert), és ezt igy folytathatjuk
tovabb egészen a masodperc tort részéig.

A traffipax (mas néven kozati sebesség-
mérd miiszer) a kibocsajtott, majd a gépko-
csir6l visszaverddo (és szabad szemmel nem
lathatd) 1ézersugarak segitségével éppen azt
méri meg, hogy mekkora volt a gépkocsi
elmozdulasa egy igen-igen rovid idStartam
alatt, amelybdl az eltelt idével valé osztas
utan adodik a gépjarmii sebessége. Ez valo-
jaban csupan atlagos sebesség, am mivel az
emberi reakci6id6hoz képest elenyészo sza-
zadmasodpercek alatt a sof6r mar se nem fé-
kez, se nem gyorsit, ezért a mozgas egyenle-
tesnek tekinthetd, igy a traffipax altal jelzett
érték joggal nevezhet6 a gépjarmi pillanat-
nyi sebességének a szoban forgd rovid ido-
tartam barmely pillanataban.

Matematikai traffipax

A traffipax tehat a gépkocsi helyzetének pil-
lanatnyi valtozasi titemét méri: az elmozdu-
las aranyitva az eltelt igen rovid id6tartam
hosszahoz. Minél nagyobb a valtozas {ite-
me, annal hosszabb utat tett meg az autd
az adott 1d6 alatt, vagyis — szemléletiinkkel
Osszhangban — annal gyorsan haladt. Ha a
valtozas iiteme 0, akkor az autd egy hely-
ben allt. Bar negativ sebességet a traffipax
nem mutat, a negativ valtozasi iitemnek
mégis van jelentése: ez a traffipaxtol vald
tavolodast fejezi ki. Minél nagyobb e nega-
tiv szam abszolut értéke, annal gyorsabban
tavolodik az aut6. Ekkor a negativ eldjelet
az autora rapillantva érzékeljiik, nem pedig
a mérémiszeren.

Az iménti gondolatokat tetszdleges
mennyiségre atiiltethetjiik anélkiil, hogy
lézersugarakra lenne sziikségiink. Vizsgal-
hatjuk tobbek kozott a forrd tea hdmérsék-
letének, az olvadd hogolyd térfogatanak
vagy éppen a bankszamlan kamatozo6 pén-
ziinknek a valtozasi litemét. Ha x(¢) jeloli

az adott mennyiség értékét a ¢ idopillanat-
ban, akkor a valtozasi iiteme a mennyiség
nagyon kicsi At idé alatti megvaltozasanak
aranva az eltelt At id6hoz:

x(t+At)—x(t)

x(t) valtozasi liteme =~ n

Szabatos matematikai megfogalmazasban
valdjaban a hanyadosnak az ugynevezett
hatarértekét kellene képezni, midén az
idotartam hossza 0-hoz kozelit; ezt a hatar-
értéket szokas differencialhanyadosnak
hivni és x’(¢)-vel jeldlni. Sokszor azonban
csupan véges szamu mérési adat all rendel-
kezésilinkre, ezért a hatarérték helyett a
gyakorlatban a fenti kozelité képletet hasz-
naljuk (feltéve, hogy Ar valdban kicsi!).

Az autod sebességénél megszokott szem-
l¢életiink érvényben marad: ha a valtozas
iteme pozitiv szdm, akkor a mennyiség
né; minél nagyobb ez a szam, annal gyor-
sabban. Ha a valtozas {iteme negativ, ak-
kor a mennyiség csokken, 0 valtozasi litem
esetén pedig a mennyiség allando. Példaul
Las Vegas-i kaszinézas kozben kifejezet-
ten Oromteli, ha pénziink 100 dollar/perc
utemben véltozik, a minusz 200 dollar/
perc viszont igencsak nyugtalanito.

A viltozas iiteme a kiindulopontja a ma-
tematika differencialszamitas nevii aganak,
amely a XVII. szazadban Isaac Newton
(1643—-1727) és Gottfiied Wilhelm Leibniz
(1646-1717) munkassaga nyoman, tobbek
kozott a mechanika alaptorvényeinek ma-
tematikai formaba Ontése kapcsan bonta-
kozott ki. A valtozas iitemére ma leginkabb
hasznalatos x’(r) jelolést és a derivdlt elne-
vezést az 1700-as évek végén Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) francia matemati-
kus vezette be. A derivaltrol tehat leginkabb
egy matematikai traffipax juthat esziinkbe,
amely barmely pillanatban megadja egy
adott mennyiség valtozasi iitemét. Ez az
iddben és térben zajlo folyamatok modelle-
zésének nélkiilozhetetlen eszkdze.

A Sosemvolt Bank

Elsé példankban képzeljik el, hogy a
Sosemvolt Bank egy kiilonleges ajan-
lattal probalja csabitani az ligyfeleket: a
megszokott éves kamatozas helyett foly-
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1. 4bra. Pénziink idébeli alakulasa p,
kezd6 t6kébol indulva a valtozas iitemét
befolyasolé r aranyossagi tényezé harom

kiilonb6z6 értéke mellett

tonos kamatozast biztositanak a naluk el-
helyezett pénzosszegnek, ami azt jelenti,
hogy a bankszamlan 1évé Osszeg garan-
talt valtozasi liteme aranyos magaval az
Osszeggel. Ha p(t) jeloli a bankszamla
egyenlegét a ¢ idopillanatban és az ara-
nyossagi tényez6 pedig r, akkor mate-
matikailag:
p’ () =rp®.

Ez egy differencialegyenlet, amelyben a
p(f) mennyiség az ismeretlen. Az egyenlet
6nmagéaban nem elegend6 a pénziink ala-
kuldsdnak meghatarozasahoz, sziikséges
az induld Osszeg ismerete is, ezt kezde-
ti értéknek hivjuk. Az 1. abran egy adott
kezdeti értékbdl induld, harom kiilonb6zé
7 tényezOhoz tartozd megoldas grafikon-
ja lathatd: pénziink exponencialisan gya-
rapodik.

A modell apré finomitasahoz vegyiik
figyelembe, hogy mindennapi megélhe-
tésiinkre id6egységenként £ forintot ve-
sziink ki a szamlarol, azaz pénzkdoltésiink
sebessége k. Koltésrol 1évén szo, ez nega-
tiv eldjellel jelenik meg pénziink valtoza-
si litemében:

p' @) =rp (H)-k

Mar ebbdl is a valdsagot jol tikr6zo
kovetkeztetések vezethetdk le vagyonunk
alakulasarol. Nevezetesen, adott p kezdd
tokével a tonkremenés csupan attol fiigg,
hogy a k pénzkoltési sebesség hogyan vi-
szonyul az rp, kifejezéshez: ha k ennél na-
gyobb, akkor iddvel a szamlan 1évé Osz-
szes pénziink elfogy; ha kisebb, vagyis
nem koltiink tal sokat, akkor pénziink fo-
lyamatosan gyarapszik. A k=rp, esetben
a kamatozas és pénzkoltés egyenstlyban
van, az egyenlegiink valtozatlan az id6k
soran. Mindezt a 2. dbran lathat6 grafiko-
nok szemléltetik.

A kamatozas mellett népességszamok
novekedése, radioaktiv anyagok bomléasa
¢és a forrd tea kihtilése szintén leirhato az
elobbiekhez hasonlé egyenletekkel. Néz-
ziink most egy olyan modellt, amely mar
két egyenletbdl all.

Természettudomanyi Kozlony 148. évf. 8. fiizet

A kiralylany és a lovagok

Deriv Allam kirly4anak egyetlen lanya, Da-
cos Dalma fura viselkedésiti: minél inkabb
szereti valaki 6t, annal kevésbé szereti 6 az
illet6t; és minél kevésbé szereti valaki 6t, 6
annal inkabb szereti az illet6t. A kiraly sze-
retné férjhez adni a lanyat, Dalméanak azon-
ban egyszerre tobb lovag is udvarol:

Normal Norman, aki teljesen szokva-
nyosan viselkedik;

Furi Feri, aki Dalmahoz hasonléan
eléggé fura figura;

Kedély Kenéz, aki szokvanyos, de han-
gulatai kissé befolyasoljak;

Kedély Kende, aki szokvanyos, de han-
gulatai erésen hatnak ra.

A kiraly tiistént hivatta udvari matema-
tikusat, Deriv Almost, hogy segitsen a to-
kéletes lovag kivalasztasaban. Vajon kihez
érdemes feleségiil adnia lanyat?

p(t) k < rpo

k = rpo

Po

k > rpo

t

2. abra. Pénziink idébeli alakulasanak
haromféle esete az r aranyossagi
tényezd, a pénzkoltési sebesség és a p,
kezd6 toke viszonyanak tiikrében

A Dalma ¢és udvarldja kozti érzelmi
viszonyra felallitandd modelliinkben két
mennyiség fog szerepelni: Dalma érzése-
inek mértéke az adott lovag irant a talal-
kozasukat kdvetd ¢ idopillanatban, ezt x(r)
fogja jeldlni, valamint a lovag érzéseinek
mértéke Dalma irant, ezt y(¢) jeldli majd.
Ha tehat x(r) >0, akkor a ¢ id6pontban Dal-
ma szereti a lovagot, ¢s minél nagyobb x(7),
annal inkabb; ha viszont x(t)<0, akkor
Dalma ellenszenvvel viszonyul a lovag-
hoz — az y(f) mennyiség jelentése hasonld
Dalma felé. Ekkor Dalma fura viselkedése
modellezhetd oly modon, hogy az érzel-
meinek valtozasi {iteme (azaz x’(f)) a ma-
sik fél érzéseivel (y(7)-vel) ellentétes. Egy
szokvanyos viselkedésii személyre pedig
gondolhatunk ugy, mint akinek érzései a
masik fél érzelmeivel dsszhangban valtoz-
nak. Ezenfeliil a hangulatfiiggdség jelentse
azt, hogy az adott lovag érzelmeire a sajat
érzései is hatnak: ha szereti Dalmat, akkor
ettél az érzései még erdteljesebbé valnak,
am ha Dalma ellenszenves szamara, akkor
ez az elutasitas lesz egyre nagyobb foku.

Két differencialegyenletbdl allo egysze-
ri szerelmi modelliink ennek megfeleld-
en igy fest:
x'(t) =(1)
() =ax(t) +by(1)

Itt a és b olyan szamokat jeldlnek,
amelyek értékeit az egyes jeloltek visel-
kedése hatarozza meg. Vegylik példaul
rogton Normal Normant, akit a sajat ér-
zelmei nem befolyasolnak, ezért a=0,
masrészt Norman érzései Dalma érzé-
seivel Osszhangban valtoznak, igy mo-
delliinkben b értékét 1-nek valasztjuk.
Feltételezhetjiik tovabba, hogy Dalma
és Norman a talalkozasukkor egymas-
ba szeretnek. Ennek konkrét mértékét
megadva a megoldasok mar adodnak,
am képletek felirasa helyett célszerlibb
koordinata-rendszerben abrazolni az
(x(2),y(t)) pontok alkotta gorbét, mert
ez éppen Dalma és Norman szerelmének
fejlodéstorténete. Most ezek a 3. abran
lathatd korvonalak — a kezddpontokat
kiterjedt pontok, az iranyt nyilak jelzik.
Egy ilyen gorbe kezdetben a jobb felsé
siknegyedben halad, ahol x(#) és y(¢) is
pozitiv, tehat a fiatalok kdlcsondsen sze-
retik egymas. Késébb a gorbe a bal fel-
s6 siknegyedbe fordul at, ekkor a lovag
még szereti Dalmat, de Dalma mar el-
lenszenvvel viszonyul felé. Ezutan olyan
idoszak kovetkezik, amikor egyszerre
ellenszenvesek egymasnak. Szerencsé-
re érkezik a ,,tavasz”: Dalma ismét ked-
velni kezdi a lovagot, végiil mindketten
ujra szeretik egymast, és kezd6édik min-
den elolrél. Kapcsolatuk olyan, mint az
évszakok folyamatosan ismétlédé val-
takozasa.

Y
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3. abra. Dalma és Norman érzelmeinek
folyamatosan ismétlodé valtakozasat
leiré korvonalak. A gorbék pontjainak
koordinatai a felek egymas iranti
érzéseinek felelnek meg. A talalkozas
pillanatat fekete pontok, a haladas
iranyat pedig nyilak jelolik.

Nézziik most Fura Feri lovagot. Az 6 vi-

selkedése Dalmaéhoz hasonlo, ezért azt az
a=-1 és b=0 paraméterekkel modellezhet-
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jiik. Kiindulva abbol, hogy talalkozasukkor
vonzddnak egymashoz, a 4. abran lathato
haromféle kimenetel adodik kapcsolatukra.
Ezek koziil az egyik a koélcsonds kozom-
bosség, a gorbe az origd felé¢ halad. A to-
vabbi két esetben Dalma és a lovag ellen-
tétesen fog egymashoz viszonyulni: a par
egyik tagja lassacskén kidbrandul, és az id6

Y

D

4. abra. Dalma és Feri kapcsolatat leiro
gorbék harom kiilonb6z6 kezdépont
esetén. Az origoba futo gorbe a teljes

kozombosség felé haladasnak, a masik
két gorbe pedig hosszi tavon a két fél
kozotti egyre erételjesebb imadat-utalat
ellentétnek felel meg

haladtaval egyre ellenszenvesebb lesz sza-
mara a masik, aki éppen ezért toretleniil,
s6t egyre jobban imadni fogja parjat — nem
szokvanyos kapcsolat.

A Kedély lovagok esetében a szokva-
nyos viselkedés alapjan a=1, de 6ket a sa-
jat érzelmeik is befolyasoljak, Kenéznél
ez nem annyira jelent6s, am Kendén elha-
talmasodik. Ennek modellezésére célszert
Kenéz esetében a h=1, mig Kende eseté-
ben a h=2 paraméterérték valasztasa. Ekkor
Dalma ¢és Kenéz viszonyat jellemz6 gorbék
az 5. abran lathato spiralok: a kapcsolat-
nak négyféle allapota valtakozik, azonban
az érzelmek mértéke folyamatosan erdso-
dik — gyanithatoan ez a ,,téli” szakaszokban
nem vezet sok jora. Dalma és Kende viszo-
nyat a 6. 4bra mutatja: Dalma fokozatosan
kidbrandul Kendébdl, ami Kendét egyal-
talan nem zavarja, rendithetetleniil odavan
Dalmaért.

A kapcsolatok alakuldsa alapjan most
mar mindenki a sajat izlése szerint donthet,
mi legyen Deriv Almos tandcsa, és hogyan
végzOdjon a mese. ..

Kiilonféle kétszereplés kapcsolati mo-
dellek nem csupan szerelmi viszony, hanem
példaul ellenérdekelt felek kozotti haborus
stratégiak vagy ragadoz6 ¢és zsakmanyal-
latok egyiittélésének matematikai leirdsara
is alkalmasak (b6vebben lasd Hatvani és
Pintér [4], valamint Strogatz [7] konyvét).
Most azonban lépjiink tovabb egy ezeknél
még Osszetettebb modellre.
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Matematika egy bogre kakaoban

Edward Norton Lorenz (1917-2008)
amerikai meteorolégus és matematikus
az 1960-as évek elején az elsék kozott
figyelt fel a fizikai jelenségeket leiro
modellek egy meglepd €s késébb sokat
kutatott tulajdonsagédra. A tudos éppen
egy egyszeri idéjaras-elérejelzé6 modell
eredményeit szerette volna részletesen
megvizsgalni, ezért egy korabbi szamo-
las kozben kapott adatot kezdeti érték-
ként felhasznalva Ujrainditotta a szami-
togépes program futasat, majd elment
kavézni. Mire visszatért, a gép mar ki is
szamitotta a vizsgalni kivant adatokat,
azok iddbeli alakuldsa azonban eltért
az eredetileg kapott adatsortol — eleinte
csak kicsit, a végére azonban szamotte-
véen. Lorenz hamarosan rajott, hogy a
kiilonbség oka a kezdeti értékekben ke-
resendd: a masodik futtataskor kevesebb
tizedes jegyet hasznalva adta meg azo-
kat, mint amennyivel a gép eredetileg
szamolt. Igy tehat nem pontosan ugyan-
abbol a kezdeti értékbdl inditotta el az
idéjaras elorejelzését, és emiatt kapha-
tott két, egymastol teljesen kiilonbozo
eredményt. Ez az észrevétel ravilagitott
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5. abra. Dalma és Kenéz kapcsolatat
leiré spiralok. Az egymashoz valé
szeretet-ellenszenv viszony ismétlédéen
valtozik, am az érzelmeik eréssége
folyamatosan né

arra, hogy bizonyos rendszerek viselke-
dése érzékeny a kezdeti értékek megva-
lasztasara.

Korszakalkotd megfigyelését Lorenz
[5] dolgozatdban az alulrél melegitett,
feliilr6l hiitott folyadékokban kialakulo
aramlas (konvekcio) kissé egyszerlisitett
modelljén szemléltette. A folyadék az al-
s0, melegebb rétegekbdl eleinte felaram-
lik, a hiivosebb felszin kozelében lehiil,
majd siillyedni kezd. Mivel kdzben tjabb
rétegek emelkednek fel, 1étrejon a 7. ab-
ran lathato, cellas szerkezetii aramlasi kép
fel- és leszalld aramlatokkal. Ilyen tipu-
su aramlast figyelhetiink meg példaul egy

P

6. abra. Dalma és Kende kapcsolatat
leir6 gorbék. Az idé milasaval Dalma
egyre ellenszenvesebben viszonyul
Kendéhez, aki viszont egyre jobban
imadja Dalmat

napsiitéses napon gomolyfelhdk képzddé-
sekor a légkorben vagy a reggeli kakad
melegitésekor az edényben. Elébbi eset-
ben a gomolyfelhdk, utdbbiban a kakao-
por ,.festi” meg az aramlasi cellakat (lasd
a 8. abrat).

Ha az aramlas bizonyos fizikai tu-
lajdonsagait x(7), y(¢) és z(r) jeldli a ¢
id6pillanatban, akkor ezen mennyiségek
idObeli viselkedése az alabbi, Lorenz-
rendszerként is emlegetett harom differen-
cidlegyenlettel irhato le, amelyben 4 vala-
milyen paraméter:

x'(®) = 10(y() — x(1)),
y'(t) = Ax(t) —x(O)z(t) — y(t),

8
z'(t) = x(O)y(t) — 32(0).

Ezek az egyenletek merdben kiilon-
boznek az eddigi példainktol. Mig azok-
ban egy mennyiség valtozasi liteme line-
aris kapcsolatban allt magaval a meny-
nyiséggel vagy a tobbi ismeretlen meny-
nyiséggel (azaz a kiilonféle ismeretlen
mennyiségek csak egy szammal meg-
szorozva szerepeltek az egyenletek jobb
oldalan), ebben a modellben az ismeret-
len mennyiségek szorzata is megjelenik.
Ez az tigynevezett nemlinedris kapcsolat
vezet a kezdeti értékektdl valo érzékeny
fliggéshez.

A Lorenz-rendszer megoldésa az 4 pa-
raméter ,kis” értékére (példaul A=1,1)
megadja a 7. és 8. abrakon bemuta-
tott aramlasi képet. Ha azonban példaul
A=28 értéket valasztunk, a Lorenz-rend-
szer tobbé nem ezt a természeti jelensé-
get irja le, hanem érdekes viselkedésnek
lehetiink tanti. A 9. abran a Lorenz-rend-
szer (x(1),y (1),z (t)) megoldasat abrazoltuk
a haromdimenzi6s koordinata-rendszerben
két, egymastol kicsit eltéré kezdeti érték
esetén. Lathato, hogy a két megoldas ele-
inte kozel halad egymashoz, am egy id6
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7. abra. Alulrél melegitett, feliilrol
hiitott folyadékban kialakulo, cellas
szerkezetii aramlas képe. A folyadék

homérsékletét és aramlasanak iranyat
megfelel szinii nyilak jelzik (a piros
szin a melegnek, a kék a hidegnek felel
meg). Az edény alatti és feletti nyilak a
melegitést és hiitést jelképezik

utan feltiinden szétvalnak. A megoldas
iddbeli lefolyasa tehat érzékeny a kezdeti
értékekre. A 10. abran ugyanezen megol-
dasokat hosszabb ideig abrazoltuk (az [1]
eléadas folidin a megfeleld animacio is vé-
gigkovethetd).

Lorenz tovabbi vizsgalatai azt is meg-
mutattdk, hogy a megoldas sohasem is-
métli 0nmagat, azaz nem periodikus, és
meglehetésen kiszamithatatlanul, ,ka-
otikusan” viselkedik. Ezt szemlélteti
11. abra, amelyen az x(¢) fiiggvény vi-
selkedése lathato.

A fenti eredmények fényében érthetd,
miért roppent fel a kovetkezd koltéi kér-
dés egy 1972-es konferencian: egy pillan-
g0 szarnycsapasa Brazilidban kivalthat-e
tornadot Texasban? Még ha erre nemle-
ges is a valasz, a kérdés a foldi 1égkor
mozgasait leir6 matematikai modellnek a
gyakorlati ¢életben legfontosabb tulajdon-
sagara hivta fel a figyelmet: kis hatasok
idével nagyra ndhetnek. Csakigy, mint
a Lorenz-rendszer, az iddjaras eldrejel-
zésére alkalmazott modell is nemlinea-
ris, megoldasanak vizsgalata soran tehat
ugyancsak megfigyelhetd a fenti jelen-
ség. A nemlinearis modellek tovabbi ér-
dekességeirdl és alkalmazasi teriileteir6l
olvashatunk Gleick [3] ismeretterjesztd
konyvében, valamint T¢l és Gruiz [8] tan-
konyvében.

Elérejelezheté-e az idéjaras?

Miiholdképen 6rvényld felhdzet vagy ra-
darképen felvillano villamok lattan bi-
zonyara sokak fejében megfordult mar,
hogyan is lehet az idéjarast, azaz a 1ég-
kor also rétegének allapotat és bonyolult
folyamatait elore jelezni. Mindenekeldtt
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tudnunk kell, milyen értékekre vagyunk
kivancsiak a jovOben; ezek az iddjaras-
elérejelz6 modellek ismeretlen mennyi-
ségei. Erdemes a légkor fizikai allapot-
hatarozoéi koziil olyanokat valasztani, me-
lyeket minél pontosabban meg is tudunk
mérni, és amelyek valtozasi iitemének
(derivaltjanak) nagysagéarol valamilyen
ismerettel rendelkeziink. Ezek leginkabb
a homérséklet, a nyomas, a stiriség, a re-
lativ nedvesség ¢és a szélsebesség harom
irany szerinti 9sszetevdinek ér-
tékei, melyek immaron nem-
csak az 1d6tdl fiiggnek, de attol
is, hogy a légkor mely pontja-
ban mérjiik 6ket. Ezen mennyi-
ségek kozott a fizika alaptor-
vényei teremtenek kapcsolatot, ,
amelyek matematikai alakban
felirva hét bonyolult, egymas-
sal Osszefiiggd, nemlinearis dif-
ferencialegyenlethez vezetnek.
Mint a szintén nemlinearis
Lorenz-rendszer esetében lat-
tuk, egymastdl kezdetben csak
kicsit eltér6 adatok egészen
mas eredményhez vezethetnek.
Az iddjaras-elérejelz6 model-
lek ezen matematikai tulajdon-
saga meglepd mértékben befo-
lyasolja az emberek minden-
napjait. Nem mindegy ugyan-
is, hogy a meteorologus meleg
napsiitéses 1d6t vagy hoesést
josol-e a hétvégére. Az id6jards tehat
megjosolhatatlannak tiinik. Vigyazzunk
azonban, mert nem mindegy, mi okozza
ezt a fajta megjosolhatatlansagot! Mint
a példainkban szerepld 6sszes differenci-
alegyenlet, az iddjaras-elorejelz6 modell
is determinisztikus, azaz a kezdeti érté-

8. abra. Meleged6 kakadban kialakulo
aramlast abrazolo fénykép, melyhez
hasonlét barki sajat maga is készithet

ke egyértelmiien meghatarozza a rend-
szer idobeli fejlodését. A 9. abran lat-
hat6 gorbék pontjainak elhelyezkedése

(az id6jaras-eldrejelz6 modellek esetében
a hémérséklet, nyomas, striiség, relativ
nedvesség és szélsebesség értékek) pon-
tosan kiszamithato az egyenletek alapjan.
Az iddjaréas-eldrejelzések pontatlansagat
nagy részben éppen az okozza, hogy nem
ismert a modell pontos kezdeti értéke, az-
az a légkor pontos allapota. Mint ahogyan
kavézas eldtt Lorenz is csak par tizedes
jegy pontossaggal adta meg a kezdeti ada-
tokat a szamitogépnek, a légkor aktualis

9. abra. A Lorenz-rendszer két, egymashoz
igen kozeli, egy fekete ponttal jelolt kezdeti
értékbadl inditott (piros és kék) megoldasanak
id6beli alakulasa a haromdimenziés koordinata-
rendszerben, 4=28 érték esetén. A ,=3,2 idépontbeli
értékeket megfeleld szinii haromszogek jelolik

allapotat — melybdl a kdvetkezé napok-
ra vonatkozo eldrejelzést inditjuk — mi is
csak pontatlanul ismerjiik. Ez a pontatlan-
sag a mérések idobeli és térbeli ritkasdga-
bol és természetesen azok hibaibol szar-
mazik. A 1égkor pontos allapotatol vett
barmilyen kicsi eltérés a kezdeti értékben
bizonyos id6 utan jelentds eltérést okoz
az elorejelzésben.

Az eldrejelzés idében egyre bizonyta-
lanabba valasa jol nyomon kovethetd az
ugynevezett valdsziniiségi eldrejelzések
segitségével. Ezek éppen azon az elgon-
dolason alapulnak, hogy a légkér pontos
allapotanak ismerete nélkiil a modellnek
tobb ,,hibas” kezdeti értéket adunk meg,
¢és a beldliik inditott elérejelzések soka-
sagat vizsgaljuk (ezen megoldasokat az
Ensemble Prediction System angol kife-
jezés roviditésébdl eps tagoknak is szo-
kas nevezni). Az eldrejelzések atlaga
nagy eséllyel a varhaté iddjarast adja
meg, mig a szorasuk az elérejelzés bi-
zonytalansagat szamszertsiti. Ilyen ti-
pusu diagramok az Orszdgos Meteoro-
logiai Szolgdlat [9] honlapjan is elérhe-
tok az aktualis elérejelzések kozott, egy
példat lathatunk 12. abran. Nagyszertien
nyomon kovethetd a Lorenz-rendszernél
megfigyelt viselkedés: a kezdetben kis
eltérések az id6 mulasaval egyre nagyob-
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bakka valnak — megnehezitve az elére-
jelzd meteorologus dolgat, akinek el kell
dontenie, hogy szerdan 16 °C vagy 4 °C
lesz-e délben.

Szamtalan sok szamolas
Felmeriilhet a kérdés, hogyan szarmaz-

tathaté egy ilyen sok egyenletbdl allo,
bonyolult, nemlinedris modell megol-

5
10
15 257

20-ai, reggel 7 oras mérési At
adatsorbol a 6 oraval késoéb- 20
bi elérejelzést. Munkaja 6
hetet vett igénybe. Richard- 15 ]
son becslése szerint mint-
3 s 10
egy 60 ezer fO segitsége
kellene ahhoz, hogy a mas- 5 H
napi id6jaras eldrejelzését _
hamarabb ki tudjak szami- X ©F 1
tani, mint ahogyan az a va- 5l i
losdgban bekovetkezik. Ez
volt az els6, ma- -10 - 1
tematikai alapo- a5 | |
kon nyugvo, dif-
ferencialegyenle- -20 : : : :
0 5 10 15 20 25

teket felhasznalo
kisérlet az id6ja-
ras szamszeri el6-
rejelzésére. A mo-
dell részletes leira-
sat Richardson a
[6] konyvében ad-
ta kozre. Ugyan a
tuddés szamitasai pontosak vol-
tak, elérejelzése mégsem adta
vissza a mért adatokat, sot, a
valdsagban nehezen elképzel-

x(?)

10. abra. A Lorenz-rendszer két, egymashoz
igen kozeli, egy fekete ponttal jelolt kezdeti
értékbdl inditott (piros és kék) megoldasianak
idébeli alakulasa a haromdimenzi6s koordinata-
rendszerben, 4=28 érték esetén. A t=8,3 idépontbeli
értékeket megfelel6 szinii haromszogek jelolik

dasa, vagyis az iddjaras eldrejelzése. Az
idéjaras-elérejelzd modellek megolda-
sa kizarolag kozelité modszerekkel és
szamitogépek segitségével allithatd eld
— raadasul a légkornek még csak nem
is minden pontjara és nem is minden
idOpillanatra. A mennyiségek értékeit a
légkor osszes pontja helyett csak egy, a
13. abran lathatohoz hasonld, haromdi-
menzids racshald csucsaiban tudjuk eld-
re jelezni, és azokat is csak bizonyos kis
id6kozonként. Az egyenletekben meg-

2 m hémérséklet [°C]

heté méreti nyomasvaltozast
¢és tal nagy szelet josolt. Mint
a késobbi kutatasok eredmé-
nyeibol kideriilt, ennek tobbek
kozott egy matematikai oka is
volt, melyre csak egy 1928-
ban megjelent, oriasi jelen-

Készalt: 2017.03.02 00 UTC-s futtatasbal

— eps dtlag

11. abra. A Lorenz-rendszerben szerepldé

mennyiség idébeli alakulasa A=28
paraméterérték-valasztassal

t6ségli tudomanyos dolgozat vilagitott
ra. Richard Courant (1888-1972), Kurt
Friedrichs (1901-1982) és Hans Lewy
(1904-1988) német szarmazasti amerikai
matematikusok megmutattak, hogy az
eldrejelzés csak akkor lehet a valdsaghoz
kozeli, ha a Ar id6koz és a térbeli racs-
halé csucsainak tavolsaga kozott fenn-
all egy bizonyos 0sszefiiggés: a racsha-
16 cstcsainak adott tavolsaga esetén az
id6koz nem lehet akarmilyen nagy! Ez

12. abra. Hémérsékletre és csapadékosszegre vonatkozo valoszintiségi elorejelzés
a [9] honlaprol. Mindkét abran a kiilonb6zo kezdeti értékbdl inditott megoldasok,
un. ,.eps tagok”, valamint azok atlaga lathato. A s6tét narancssargaval jelolt
teriiletek a nagyobb valésziniiséggel, mig a viligos narancssarga teriiletek a kisebb
valosziniiséggel eléfordulé értékeket jelolik. A ,,nagy felbontasi” gorbe az idéjaras-
elorejelzé modell egy, az eps tagoknal pontosabban szamitott megoldasat jeloli

ECMWEF valészinlsegi elérejelzés: Budapest

90% 25-75%

10-

nagyfelbontasi

jelend derivaltakat az altalunk matema-
tikai traffipaxnak nevezett hanyadossal 15
kozelitve felirhato egy, derivaltakat mar
nem tartalmazé egyenletrendszer, mely-
b6l a mennyiségek Ar id6pillanatbeli ér-
tékei kifejezhetdk az ismert, At iddpilla- o
natbeli értékekkel. A szamitogépes meg-

_ N/ __
5/\\\/\\~ 5 \\\/\\\/\ag/\ij/\§: \\‘ N

oldas igy lépked tehat, 1épésrdl 1épésre,
At id6kozonként az id6jarast meghataro-
z6 mennyiségek kezdeti értékétdl a hol-
napra vonatkozo, eldrejelzett értékig.

A szamitogép hasznalata valojaban
csak a szamitasokat gyorsitja meg, de
mindegyik elvégezhetd lenne kézzel is.
Joval a szamitdégépek megjelenése eldtt,
1922-ben Lewis Fry Richardson (1881—
1953) angol matematikus, fizikus, me-
teorologus valoban nekiallt papiron ce-
ruzaval meghatdrozni az 1910. majus
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13. abra. Az id6jaras-el6rejelz6 modellekben hasznalt
haromdimenzio6s racshalé szemléltetése. Az elorejelzés
a differencidlegyenletek 13. kozelité modszerekkel valé

megoldisanak segitségével csak ezen racshalé pontjaiban

szamithato. A koztes értékek ezekbdl un. interpolacios
eljarassal szarmaztathaték

ként. A modell megolda-
sa soran ekkor mintegy
tizmilliard darab szamot
kapunk eredményiil. Es a
matematikai feltétel mi-
att nem valaszthatjuk na-
gyobbra a 15 perces id6-
kozt...
Nem meglepd tehat,
hogy mindezen szdmo-
lasokat  szamitogépek
végzik. Példaként emlit-
jik meg, hogy az angli-
ai Readingben talalhatd
Eurdpai Kozéptava 1d6-
jaras-elorejelzé Kozpont
két darab Cray XC40
szuperszamitogéppel
rendelkezik, melyeknek
csupan egy harmadat
hasznaljak szamitasokra,
két harmada az adatok
taroldsara szolgdl. Az
elérejelzések szamitasa-
ban 129 960 processzor-
mag vesz részt, és napi
130 terabyte adat kelet-
kezik!

a matematikai feltétel igencsak megndveli az
elorejelzés szamitasi igényét. Ennek illusztra-
lasara vegytink egy példat: tekintsiik példaul
a kb. 3000 km x 2500 km nagysagu Eurdpara
vonatkozo 48 oras eldrejelzést. A térbeli racs-
hald cstcsai kozott a felszinen legyen 8 km a
tavolsag, fliggélegesen vegylink 50 szintet, és
szamitsuk az el6rejelzést 15 perces idokdzon-

Egy szuperszamitégép az
id6jaras-elorejelzés matematikajanak a
szolgalataban: a LUNA az Egyesiilt Alla-
mok dcedn- és atmoszféra-kutato
szolgalatanil (NOAA)
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Kitekintés

A valtozas iitemére felirt egyenletek és a
segitségiikkel kiszamitott eldérejelzések
az ¢életlink szinte minden teriiletén, a fi-
zikai és miszaki tudoméanyoktol kezdve
a biologian és kémian at a kozgazdasag-
tanig mindeniitt megjelennek. Egy iddja-
ras-eldrejelz6 modellhez csatolva fontos
alkalmazasi teriiletiik a légszennyez6 anya-
gok, a vulkantorésekbdl szarmazd hamu és
por, tovabba a 1égkori radioaktiv részecskék
terjedésének elérejelzése. Aramlasi modelle-
ket hasznalnak a tengerek, 6cednok vizfelszi-
nén megjelend olajfoltok terjedésének elére-
jelzésekor is. Hasonl6 egyenletekkel model-
lezhetd a betegségek, jarvanyok terjedése.
Ebben az esetben az ismeretlen mennyiségek
a fert6zott, a fertézhetd és a gyogyult egye-
dek szama. A radi6 és a mobiltelefon miiko-
déséhez is elengedhetetlen az elektromagne-
ses hullamok terjedését modellez6 differen-
cidlegyenletek megoldasa. A valtozés iiteme
azonban nem csak a természettudomanyok-
ban jatszik nagy szerepet: a piaci és a tézs-
defolyamatok is modellezhetok segitségiik-
kel. Kiilon érdekessége van a modelleknek
abban az esetben, amikor az altaluk leirt
folyamatokat kiviilrél befolyéasolni, sza-
balyozni szeretnénk. Ilyen tipust egyen-
letek megoldasait kell kiszamitani rakétak
iranyitasakor, treszk6zok landolasakor, de a
pénzkdltésiink és megtakaritasunk egyenstily-
ban tartasahoz is. Az alkalmazasok tarhaza
végelathatatlan, és a minket koriilvevo vilag

Joseph Fourier

folyamatosan szolgaltatja az Gjabb és Gjabb,
érdekesebbnél érdekesebb problémaékat, ki-
hivasokat. Joseph Fourier (1768—1830)
francia matematikus ¢és fizikus gondolatat
idézve: ,,A természet elmélyiilt tanulmanyo-
zasa a matematikai felfedezések legtermé-
kenyebb forrasa.” X
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