MATEMATIKA

SURANYI LASZLO

A matematika levegdje
es a légszomy

réluk majd kés6bb) ugyanis azt irjak az eld-
szavukban, hogy a feladatok részben ,,mate-
matikai folyoiratokbol, néha azok legfrissebb
szamaibol szarmaznak”. A konyv 1954-ben
jelent meg oroszul, s kb. kétharmada kom-
binatorikai és elemi valdsziniiségszamitasi
feladatokbol all. (Itt érdemes megjegyezni,
hogy grafelméleti feladatok csak elvétve és
csak ,alruhaban” szerepelnek.) Egy tovab-
bi fejezet az integralszamitas elemeibe ve-
zet be. S valdban: mindez abban az idében
nagyon modernnek szamitott. Akkoriban
még szokas volt — foleg Eurdpa keleti,
un. ,,szocialista” részén — példaul a kom-
binatorikat nehéz, a kdzépiskolaban nem
tanitandé anyagnak tartani. Es épp a fen-
ti emlékeim is jol illusztraljak, hogy na-
lunk még ennél is kedvezétlenebb volt a
helyzet. A kombinatorika ¢és a grafelmé-
let még az egyetemi szinten is — megle-
hetdsen atavisztikus és abszurd médon —
,honkonformnak” szamitott. A kombina-
torikdhoz valo akkori retrograd viszony
kovetkezményeit még ma is nyodgjik, a
kozépiskolai tananyag még ma sem igazan
1ép tul azon a hiedelmen, hogy a kombina-
torika tanitasa a skatulyaelv legegyszeriibb
formdinak, majd a variacid, a kombinacid
¢és a permutacio fogalmanak és képleteinek
megtanitasaval letudhat6. Jaglomék kony-
vében viszont — s a valddi kombinatorikai
szemléletiinknek ez felel meg — béven sze-
repelnek példaul a kombinatorikai geomet-
riabdl vett feladatok is. (BOven szerepel-
nek a binomialis egyiitthatokra vonatkozo
feladatok is — ezek igy dnmagukban kissé
szaraznak tlinnek. Ezt ellensulyozza, hogy
tobb ilyen Osszefliggést a nalunk kevésbé
ismert faktorialis binomidlis tételbdl ve-
zetnek le a szerzok.)

A két Jaglom

S most még egy pillanatra visszatérve a mult-
ba és a ,,Jaglom” névhez: 1. M. Jaglom nevét
nalunk az \n. ,,Skljarszkij-Csencov-Jaglom”
feladatgytijtemény-sor tette ismertté. A hi-
res feladatgyljtemények valahogy igy jottek
sorba idében: a(z Eotvos, majd 1945 utan)
Kiirschak-versenyek feladatait és megolda-
sait tartalmazé Kiirschdk—Neukomm-Ha-
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jos—Suranyi-féle Matematikai versenytéte-
lek, aztan az orszagos kozépiskolai mate-
matikai versenyek évente-kétévente meg-
jelend ismertetései, s utana jottek ezek
a szovjet feladatgylijtemények, amelye-
ket néha csak Skljarszkijként, néha csak
Csencov—Jaglomként emlegettek. (A ma-
gyar Wikipédia ma sem tud egyik névrdl
sem!) Jo ideig e felsoroltak voltak a leg-
szinvonalasabb verseny-felkészité feladat-
gyljtemények. Az sem csupan legenda volt,
hogy aki a Skljarszkij—Csencov—Jaglom fel-
adatait ,,végigcsinalja”, annak jo6 esélye van
az OKTV-n az elsé tizbe keriilni. Kevésbé
kozismert Iszaak Mojszejevics Jaglomnak
egy masik, magyarul is megjelent kényve,
A Galilei-elv és egy nemeuklideszi geomet-
ria. A most — tobb, mint hatvan év késéssel
— magyarul megjelent feladatgytijteményt
azonban nem egy, hanem két Jaglom jegyzi,
atyai neviik alapjan is lathatéan testvérpar-
rol, valdjaban ikerparrdl van szo. Itt tehat
az ikerpar matematikailag stlyosabb ,,ma-
sik” tagja is tarsszerzd (s ennek felel meg
a feladatok némelyikének ,,stlyossaga” is).
Mint a fordito, Schultz Gyorgy is megjegy-
zi el@szavaban, a kotet feladatainak jo része
mas felosztasban szerepelt egy, a mi idonk-
ben hasznalt, az Elemi matematika cimet

visel§ egyetemi jegyzetsorozat IV. és V. ko-
tetében, ez a két jegyzet azonban ma mar
nehezen elérhetd.

A cimrol

A kotet cime tehat: Nem elemi felada-
tok elemi tdrgyaldsban. Es valoban sok
olyan feladatot taldlunk a konyvben, ame-
lyet még ma sem neveznénk eleminek. Igy
példaul a befejezd részben a szerzok rész-
letesen ismertetik Csebisev hires tételeit a
primszamok eloszlasarol és Mertensnek a
primszamok reciprokdsszegeivel kapcsola-
tos tételeit. Utdbbiakat nalunk név nélkiil
szoktak kozolni és bizonyitani. Mar itt is
latszik a cim problematikus volta: Csebisev
és Mertens tételei ,,sulyos” tételek, csak ko-
moly megszoritasokkal nevezhetdk ,,feladat-
nak”. Ennek megfeleléen a masodik részben
kaptak helyet, amely maguk a szerzék sze-
rint sem tekintendok feladatgyiijteménynek.
Eppen ezért mindenképp érdemes ezeknél
eldszor a konyv végén talalhatd Gtmutata-
sokat elolvasni: a bizonyitas alapdtleteit itt
foglaljak Ossze a szerzok. Magaban a rész-
letesen kiirt megoldasban a technikai sza-
molasokat részletezik, innen az igazi Gtletek
nehezen volnanak kiolvashatok. Csebisev
lathatdan — és tegylik hozza: joggal — a szer-
76k kedvencei kozé tartozik: kiilon fejezet-
ben foglalkoznak a legkisebb abszolutértékii
polinomokrol sz6l16 tételével.

A cim a masik oldalrol is problémas
ma. A kotetben nagy hangsullyal szere-
pel a valoszinliségszamitas; ennek elemeit
Jaglomék részletesen ismertetik a feladat-
sor elétt. Ma mar meglepddiink, hogy hany
itt szerepld fogalom és feladat szamitott a
konyv megjelenésének idején ,,nem elemi-
nek”. Nalunk sem volt mas a helyzet: az 6t-
venes években mifelénk még arr6l sem le-
hetett sz0, hogy a valdsziniiségszamitasnak
legalabb az elemei szerepeljenck a kdzépis-
kolakban. Tudtommal csak a hatvanas évek-
ben indult el egyaltalan a kiizdelem ezeknek
az iskolai oktatasba valo felvételéért. Az
eredmény féloldalas: ma szerepel ugyan né-
mi valdszinliségszamitas a tananyagban, de
a statisztikaval dsszemosva €s egyoldaltian
csupan kombinatorikai szemlélet alapjan.
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A Kiirschak—Neumann—Haj6s—Suranyi-féle
Matematikai versenytételek I-II. kotete

Az igazi valdszinliségszamitasi szem-
Iélet meghonositasa még ma is varat
magara. (Itt utalhatok Virdg Bdlintmak
egy tavalyi tagozatos tovabbképzésen el-
hangzott eldadasara, amelyet aztan Gye-
nes Zoltannal szakkoéron ki is probal-
tunk, az eredményt lasd itt: http://www.
cs.elte.hu/~jpet/specmat/Kinai_etterem.
pdf.) Csaktigy, mint a valodi statisztikai
szemlélet meghonositasa.

Torténetileg tehat jol érthetd, hogy a
feladatgytlijtemény részletesen foglalko-
zik a valdszinliségszamitas alapelemei-
vel, olyanokkal is, amik ma mar szere-
pelnek a kozépszintli érettségi anyagban
is. S ugyanakkor ma zavarba ejtd ,,nem
elemi feladatok” kozott olvasni az itt sze-
replé feladatok jo részét. Szintén torténe-
tileg érthetd, hogy szamtalan olyan kom-
binatorika feladat szerepel, amiket ma
mar rengeteg mas feladatgy(ijteménybol
ismeriink. Igy példaul a Catalan-szamokra
vezetd feladatok hosszu soranak részle-
tes ismertetése ma mar tobb &sszefoglald
cikkben elérhet6 akar a vilaghalon is. An-
nak idején persze sem internet nem volt,
sem e feladatok nem voltak kozismertek.
Ennek megfelelden a kdtetben egyaltalan
nem szerepel a ,,Catalan-szam” kifejezés,
viszont szerepel — t6bb helyre elszorva —
néhany olyan feladat is, amelynek megol-
dasat épp a Catalan-szamok adjak.

Egy megjegyzés a ,,szamolasrol”

Meglep6 szamomra, hogy az elsé Catalan-
szamos feladat megoldasanal nem vala-
melyik elegans és szellemes ,,megfeleltetd”
megoldast mutatjak be a szerz6k, hanem egy
nagyon ,,szamolds” megoldast valasztanak. A
szamolasra altalaban is nagy hangsulyt fektet-
nek. Tobb, féleg az additiv szamelmélethez
tartozo feladat megoldasa nem tobb 1élekold
esetszétvalasztasnal — ma ilyen feladattal in-
kabb csak a kedvét lehet elvenni a didkoknak
a matematikatol. De megvan annak is a mon-
danivaldja és jelent6sége, hogy a jo matema-
tikusnak szamitd szerzok az ilyen megolda-
soktol sem riadnak vissza, inkabb csak ezek
aranyarol lehetne vitatkozni.

Integralszamitas?
Hatarértékszamitas? Topolégia?

Emlitettem, hogy egy fejezet, szintén a
nem feladatgytijteménynek szant masodik
részben, bevezeti a hatarozott integral fo-
galmat, anélkiil, hogy alaposan koriiljarna.
MindGssze a hatvanyfiiggvény és az ex-
ponencialis fliggvény hatdrozott integraljat
targyaljak. Nyilvanvalo, hogy ez tankényv-
nek kevés, viszont tényleg nem feladatgytij-
teménybe valo. Ha feltételezziik, hogy nem
tévedésbdl jarnak el igy — marpedig nehéz

A Suranyi Janos-féle I11. kotet

lenne az ellenkezdjét feltételezni a szerzok-
ol —, akkor ennek oka csakis az lehet, hogy
az utana kovetkezd szamelméleti tételek bi-
zonyitasahoz sziikségiik van az integralbecs-
lésekre. Vagyis sziikségmegoldasrol van szo.
Am ha mar sziikségiik van erre a sziikség-
megoldasra, akkor a reciprokfiiggvény in-
tegraljara bemutatjak azt a sz€p megoldast,
amelyet Simonovits Andrdas, a szerkesztd is
lelkesen emlit az elészavaban. Megfontolan-
do, hogy a kozépiskolaban az integralbecslé-
ses bizonyitasokra, példaul a harmonikus sor
aszimptotikus becslésére csak akkor keritiink
sort — ha egyaltalan, s nyilvan csak nagyon
er6s csoportokban vagy szakkoron —, ami-
kor mér az integralfogalmat aranylag alapo-
san vettiik, a jelen konyv felépitése viszont a
forditott utat sugallja. Nevezetesen azt, hogy
az ilyen bizonyitas is segithet az integralfo-
galom szervesebb megértéséhez. Szintén in-
kabb tankonyvként, mint feladatsorként ol-
vasando6 a Néhdny nevezetes hatarérték cimt
fejezet, bar Urbdn Janos Hatarértékszamitas
c. kdnyve e témaban pétolhatatlan.

Kiilon érdekesség a Topologiai feladatok
cim egy minddssze 6t feladatbol allo fejezet
¢lén. Arra szamitanank, hogy az integralsza-
mitashoz vagy a valoszinliségszamitashoz
hasonldan a topologia alapfogalmait is be-
vezetik a szerzok. Errél azonban nincs szo,
ugyanis maguk a feladatok valojaban csak
érintkeznek a topologiaval, inkabb kombina-

A Kozépiskolai Matematikai Versenyek néhany kotete
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A Skljarszkij—Csencov—
Jaglom feladatgyiijtemény
els6 kotete

torika jelleglinek mondhatdak. Az egyik itt
szereplé haromszogelési feladatot Sperner
valdban topoldgiai tételek bizonyitdsahoz
talalta, ezek a tételek azonban a kotet-
ben nem szerepelnek. Az a gyaniim, hogy
a cim inkabb a szovjet matematikai élet
,belpolitikai” vagy talan ,kiilpolitikai”
céljait szolgalta, a cim ugyanis a szerzok-
nek alkalmat nyujt ra, hogy megdicsérjék a
szovjet topologiai iskolat — és meglepd, s a
Szovjetunidban inkabb merésznek szamitd
moédon a francia topologiai iskolat is mint-
egy ,.tarsiskolaként” emelik ki.

A kotet 1954-es orosz nyelvii megjelenése
ota eltelt hat évtized miatt nagy feladat harult
nemcsak a kotet forditdjara, hanem szerkesz-
téjére is. Az akkor még megoldatlan problé-
mak egy része — igy példaul a négyszinsejtés
— azota megoldodott. Emellett meg kellett
magyarazni olyan kifejezéseket, amelyek a
szovjet rendszerrel egyiitt elmultak — pél-
daul az allamkétvények sorsolasat, aminek
nalunk a békekdlcson felelt meg —, potolnia
kellett olyan adatokat, amelyeket a szerzék
kifelejtettek. Nagy feladatot jelentett emel-
lett a rengeteg orosz nyelvii, ma nalunk elér-
hetetlen konyvre vald hivatkozas is. Ha ezek
magyarul megjelentek, akkor — talan egyediil
a magyarul csak kis példanyszamban terjesz-
tett Jaglom—Boltyanszkij: Konvex alakzatok
kivételével — a magyar kiadas szerepelteti a
magyarul elérhetd forditast. Nem szokas, és
aranytalanul nagy munka is lett volna minden
hivatkozashoz megkeresni a magyar nyelven
elérhetd ,,megfeleldjét”, ahol kdzvetlen ma-
gyar forditas nem létezik, viszont ahol volt
angol forditas, ott szerencsére ezt is idézik.

Amiért a cim ma is aktualis

Ha 6ssze akarom foglalni benyomasaimat
Jaglomék kotetérol, akkor egyrészt kétség-
telen a torténeti érdekessége. Az is vilago-
san kideriil, hogy a matematika melyik terti-
letei allnak a szerzok szivéhez igazan kozel.

De van a kétetnek aktualitasa is, ameny-
nyiben egy nagyon is létezé problémat lat
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Az Elemi matematika egyetemi jegyzetsorozat

wJaglom-Kkotetei”

és igyekszik megoldani. Ezt ugy jellemez-
hetném, hogy a kozépiskolai és az egyetemi
matematikat egy hatalmas, az oktatasban
nem mivelt, valojaban azonban nagyon is
termékeny teriilet valasztja el egymastol, a
kdotet ennek bizonyos tartomanyait igyek-
szik bejarni. Ezt jelzi a kétet cime is. Vagy
masképp megfogalmazva: van egy nagy
ugras a kozépiskolai és az egyetemi mate-
matikaoktatas kozott. Szamtalan olyan te-
riilete van a matematikanak, amit az el6bbi
szinten még nem tanitunk, az utdbbi szin-
ten mar nem, vagy ha igen, akkor épp csak
atszaguldunk rajta. Ezek a ,,gap”-ek okoz-
zék az egyetemre kertild didkok jo részé-
nek ,.tériszonyat”, ,1égszomjat”. Ezért ér-
zik sokaig levegdben 16g0 absztrakcionak
az egyetemi hallgatok az ott hallottakat.
Es ez — persze csak részben — magyarézza
az egyre nagyobb lemorzsolodast is. Nos,
Jaglomék konyve egy par ilyen ,,gap”-et
probalt athidalni a maga idején. Es ilyen
»gap’-ek ma is béven — sét, a kdzépis-
kolas oktatas folyamatos lebutitasa foly-
tan egyre inkabb — vannak, de nem min-
dig egyeznek azokkal, amelyek a kdonyv
megjelenésének idején voltak. Gondolok
itt akar a tobbvaltozos fliggvénytan, akar
a komplex fliggvénytan alapelemeire. Ta-
pasztalataink azt mutatjak, hogy ezek is
megkdzelithetéek gimnaziumi szintii fel-
adatok révén, csaklgy, mint az egysze-
riibb csoportelméleti fogalmak: utdbbi-
akkal még normal osztalyos szakkdrdn is
sokaig el lehet jutni példaul grafok és po-
liéderek automorfizmusain keresztiil, ezek
ugyanis szemléletesek, ,,megfoghatok™ a
didkoknak (lasd pl. Hegediis Palnak errdl
sz6l6 eldadasat az emlitett tovabbképzé-
sen: http://www.cs.elte.hu/~jpet/specmat/
HegedusPal.pdf). Bizonyos egyszer( test-
bévitések is szerves folytatasai lehetnek
a ma is (még) tanitott gyoktelenitésnek,
a valészinliség-szamitason beliili problé-
mara részben mar utaltam, de matematika
tagozaton a jatékelmélet elemei is élveze-
tesen tanithatok, mint azt pl. Juhdsz Istvan
kisérletei tanusitjak. Ami pedig a topolo-

Urban Janos
konyve

giat illeti, még a fundamentalis csoportok
egyszerlibb esetei is bevihetok szemléletes
,csomozasi” feladatokon keresztiil, erre
vonatkozoéan is folynak tanulsagos kisérle-
tek. Viszont minden ilyen ujitdsnak didak-
tikailag alaposan kidolgozottnak, tanulo-
baratnak kell lennie. Nem szabad engedni
a kisértésnek, hogy a tanar kdzvetlenil az
egyetemi tananyaggal ,,0ntse nyakon” a di-
akokat. Hogy ennck a veszélye fennall, ha
eddig nem-tanitott teriileteket probalunk
bevinni az drara, ennek kisértését minden
lelkes matematika tagozatos tanar — féleg
az oktatas els6 éveiben — atéli. Itt tehat to-
vabbra is folyamatos és komoly didaktikai
munkara van sziikség.

Nem véletleniil keriil szoba a matema-
tika tagozat, és nem csak azért, mert e re-
cenzio irdja maga is ott tanitott harom évti-
zedig. Az sem véletlen, hogy a kdtet elején
szerepel olyan kockaszinezési feladat, ami
éppen kozépiskolai matematika tagozatos
felvételin is szerepelt, mig a kotet végén
olyan tételeket olvasunk, amelyek koveté-
se a legjobb kozépiskolas didkok szamara
is komoly feladat. Mert az emlitett ,,gap”-
eknek a sziikitése, a kozépiskolas és egye-
temi matematika kozotti ,,.koztes” teriiletek
,bejarasa” az, amire az alapszintli oktatas-
ban nyilvan nincs id6; erre kis részben a ko-
zépiskolai emelt szintli matematikaoktatas,
de igazabol a matematika tagozat lehet al-
kalmas. Utobbiaknak eredetileg ez volna az
egyik funkcidjuk. Leginkabb tehat az er6-
sebb tagozatos didkoknak ¢és a veliik egyen-
16 szintli diakoknak, illetve az egyetemi
hallgatok koziil azoknak ajanlhat6 a konyv,
akik az itt talalhat6 témakkal akarnak beha-
tobban megismerkedni. De a kotet igazi po-
zitiv hatasa az volna, ha ihletésére a fentebb
emlitett és mas ,.koztes teriiletek” bejarasat
segitd, didaktikailag is alaposan atgondolt
tematikus kotetek sziiletnének.

(Akiva Mojszejevics Jaglom — Iszaak
Mojszejevics Jaglom: Nem elemi felada-
tok elemi targyalasban. Forditotta Schultz
Gyorgy, kontrollszerkeszté Simonovits
Andras. Typotex, 2015)
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