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ÉGI MECHANIKA

ÉRDI BÁLINT

A sárkány-konfigurációk
A sárkány-konfigurációk a négytestprobléma újonnan meghatározott megoldásai. A háromtestproblémára régóta ismert Lagrange-
megoldásokkal együtt ezek jelentik az N-test probléma eddig felfedezett egzakt analitikus megoldásait. 

A centrális konfigurációk problémája

Az N-test probléma az égi mechanika alap-
kérdése: hogyan mozog N pontszerĦ test a 
Newton-féle kölcsönös gravitációs vonzó-
erĘk hatására? A Naprendszerben az égites-
tek mozgását jó közelítéssel, ezzel a model-
lel vizsgálhatjuk. Az N=2 esetre a megoldást 
már Newton meghatározta, ennek matema-
tikai összefüggéseivel lehet leírni a bolygók 
zavartalan (más bolygók hatásától mentes) 
mozgását a Nap körül. A köztudatban ezek 
a szabályok Kepler törvényeiként ismer-
tek. N>2 esetén  már igen nagy nehézsé-
gekbe ütközünk. Annak kiszámítása, hogy a 
bolygók milyen hatással vannak egymásra, 
komoly matematikai problémákat jelent. 
Ezzel az égi mechanika egy külön terü-
lete, a perturbációszámítás foglalkozik. 
Alapjait a legnagyobb matematikusok, 
Euler, Lagrange, Laplace, Gauss fektették 
le. Ezekkel a módszerekkel olyan összefüg-
gések vezethetĘk le, melyekkel az égitestek 
mozgása a megfigyelésekkel összhangban 
írható le.  Ezek az összefüggések azonban 
nem egzaktak, csak közelítĘ jellegĦek, így az 
egyenletekben szereplĘ konstansokat idĘn-
ként módosítani kell, hogy a megfigyelések-
kel egyezĘ eredményeket kapjunk. A legér-
zékenyebb bolygó erre a Neptunusz, ennek 
mozgáselméletén nagyjából száz évenként 
kell kicsit módosítani. (Érdemes megemlí-
teni, hogy egy bolygó mozgáselmélete több 
száz tagból álló egyenleteket jelent, de ez is 
csak közelítés.)  

A probléma gyökere az, hogy az N-test 
probléma N≥3 esetén nem integrálható. N=2 
esetén minden lehetséges kezdĘfeltételre 
(kezdeti hely- és sebességkoordinátákra) meg 
tudjuk mondani, mi fog történni. N>2 esetén 
azonban általában ez nem lehetséges, nincse-
nek olyan egzakt összefüggések, melyekbĘl 
bármely kezdĘfeltételre meg tudnánk mon-
dani, milyen pálya fog létrejönni. A XIX. szá-
zad végén H. Poincaré francia matematikus 
bizonyította be, hogy a háromtestprobléma 
nem integrálható. Arra is rámutatott, hogy a 
háromtestproblémában igen „vad” pályák is 
kialakulhatnak, megtéve ezzel a kezdĘlépése-
ket a ma „divatos” káoszelmélet felé. 

A kaotikus jelenségek vizsgálata napjaink 
égi mechanikájának egyik kulcsfontosságú 
területe. Az égitestek mozgásának a Kepler-

törvények által sugallt óramĦszerĦ pontossá-
ga egyáltalán nem teljesül, a Naprendszerben 
lépten-nyomon kaotikus viselkedési formákra 
bukkanunk. A káoszelmélet alapjául szolgá-
ló Kolmogorov–Arnold–Moser-tétel szerint 
minden nem lineáris, legalább két szabadsági 
fokú dinamikai rendszerben reguláris moz-
gások mellett kaotikus trajektóriák is lehetsé-
gesek. A káosz olyan helyeken lép fel, ahol a 
mozgás igen érzékeny a kezdĘfeltételek kis 
változásaira. Ekkor az egymáshoz igen közeli 
pontokból kiinduló trajektóriák exponenciáli-
san távolodnak egymástól (a kaotikus vi-
selkedést éppen ezzel a jelenséggel defi-
niáljuk). Kaotikus tartományban a megol-
dást nem lehet pontosan kiszámítani sem 
analitikus, sem numerikus eszközökkel. 
(ElĘbbi esetben a megoldást jelentĘ vég-
telen sorok divergensek lesznek, míg a nu-
merikus megoldásnál a numerikus integrá-
lás hibája nĘ exponenciálisan.) Kaotikus 
tartományban a pályák kaotikusságának 
mértékét lehet csak jelezni különféle mé-
rĘszámokkal. Rövidebb-hosszabb távon a 
káosz minden égitest mozgását befolyá-
solja. Legnyilvánvalóbb példa a kaotikus 
viselkedésre a Szaturnusz egyik szabályta-
lan, kisméretĦ holdjának, a Hyperionnak a 
kaotikus rotációja, mely a pályamenti ke-
ringés és a tengelyforgás kölcsönhatásából 
származik, és amely már néhány hónapos 
idĘskálán jelentkezik.

J. Laskar francia 
csillagász szerint a 
Naprendszerben a bel-
sĘ bolygók mozgása is 
kaotikus. Ez azt jelenti, 
hogy például ha a Föld 
valamelyik helykoor-
dinátájában 10 méteres 
hibát vétünk, másképp 
fogalmazva két Földet 
indítunk el 10 méte-
res különbséggel, ak-
kor 100 millió év múl-
va ezek 150 millió km-
re lesznek egymástól. 
(A vizsgálatok azt mu-
tatják, hogy az expo-
nenciális hibaterjedés 
miatt a bolygók moz-
gásának numerikus in-
tegrálással való pontos 

nyomon követése csak mintegy 20 millió év-
re lehetséges.) Szintén Laskar nevéhez fĦzĘ-
dik az a széles körben ismert eredmény, hogy 
a Hold szerepet játszhatott a földi élet kiala-
kulásában azáltal, hogy jelenlétével stabili-
zálja a Föld tengelyforgását. A Hold nélkül 
felborulna a földi éghajlat, a forgástengely 
dĘlésszögének kaotikus ingadozása miatt.

Az említettek fényében nagy jelentĘségĦ 
az N-test probléma centrális konfigurációi-
nak vizsgálata. Egy nem integrálható problé-
ma esetén a periodikus megoldások jelenthe-
tik az egyedüli egzakt megoldásokat, melyek 
tetszĘlegesen hosszú ideig érvényesek, ezek 
mintegy kirajzolják a probléma csontvázát. 
A centrális konfigurációk speciális periodikus 
megoldások. Centrális konfiguráció akkor jön 
létre, ha minden egyes testre ható eredĘ erĘ át-
megy a rendszer tömegközéppontján. Ekkor a 
testek mindegyike a tömegközépponthoz ké-
pest Kepler-féle mozgást végez. A mozgás 
során a testek konfigurációja állandó, a testek 
által formált alakzat foroghat és méretét vál-
toztathatja, ám mindig önmagához hasonló 
marad. Donald G. Saari amerikai matemati-
kus a centrális konfigurációkat a XXI. század 
problémájának nevezi. Szerinte ahhoz, hogy 
egy probléma ezt a minĘsítést kiérdemelje, 
három feltétel szükséges: legyen alapvetĘ je-
lentĘségĦ, nehéz legyen megoldani, amit az 
jelez, hogy sok kiváló elme kudarcot vallott 
vele, és a probléma lényege könnyen megért-

1. ábra. A Lagrange-pontok. P
1
 (pl. a Nap) és P

2
 (pl. a 

Föld) mellé egy harmadik P
3
 testet (pl. egy Ħrszondát) az 

L
i
 pontok valamelyikébe kell elhelyezni, hogy Lagrange-

megoldás jöjjön létre
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hetĘ legyen a nem szakemberek számára is. 
A centrális konfigurációk problémája ilyen. 

Ugyanakkor a probléma nem új. N=3 
esetére a centrális konfigurációkat már rég-
óta ismerjük. 1767-ben L. Euler felfedez-
te, hogy három test mozoghat úgy, hogy 
közben mindig egy egyenes fektethetĘ raj-
tuk keresztül, ezek az egyenes vonalú Eu-
ler-megoldások. 1772-ben Lagrange általá-
nosabban megmutatta, hogy a három Eu-
ler-féle eset mellett három test úgy is cent-
rális konfigurációt alkothat, hogy közben 
egyenlĘ oldalú háromszögek csúcsaiban he-
lyezkednek el. Ez két további esetet jelent. 
A háromtestproblémában tehát öt centrális 
konfiguráció létezik, ezeket Lagrange általá-
nosabb tárgyalásmódja miatt Lagrange-meg-
oldásoknak nevezik. Az 1. ábrán ezeket az 
L

i
 pontok jelölik. A P

1
, P

2
 testek mellé P3-at 

az L
i
 pontok valamelyikébe kell tenni, hogy 

Lagrange-megoldás jöjjön létre. A tömegek 
tetszĘlegesek lehetnek. P

1
 és P

2
 helyzeté-

nek ismeretében az L
4
 és L5 pontok helyzete 

egyértelmĦ, azonban a probléma nehézségé-
re jellemzĘ, hogy az L

1
, L

2
, L3 pontok hely-

zetét egy-egy ötödfokú algebrai egyenletbĘl 
kell kiszámítani. A megoldás a helykoor-
dinátákra tehát egyedül a Lagrange-féle 
háromszög-megoldások esetén explicit.  A 
testeket a megfelelĘ pozícióba helyezve, 
és ezeknek olyan kezdĘsebességet adva, 
melynek nagysága a tömegközépponttól 
számított távolsággal arányos, iránya pe-
dig minden test esetén a helyvektor irá-
nyával azonos szöget zár be, a három test 
centrális konfigurációnak megfelelĘ moz-
gást fog végezni.

N≥4 esetén az egyenlĘ tömegeket tar-
talmazó szimmetrikus elrendezéseken kí-
vül keveset tudunk a centrális konfigurá-
ciókról.  N=4 esetén egy térbeli megoldás 
létezik, négy egyenlĘ tömeg egy szabályos 
tetraéder csúcsaiban elhelyezkedve alkothat 
centrális konfigurációt. Az N-test problémá-
ban a centrális konfigurációk fontos szerepet 
játszanak. Kimutatták, hogy tömegpontok üt-
közésekor a rendszer centrális konfiguráció 
felé tart (ez lehet úgy, hogy minden tömeg-

pont ugyanazon idĘ-
pontban egy pont-
ba esik össze, vagy 
ugyanazon idĘpont-
ban több különbözĘ 
pontba). MásfelĘl a 
végsĘ mozgások is 
(egyre növekvĘ idĘ-
tartamokra) centrális 
konfigurációk felé 
tartanak. Ha minden 
testnek azonos lenne 
a szögsebessége, és 
így a rendszer merev 
testként forogna, ak-
kor is centrális kon-
figuráció valósulna 
meg. Maxwell (aki 

ekkor már elektromágneses kutatásain dolgo-
zott) 1855-ben így magyarázta a Szaturnusz 
gyĦrĦinek stabilitását (a gyĦrĦk azonos tö-
megĦ sziklákból vagy holdakból állnak, me-
lyek egyenletesen oszla-
nak el a gyĦrĦk men-
tén), és ezzel elnyerte az 
Adams-díjat (amit J. C. 
Adams tiszteletére alapí-
tottak, aki U. J. Leverrier 
mellett szintén elĘre je-
lezte az új bolygót, a 
Neptunuszt). A centrá-
lis konfigurációknak te-
hát alapvetĘ szerepük 
van az N-test rendsze-
rek viselkedésének meg-
értésében, és a részered-
mények is fontosak le-
hetnek. S. Smale ameri-
kai matematikus a XXI. 
század legfontosabb 
matematikai probléma-
inak listáján szerepel-
teti annak a kérdésnek 
a vizsgálatát, hogy minden N-re véges-e a 
centrális konfigurációk száma (tetszĘleges 
tömegek mellett)?

Az utóbbi évtizedben, nem utolsósor-
ban Saari és Smale inspiráló cikkeinek ha-
tására, megújult lendülettel folyt a centrá-
lis konfigurációk kutatása, azonban csak 
részeredmények születtek, igazi áttörés 
nem következett be.

Tengely szimmetrikus centrális kon-
figurációk a négytest problémában

Ennek a problémakörnek a vizsgálatához 
járultunk hozzá a Celestial Mechanics and 
Dynamical Astronomy folyóiratban meg-
jelent cikkünkkel (Érdi és Czirják 2016). 
Ebben teljes megoldást adtunk a síkbeli 
négytestprobléma centrális konfigurációi-
nak problémájára egy olyan  szimmetrikus 
esetben, amikor két test tömege egyenlĘ, a 
másik két test pedig az elsĘ kettĘt össze-

kötĘ szakasz felezĘ merĘleges egyenesén, 
mint szimmetriatengelyen foglal helyet. A 
négy test tehát egy deltoid csúcsait alkot-
ja, innen ered a sárkány-konfiguráció elne-
vezés. A két egyenlĘ tömeg szimmetriku-
san helyezkedik el a szimmetriatengelyhez 
viszonyítva. (Léteznek más szimmetrikus 
konfigurációk is, amikor két-két egyenlĘ 
tömeg egy szimmetrikus trapéz csúcsait al-
kotja, ezeket azonban nem vizsgáltuk.) A 
megoldás lényege az, hogy a szimmetria-
tengelyen elhelyezkedĘ testek pozícióját a 
külsĘ testekhez képest szögkoordináták ad-
ják, és ezek egyszerĦ analitikus kifejezései 
szolgáltatják azokat a tömegeket, melyek-
kel az adott konfiguráció centrális lesz.  A 
derékszögĦ helykoordinátákra és a töme-
gekre levezetett egyszerĦ egyenletek expli-
cit, egzakt analitikus megoldásokat jelente-
nek a négytestproblémára. Érdemes ezt az-
zal összevetni, hogy a háromtestprobléma 
Lagrange-megoldásai közül csak a három-

szög-megoldások explicitek, ekkor tud-
juk pontosan a testek koordinátáit, már 
az egyenesvonalú megoldások esetében is, 
mint korábban említettük, egy-egy ötödfo-
kú algebrai egyenletet kell megoldani a tes-
tek koordinátáinak meghatározásához.

A centrális konfigurációk vizsgálatakor a 
fĘ nehézséget az okozza, hogy az eredĘ erĘk 
centralitását kifejezĘ egyenletekben az isme-
retlenek (a koordináták és a tömegek) igen 
bonyolultan vannak jelen, törtkifejezések ne-
vezĘinek törtkitevĘjĦ hatványaiban. Az eddi-
gi vizsgálatokban ezt úgy próbálták áthidalni, 
hogy ismeretlennek a testek közti távolságo-
kat és a testek, mint csúcsok által meghatáro-
zott háromszögek területeit tekintették a koor-
dináták helyett. Ez az út azonban igen bonyo-
lult egyenletekre vezetett, melyeknek vizsgá-
lata még numerikusan is nehéznek bizonyult. 
Az áttörést az az ötlet hozta meg, hogy a szög-
koordináták bevezetésével a nevezĘk egysze-
rĦvé, és a tömegektĘl függetlenné váltak, ez 
pedig megnyitotta az utat az inverz probléma 
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3. ábra. A konvex esetben az A test szögkoordinátája 30-60 fok, 
a B testé 15-60 fok között változhat. Az A test helyzetét rögzítve 

a B test egy széles tartományban változtathatja helyét, ezt az 
ábrán a szaggatott kék vonalak jelzik

2. ábra. A sárkány-alakzatok. Balra a konvex, középen és jobbra 
az elsĘ, illetve második konkáv konfiguráció. E és E’ az egyenlĘ 

tömegĦ testeket jelölik, Į és ȕ az A , illetve B test szögkoordinátája. 
A C pont az E, E’, A testek tömegközéppontját jelöli
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vizsgálatához: nem azt kell nézni, hogy adott 
tömegeket hova kell elhelyezni, hanem azt, 
hogy adott helyhez milyen tömegek tartoz-
nak. Inverz problémákat korábban is vizsgál-
tak, de azok éppen olyan bonyolultak voltak, 

mint a direkt problémák. A szögkoordináták 
bevezetésével azonban az inverz probléma 
egyszerĦvé válik, a tömegekre egyszerĦ má-
sodfokú egyenletek adódnak, melyekre anali-
tikus megoldás vezethetĘ le (mivel az együtt-
hatók a szögek trigonometrikus függvényei, 
a levezetés sok ötletet igényel).  EzekbĘl az 
analitikus megoldásokból a teljes probléma 
feltérképezhetĘ, minden lehetséges konfigu-
rációt meg lehet adni. (Ez jól mutatja az ana-
litikus megoldások elĘnyét a numerikusokkal 
szemben: a numerikus megoldás mindig csak 
egy részmegoldást jelent, az analitikus pedig 
az összeset megadja.)

AlapvetĘen háromféle sárkány-konfigu-
ráció létezik, egy konvex, amikor a négy test 
konvex deltoidot alkot (a szimmetriaten-
gelyen lévĘ testek a két egyenlĘ tömeget 
összekötĘ szakasz két oldalán helyezked-
nek el), és két konkáv, amikor a testek a 
szimmetriatengelyen az egyenlĘ tömegek-
hez képest egy oldalon vannak. A két kon-
káv esetet az különbözteti meg, hogy a két 
egyenlĘ tömegĦ test (E és E’) és a szim-
metriatengelyen lévĘ külsĘ test (A) közös 
tömegközéppontjához (C) képest a negye-
dik testet (B) hova helyezzük (C-hez képest 
„balra” vagy „jobbra”) (2. ábra). Mind-
egyik esetben a szögkoordináták csak bizo-
nyos tartományokban változhatnak (tehát a 
sárkány alakja nem lehet akármilyen), és a 
lehetséges centrális konfigurációk egyetlen 
paramétertĘl függĘ családokként írhatók 
le. A megoldás az egyes testekre az össz-
tömeghez viszonyított tömegarányokat ad, 
így egy adott konfiguráció végtelen sok tö-
meg esetén megvalósulhat, ha ezek aránya 
megfelelĘ. 

A konvex esetben az Į szög 30˚ 60 ࡳ˚, ȕ 
-közötti értékeket vehet fel oly mó- 60˚ közötti értékeket vehet fel oly mó-˚ közötti értékeket vehet fel oly mó- közötti értékeket vehet fel oly mó ˚60 ࡳ ˚-közötti értékeket vehet fel oly mó ˚60 ࡳ ˚15
don, hogy Į-t egy 30˚+ț értéknél rögzítve  ȕ 
a 30˚-ț és 30˚+2ț közti tartományban változ-˚-ț és 30˚+2ț közti tartományban változ--ț és 30˚+2ț közti tartományban változ-ț és 30˚+2ț közti tartományban változ- és 30˚+2ț közti tartományban változ-˚+2ț közti tartományban változ-+2ț közti tartományban változ-ț közti tartományban változ- közti tartományban változ-
hat, ahol ț 0˚ és 15˚ közé esik. Minden Į-hoz 

végtelen sok ȕ rendelhetĘ, te-ȕ rendelhetĘ, te- rendelhetĘ, te-
hát végtelen sok konvex konfi-
guráció létezik (3. ábra).  Egy 
adott ț-család esetén ȕ növelé-ț-család esetén ȕ növelé--család esetén ȕ növelé-ȕ növelé- növelé-
sével a tömegek úgy változnak, 
hogy kezdetben az össztömeg 
az egyik (az ábrán A-val jelölt) 
testbe koncentrálódik, majd en-
nek tömege csökken, a másiké 
(B) nĘ, míg egyenlĘkké nem 
válnak. (FeltehetĘ, hogy A a na-
gyobb tömegĦ test. Ha B töme-
ge lenne nagyobb, az a szim-
metria miatt nem jelentene új 
konvex konfigurációt.)  A család 
két-két egyenlĘ tömegbĘl álló, 
rombusz alakú konfigurációban 
végzĘdik. Ha mindkét szög 45˚, 
a konfiguráció négyzet, ekkor 
mind a négy tömeg egyenlĘ. Ha 
ț értéke 0˚-hoz közeli, B töme- értéke 0˚-hoz közeli, B töme-˚-hoz közeli, B töme--hoz közeli, B töme-
ge mindig igen kicsi, határeset-
ben pedig (ț=0˚-ra) a konfigurá-ț=0˚-ra) a konfigurá-=0˚-ra) a konfigurá-˚-ra) a konfigurá--ra) a konfigurá-

ció átmegy a Lagrange-féle szabályos három-
szög megoldásba (B tömege 0 lesz, a többi 
három test alkotja a háromszöget).

Az elsĘ konkáv esetben Į 45˚–60˚, 
ȕ 0˚–30  ̊közötti értékeket vehet fel úgy, hogy 
Į-t 45˚+ț-nál rögzítve ȕ 0˚-2ț között változhat 
(ț mind a konvex, mind a konkáv esetekben 

0˚–15˚ közti érték lehet) (4. ábra). Egy 
adott ț-család esetén a tömegek úgy változ-ț-család esetén a tömegek úgy változ--család esetén a tömegek úgy változ-
nak, hogy az A test tömege 0-ról indulva ȕ 
növekedésével elér egy maximumot, majd le-

csökken 0-ra. B tömege egy minimális érték-
rĘl indul, mely ȕ növekedésével 1-hez 
tart. B kezdeti minimális értéke ț-tól 
függ, 1-tĘl indul (ț=0˚) majd ț növeke-ț=0˚) majd ț növeke-=0˚) majd ț növeke-˚) majd ț növeke-) majd ț növeke-ț növeke- növeke-
désével csökken és 0-hoz tart. Minden 
családnál a kiinduló konfiguráció egy 
Euler–Lagrange-féle egyenesvonalú megol-
dás, melyet a két egyenlĘ tömegĦ test és B 
valósít meg, hiszen A tömege 0.

A második konkáv esetben Į 60˚– 75˚ 
ȕ 30˚– 60˚közötti értékeket vehet fel úgy, 
hogy Į-t 60˚+ț-nál rögzítve ȕ 30˚+2ț és 
60˚ között változhat (5. ábra). Egy adott 
ț-család esetén az A test tömege hasonló-család esetén az A test tömege hasonló-
an változik, mint az elsĘ konkáv esetben. 
B tömegének változása azonban ellentétes, 
értéke 1-rĘl indul és ȕ növekedésével egy 
minimális értékhez tart. Ez a minimum ț 
növekedésével 1-rĘl csökken 0-ra. Minden 
családnál a befejezĘ konfiguráció egy Lag-
range-féle háromszög-megoldás, mely a két 
egyenlĘ tömegĦ testbĘl és B-bĘl áll.

A konkáv konfigurációk egy speciális ese-
te az Į=60˚, ȕ=30˚ elrendezés. Ekkor B a má-Į=60˚, ȕ=30˚ elrendezés. Ekkor B a má-=60˚, ȕ=30˚ elrendezés. Ekkor B a má-˚, ȕ=30˚ elrendezés. Ekkor B a má-, ȕ=30˚ elrendezés. Ekkor B a má-ȕ=30˚ elrendezés. Ekkor B a má-=30˚ elrendezés. Ekkor B a má-˚ elrendezés. Ekkor B a má-elrendezés. Ekkor B a má-
sik három test által alkotott háromszög súly-
pontjában van, és mivel ezek jelen esetben 
egyenlĘ tömegĦek, a súlypont tömegközép-
pont is. A tömegközéppontban helyet foglal-
va B tömege tetszĘleges lehet, így az is elĘ-
fordulhat, hogy mind a négy tömeg egyenlĘ, 
vagy B tömege igen nagy, a másik háromé pe-
dig igen kicsi (lásd Maxwell és a Szaturnusz-
gyĦrĦk). Négy egyenlĘ tömeg esetén egyéb-
ként három konfiguráció lehetséges. Egyrészt 
a már említett, két szabályos eset (négyszög és 
egyenlĘ oldalú háromszög), míg a harmadik 
megoldást az Į=61˚,18 ȕ=33˚,04 (közelítĘ) 
értékeknél kapjuk.

Mit hoz a jövĘ?

Mint látható, a sárkány-konfigurációk igen 
változatosak, melyek határesetként tartalmaz-
zák a háromtestprobléma Lagrange-féle meg-
oldásait is. Megismerésük egy olyan terület-
re nyújtott betekintést, mely korábban is-
meretlen volt. Ez azonban csak a kezdet, 

a kapott megoldás szé-
les távlatokat nyit a to-
vábbi kutatások számá-
ra. Jelenleg nem látha-
tó pontosan, hogy ezek 
milyen irányokban foly-
tatódnak, néhány példát 
azonban lehet említeni. 
Nem tudjuk még, milye-
nek a stabilitási viszo-
nyok, melyek a stabil 
és instabil konfiguráci-
ók. Érdekesek lehetnek 
az egyensúlyi pontok 
körüli mozgások is. A 
sárkány-konfigurációk 
kiindulópontot jelent-
hetnek a centrális kon-

figurációk további eseteinek vizsgálata 
számára, akár négy, akár több test esetén. 
Talán Ħrhajózási alkalmazások is lehetsé-
gesek lesznek.. A jövĘt illetĘen érdemes 
a Lagrange-megoldások példáját feleleve-
níteni.

Több mint 130 év telt már el a Lagrange-
megoldások megtalálása után, amikor 1906-
ban M. Wolf Heidelbergben felfedezett egy 

4. ábra. Az elsĘ konkáv esetben az A test 
szögkoordinátája 45–60 fok, a B testé 0–30 fok 

között változhat. Itt is A minden helyzetéhez a B 
pozícióinak egy kiterjedt tartománya tartozik

5. ábra. A második konkáv esetben az A test 
szögkoordinátája 60–75 fok, a B testé 30–60 fok 

közötti értékeket vehet fel. Az A és B testek pozíciói a 
korábbiakhoz hasonló módon változnak
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szokatlanul távoli kisbolygót, melyet röviddel 
késĘbb C. Charlier, a kor neves égi mechaniku-
sa a Nap–Jupiter-rendszer L

4
 Lagrange-pontja 

közelében mozgó égitestként azonosított. 
A kisbolygó az Achilles nevet kapta, és ez 
lett az elsĘ természetben elĘforduló példa 
a Lagrange-megoldásokra, egyben az elsĘ 
ismert képviselĘje a trójai kisbolygók ma 
már több, mint 6000 tagot  számláló család-
jának (2016. májusi adat: 4084 L

4
 és 2201 

L5 körüli kisbolygó kering  a Nap–Jupiter-
rendszerben). A nagybolygók többségének 
van trójai kísérĘje: a Földnek egy (a 2010 
TK7 jelĦ kisbolygó az L

4
 körül), a Marsnak 

négy, az Uránusznak egy, a Neptunusznak 
12 ilyen útitársa van  (a trójai elnevezés arra 
utal, hogy ezen kisbolygók egy részét a trójai 
háború szereplĘirĘl nevezték el). A Szaturnusz 
esetében trójai kisbolygót még nem találtak, 

ám holdjai közül a Dione-nek egy, a Tethys-
nek két trójai társa van. Az exobolygók eseté-
ben is napirenden szerepel a trójai exobolygók 
vagy holdak utáni kutatás, s bár ilyet még nem 
találtak, sok cikk foglalkozik kimutatásuk le-
hetséges módszereivel. A Lagrange-megol-
dások tehát a gyakorlati csillagászati vo-
natkozásokban fontos szerephez jutottak.

A Lagrange-megoldások egy másik al-
kalmazása az Ħrkutatással kapcsolatos. A 
Nap–Föld- rendszerben az L

1
 és L

2
 Lag-

range-pontok (melyek mintegy 1,5 mil-
lió km-re vannak a FöldtĘl a Nap irányá-
ban, illetve a Földnek a Nappal átelle-
nes oldalán) Ħrobszervatóriumok helyéül 
szolgálhatnak.  Az L

1
 pontból elĘnyös a 

Nap–Föld-rendszer megfigyelése (példa-
ként lehet említeni az ISEE–3, ACE, SO-
HO, LISA Pathfinder mĦholdakat, utóbbi 
gravitációs kutatással foglalkozik), az L

2
 

pont pedig Ħrobszervatóriumok telepíté-
sére alkalmas a nagy látómezĘ miatt (in-
nen nézve a Nap, Föld, Hold közel egy 
irányban látszik). Ismert példák a WMAP, 
a Herschel- és a Gaia Ħrtávcsövek, illet-
ve a tervezett James Webb-Ħrteleszkóp és 
a PLATO. Valójában ezek az Ħreszközök 
az L

1
 és L

2
 pontok körüli kváziperiodikus 

pályákon keringenek, melyeket idĘnként 
korrigálni kell.

Az L
1
 és L

2
 pontok instabilak, így vég-

telen sok pályán lehet e pontok felé eljutni, 
illetve onnan eltávozni (ezek kapcsolatban 
állnak a Poincaré-féle „vad” pályákkal), 

és igen kis energiaráfordítással lehet egyik 
pályáról a másikra áttérni. A Lagrange-
pontok tehát a minimális energiájú pályák 
lehetĘségét kínálják, cserébe azonban a 
menetidĘ igen hosszú. A gyakorlatban is 
használják már a bolygóközi szupersztrá-
dát (ITN=Interplanetary Transport Net-
work). A NASA Genesis szondája 2001-
tĘl 2 évig a Nap–Föld-rendszer L

1
 pontja 

körül gyĦjtötte a napszél anyagát, majd 
átirányították az L

2
 pontba, végül vissza-

tért a Földre. 2003–2006-ban az ESA ion-
hajtómĦves SMART–1 szondája a Föld–
Hold-rendszerben használta ki az L

1
 és L

2
 

pontokhoz kapcsolódó minimális energiá-
jú pályák által nyújtott elĘnyöket.

A sárkány-konfigurációk lehetséges alkal-
mazásainak feltárása a jövĘ feladata. I
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 ÉGI MECHANIKA

A SMART–1 szonda

Elhunyt Fülöp Lajos
Június 5-én, vasárnap délután, életének 96. évében elhunyt Lajos bácsi, aki 1985 és 
2005 között volt a Természet Világa tervezĘszerkesztĘje. ė formálta igazi szakértelem-
mel, szeretĘ gondossággal folyóiratunk írásait, képeit egységgé. Olyan tervezĘszerkesz-
tĘ volt, aki el is olvasta a tördelésre kezébe adott cikkeket.

MĦveltségével, bölcs emberségével minket is formált, a lap olvasószerkesztĘit. Példát 
adott munkabírásával, derĦjével, szakmaszeretetével. A megküzdött, nehéz élete alakít-
hatta ilyen nemessé.

1920. szeptember 20-án született Maroskeresztúron. 1921-ben, családjukat kiutasították 
Romániából. Szüleivel és Margit nĘvérével együtt közel egy évig vagonban éltek, míg végül 
Kaposváron telepedtek le. A Csurgói Református FĘreál Gimnáziumban érettségizett, 1940-
ben. A II. világháborúban orvostanhallgatóként egészségügyi szolgálatot teljesített.

    A háború után nem folytathatta egyetemi tanulmányait, megélhetési okokból mun-   A háború után nem folytathatta egyetemi tanulmányait, megélhetési okokból mun-
kát kellett vállalnia. A Geofizikai Intézetnél helyezkedett el, segédkutatói munkakörben. 
Itt ismerte meg feleségét is, akivel 55 éven át éltek boldog házasságban.

 1964-tĘl a NĘk Lapja tördelĘszerkesztĘje lett. Munkáját még számos ifjúsági lap és az 
Élet és Tudomány számai is Ęrzik. 1984-ben nyugdíjas lett, a munkát azonban nem hagyta 
abba. Ezután még húsz évig volt fontos láncszeme a Természet Világát építĘ közösségnek.

Munkáját több kitüntetéssel is jutalmazták: többszörös Kiváló Dolgozó, a Munka Ér-
demrend ezüst fokozatának birtokosa, a TIT elnöke pedig 2000-ben a társulat Aranyko-
szorús Jelvénye elismerésben részesítette magas színvonalú munkájáért. Nyolcvan éves 
volt akkor, és még öt évig dolgozott a Természet Világáért. Nevét, munkája eredményét 
örökre megĘrzik lapszámaink.

          S. GY. Múlt évben még köszöntöttük


