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Komplex kalandozasok
Fried Ervin emlékére

nemrég elhunyt Fried Ervin professzorral valo kapcsola-
A;om végigkisérte palyafutasomat: az egyetemen tobb éven

at tanitott az algebra kiilonboz6 fejezeteire, majd végzés
utan hosszt ideig vezettem gyakorlatokat az el6adasaihoz, késdbb
tanszékvezetoként a fonokom volt. Diakkal, kollégaval, beosztot-
tal egyarant mindig kedvesen, kdzvetlentil viselkedett, érdekelték
az emberek problémai és véleménye, szivesen beszélgetett nem
csak matematikai témakrol.

Evfolyamunk egyik kedvenc oktatéja volt. Nem kész anyagot
kozolt veliink, hanem minket is maximalisan bevont a gondolko-
dasi, alkotasi folyamatba; késobb elmesélte, hogy ezt a modszert
Turan Paltol (a XX. szazad egyik legnagyobb magyar matemati-
kusatol) tanulta. Gyakran kérdezte az orakon (mikdzben a foly-
ton kioldodo cip6fiizdjét igazitotta), hogy ,,most mire gondo-
lok?”’, és mi megprobaltuk kitalalni, milyen Gjabb matematikai
kérdés adodik az éppen bizonyitott tétel kapcsan, vagy milyen
ujabb otlettel lehetne megoldani egy-egy nehezebb problémat,
esetleg szabad asszocidcioval vetettiink fel tovabbi matematikai
kérdéseket. Azt is megtanultuk, hogy altalaban nemcsak egyfé-
leképpen lehet tovabbhaladni, hanem sokszor tobb iranyban is
lehet és érdemes elindulni, szabad elkalandozni, és szamos eset-
ben kozdsen jartunk be ilyen kitéréket.

Fried Ervin szelleméhez hiven most ilyen csapongoé kalando-
zésra invitdlom az Olvasot, éspedig az altala mivelt és oktatott
algebra egyik fontos épitokovébal, a komplex szamokbol kiindul-
va. Kénnyebb ¢s nehezebb problémakat fogok bemutatni a mate-
matika kiilonbo6z6 teriileteirdl, koziiliik tobbnek 1atszolag semmi
koze sincs a komplex szamokhoz, mégis a természetes kezelési
modjuk ehhez a szamkorhoz kotédik. A jobb érthetdség és a 1é-
nyeges gondolatok kiemelése kedvéért le kell mondanunk a teljes
precizitasrol és az aprolékos formalis levezetésekrol, de reméljiik,
hogy mindezért karpotlast nydjtanak majd az ut soran szerzett
sz¢p szellemi élmények.

A komplex szamok olyan «+bi alaka kifejezések, ahol a
és b valos szamok, és ezekkel ,értelemszeriien” végezziik a mii-
veleteket, az egyetlen szamolasi szabaly, amit meg kell jegyez-
ni, hogy i*>=—1. Tehat példaul (3+5i)+ (—2+8i)=1+13i,
T { St ™ k I's b Oszta-
ni is tudunk: (3+5i)/(—2+8i) esetén a nevezOben az 7-t a —1
négyzetgyokének képzelve gyoktelenitiink:

3+5i  (345i)(—2-8i)
—2+8 (—-2+8)(-2—8)
34—-34i 1 1.

=——==-——i.

68 2 2

A komplex szamok sziiletése a matematikatorténet egy ér-
dekes fejezetéhez kapcsolodik. A masodfoku egyenlet kozép-
iskolaban tanult (és utalt) megoldoképletét 1ényegében mar a
babiloniak is ismerték majdnem 4000 évvel ezel6tt, azonban
a harmadfokt egyenlet sokaig ellenallt a probalkozasoknak.
Végiil 1535-ben Tartaglia talalta meg a ma Cardano-képletnek
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nevezett formulat: az o3 + px + ¢ = 0 harmadfoku egyenlet
megoldasat az

ol e X GO ERORC)

képlet adja. Példaul az 2° + 152 — 124 = 0 egyenlet megoldésa

Y62+ V22T B + 62— 6+ (B =

= J62+63+362_63=5-—1=4.

Ha azonban az (z—1)(z—2)(z+3)=2>-T2+6=0
egyenletre probaljuk alkalmazni a képletet, akkor az nem miko-
dik, mert a négyzetgyokjel alatt negativ szam all, mikdzben az
egyenletnek jol lathatdan harom megoldasa is van. Ha azonban
az a + by/—1 alaku valamikkel megprobalunk értelemszertien
szamolni, akkor a képlet alapjan is megkapjuk a megoldasokat.
fgy sziilettek meg (a gyanakvo ellenallast csak lassan legy6zve) a
komplex szamok. Vegyiik észre, hogy itt egy valos szamokra vo-
natkozo feladatrdl volt szo, ahol az egyenlet gyokei is valos sza-
mok; mégis a megoldashoz a komplex szamok segitségével tud-
tunk eljutni.

Kezdjik kalandozasunkat egy egyszerli szamelméle-
ti feladattal: mutassuk meg, hogy ha két pozitiv egész szam
mindegyike felirhato két négyzetszam Osszegeként, akkor
ez a szorzatukra is igaz. Itt egy egyszerti kozépiskolas triik-
kel is boldogulhatunk. Ha k = a?+b% és m = c* + d*, akkor
km = (ac)? + (bd)? + (ad)? + (be)?.

Csempéssziik be itt a 2abed  tagot az els6 két négyzetszam kozé
negativ, az utolsé két négyzetszam kozé pedig pozitiv eldjellel, ekkor
km = (ac — bd)? + (ad + bc)? adddik, amivel az allitast belattuk.

Nézziik most, hogyan hasznalhatok a komplex szamok ezen
feladat megoldasahoz. Az osztasnal, a nevezd gyoktelenitésénél
az (u+wvi)(u—vi) = u®> +v? azonossag segitett, most is ennek
alapjan kapjuk, hogy

km = (a? +b%)(c? + d?) = (a + bi)(c + di)(a — bi)(c — di) =
= ((ac — bd) + (ad + be)i)((ac — bd) — (ad + be)i) = (ac — bd)? + (ad + be)?

Erdemes megjegyezni, hogy kettd helyett hirom négyzetszam
Osszegére nem érvényes hasonld Allitas: pl. 3 = 12 + 12 + 12
5 = 0% + 12 4 22, azonban 3 - 5 = 15 nem all el6 harom négy-
zetszam Osszegeként (miért?). Ha tovabb noveljiik a tagszamot, ak-
kor latszolag érdektelenné valik a probléma, mivel Lagrange neveze-
tes tétele szerint minden pozitiv egész (és igy barmely két egész szor-
zata is) felirhaté négy négyzetszam Osszegeként. Azonban nagyon is
érdekes kérdéshez jutunk, ha egy kicsit atfogalmazzuk az eddigieket.

Két tag esetén az

(a® 4+ b*)( + d*) = (ac — bd)? + (ad + bc)? 1)
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azonossag volt a megoldas kulcsa. Ehhez hasonl6 azonossag harom
tag esetén mar nem allhat fenn, hiszen akkor ebbe a megfeleld ér-
tékeket behelyettesitve a 3 - 5 = 15 is harom négyzetszam Gssze-
ge lenne. Altalanosan azt kérdezhetjitk, hogy milyen tagszdm esetén
lesz érvényes ilyen tipusi azonossag. Négy tag esetén ismét pozi-
tiv a valasz:

(a2+b2+02+d2)(A2+BZ+CQ+D2):
= (@A +bB + cC +dD)? + (aB — bA + cD — dC)*+
+ (aC — cA—bD +dB)* + (aD —dA+bC — cB)*. (2)

Eztaz(1)-néljovalbonyolultabbegyenldséget persze abeszorzasok
elvégzésével egyszerlien bebizonyithatjuk, azonban az igazi kér-
dés az, hogyan lehetett a dologra rajonni. Ebben a komplex szamok
bizonyos értelmil kiterjesztéseként bevezetett a + bi + ¢j + dk
alaka un. kvaterniok segitenek, a miiveletek megfeleld értelme-
zésével kapott (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) = a® + b + 2 + d?
azonossag a kulcs (2) ,.kitalalasahoz”. Ujabb ,,duplazassal” kide-
riil, hogy nyolc tagra is fennall (1)-gyel és (2)-vel analog Ossze-
fliggés. Meglepd mddon ezzel vége is van a lehetdségeknek, mert
bebizonyithatd, hogy (1,) 2, 4 és 8 az dsszes tagszam, amelyre ér-
vényes ilyen jellegli azonossag.

n
Masodik feladatunk az ( /;) (olvasd 7 alatt a %) binomialis egyiitt-
hatoval kapcsolatos. Ennek jelentése, hogy egy 7 elemii halmaznak
hany % elemt részhalmaza van.

Példaul 3 = 6, mertaz {a, b, ¢, d} négyelemii halmaznak 6 két-
elemii részhalmaza van: {a, b}, {a, c}, {a,d}, {b,c},{b,d}, {c, d}.
Nem tul nehéz <Z> -ra egy altalanos képletet levezetni, de erre nem

lesz sziikségiink. Az elnevezés a kéttagl 6sszeg hatvanyozasara vo-
natkoz6 un. binomidlis tételbdl szarmazik:

N N () SO

Ugyanis az n-tényezés (a + b)(a +b)...(a + b) szorzat ki-
szamolasanal minden lehetséges modon kell mindegyik zarojeles
tényez6bdl az egyik tagot véve ezeket Osszeszorozni, majd az igy
kapott n-tényezds szorzatokat dsszeadni. Ha & zardjelbdl vesziink
D-t és a tobbi n—k zarojelbdl a-t, akkor ilyen a™ *b* tagot annyifé-
leképpen kapunk, ahanyféleképpen a b-ket vehetjiik az egyes zarod-
jelekbdl, azaz ahany /& elemti részhalmaza van az n darab (a+b)-b6l
4116 halmaznak. Igy a™ %1 egyiitthatoja valoban <Z>

Ha (3)-ba a=b=1-et helyettesitiink, akkor a binomialis
egyiitthatok 6sszegére a

n n n
21 =l e 1

azonossagot nyerjiik. Ez egyébként a binomialis tétel nélkiil
is igazolhat6, hiszen mindkét oldalon egy 7 elemi halmaz
Osszes részhalmazainak a szama all; a bal oldalon ez onnan
adodik, hogy mind az n elemnél egymastél fliggetleniil vagy
,,bevalasztjuk™ azt az elemet a részhalmazba, vagy sem, tehat ez
2-2-...-2 = 2" lehetOséget jelent a részhalmazok képzésére.
Ha most (3)-baa = 1, b = —1-et helyettesitiink, akkor a binomialis
egyiitthatok valtakozo eljelll 6sszegére (n > 1 esetén)

@)
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adodik. Kicsit tovabblépve most az

() (eer ()

valtakoz6 eldjeli dsszeget szeretnénk kiszdmitani. Itt megint a
komplex szamok segitenek, mégpedig az (1 + i)™ kétféle kisza-
mitasa. A (3) binomialis tétel alapjan

(1+z‘)”:1+<T>i+(g>z‘2+...+in. (5)

Szamoljuk ki 7 hatvanyait; i2 = —1, i = (—=1)i = —i, i* =1,
i% =i, i = —1 stb., azaz az 7 hatvanyai négyes periodus szerint
rendre az 1,7, —1, —i értékeket veszik fel. Ezt (5)-be beirva

o= (- (0)-6) () (- () -

adodik, azaz (1 +:)"-t A+ Bi alakban irva 4 éppen a (4)-beli
Osszeg. Ha tehat A + Bi-t valahogy mashogy kdzvetlentil is meg
tudjuk hatarozni, akkor megkapjuk, hogy a (4) dsszeg értéke ép-
pen ez az A. Vegyiik észre, hogy (1 + )% = 2i, tehat

(1 ol 7;)2771 — Qmim’ és igy
(1 + ,L')2m+l - lem(] + Z) — 9m;m + 2mi7n+1,
ahonnan (14 4)" = A 4+ Bi barmely n-re konnyen adodik.

Pl. n = 2013 esetén
1+ i)2013 — 910061006 | 91006,2007 _ _ 91006 _ 91006,

)

azaz a (4) osszeg értéke n = 2013-ra —21006,

Vegyiik észre, hogy a (4) 6sszegben csak valds (sot egész) sza-
mok szerepelnek, az 4-ra kapott képlet is egész szdm, a megol-
das kulcsa mégis az volt, hogy kdzben kiléptiink a komplex sza-
mok korébe.

A komplex szamokat a sik pontjaiként vagy vektorokként is
felfoghatjuk, az 4 + Bi komplex szam megfelel az (A4, B) koor-
dinataju pontnak, illetve vektornak a szokéasos (Descartes-féle)
koordinata-rendszerben. Gyakran hasznosabb, ha ezt a vektort
(nem a két koordinatajaval, hanem) a hosszaval (vagy abszolut
értékével) és az a-tengely pozitiv feléhez képest mért iranyitott
(vagy forgés)szogével jellemezziik. Példaul ekkor a —37 hossza
3, a szoge —90 fok, a — 1+ 7 hossza V2, a szoge 135 fok. A szog
nem teljesen egyértelmil, mert ha valahanyszor 360 fokot ,kor-
beforgunk™, akkor ugyanahhoz a vektorhoz jutunk, igy példaul a
—37 szogének a 270 vagy —450 fokot is vehetjiik, de ez nem okoz
problémat. A 0-nak értelemszeriien nincs szoge.

Ha az A+B¢ nem nulla komplex szam hossza 7 és (egyik) szo-
ge a, akkor a szogfliggvények definicidja alapjan kénnyen ado-
dik, hogy A+ Bi = r(cosa +isina), ez a komplex szam un. tri-
gonometrikus alakja (az A + Bi pedig az algebrai alak). A trigo-
nometrikus alak nagyon kedvez6 a szorzas elvégzésénél: ekkor a
hosszak Gsszeszorzodnak, a szogek pedig 6sszeadodnak(!). Igy
n-edik hatvanyra emelésnél a hosszat n-edik hatvanyra emeljiik,
a szoget pedig n-nel szorozzuk(!). (Azaz a szog ugy viselkedik,
mint egy hatvanykitevd, és mélyebb matematikai eszkozokkel
megmutathato, hogy valoban ez a helyzet.) Példaul ennek alapjan
konnyebben kiszamolhattuk volna (1 +7)" -t:

+1)" = cos4d” +1sin4d = (cos(4on)” + vsin(4on
il 7 \/5 45° i sin 45°))" \/En 45n)° i sin(45m)°

A fentiek alapjan példaul egyszerti eljarast kapunk arra, hogyan
lehet mondjuk cos(5x)-et a cos x-szel kifejezni. Ez a trigonomet-
rikus eszk6zokkel nagyon faradsagos és cstinya feladat lenne, leg-
alabb haromszor kellene a cos(a + ) = ... és

125



MATEMATIKA

sin(a + 3) = ... Osszegzési képleteket alkalmazni, hogy a
2z, 3z, majd végil az 5z = 2z + 3z szog megfeleld szog-
fliggvényeit megkapjuk.

Nézziikk, hogyan segitenek itt a komplex szamok. Legyen
z = cosx + isinz, ekkor 2° = cos(bz)+isin(bx), tehat
cos(5z) a 2° valds része. Ha most 2°-t a binomialis tétellel is ki-
szamoljuk, akkor a valos részre
(cosz)® — 10(cos z)3(sin x)? + 5 cos z(sinz)* adodik, és a
(sinx)? = 1 — (cosx)? azonossag alapjan megszabadulhatunk a
(csak paros hatvanyon eléforduld) sin z-t6l.

A szamelméleti, kombinatorikai és trigonometrikai alkalma-
zasok utan nézzilink egy szép geometriai feladatot: Mennyi az
egységnyi sugaru korbe irt szabalyos n-szog valamelyik csu-
csabol huzott dsszes atld és oldal hosszanak a szorzata?

Ha n=4, akkor egy egységnyi sugari korbe irt négyzet-
ben két oldal és egy atld hosszanak a szorzatardl van szd, ami
(v2)- (V2) -2 = 4. Ha n=3, akkor egy megfeleld szabalyos ha-
romsz0g két oldalhosszanak a szorzata 3. Ezen példak alapjan
csak nagyon félve merjilk megfogalmazni azt a dobbenetes sej-
tést, hogy n-szdg esetén a szoban forgo (n—1 tényezds) szorzat
értéke n.

A bizonyitashoz sziikségiink lesz az 2™ = 1 egyenletnek
a komplex szamok korében vett megoldasaira, ezeket hivjuk
n-edik egységgyokoknek. A wy = cos(360k/n)° + isin(360k/n)°,
k = 1,2,...,nszamokat  n-edik  hatvanyra  emelve
wy = cos(360k)° + isin(360k)° = 1, azaz ezek megoldasai az
z™ — 1 egyenletnek. Mivel egy n-edfoku egyenletnek legfeljebb
n megoldasa lehet, ezért ez az dsszes megoldas. Ennek alapjan
felirhatjuk az =™ — 1 = (z — w1 )(x — w2) ... (v — w,) azonos-
sagot, az tn. gyoktényezds alakot.

Térjiink most vissza a szabalyos n-szogilinkhdz, és helyez-
ziik el 0gy, hogy a kdzéppontja az origd és egyik csticsa az
1 legyen. Ekkor a cstcsai éppen az n-edik egységgyokok,
az 1-bél huzott oldalak és atlok pedig az 1 —wiw vektorok,
k=1,2,...,n—1. A vektorok hossza igy |1 —ws|, azaz a
keresett szorzat S =|1—wi|- |1 —ws| ... |1 —w,_1|. Lattuk,
hogy a hosszak szorzata a szorzat hossza, igy
S — |(1 = wl)(l o wg) .o (1 — wn_l)\,

Tekintsik az f(z) = (x —wq)(x —ws2)...(x —w,—1) poli-
nomot, ekkor S =|f(1)|=n. Az f(z)-ben az 2" —1 po-
linom gydktényez6éi koziil egyediil az (z — 1) gyokténye-
z6 mnem szerepel, ezért a"—1=(x—1)f(x). Masrészt
2"—1=(z—-1)(@@" *+2"2+...41), amirdl  beszorzis-
sal egyszerlien meggy6zédhetiink. Innen kapjuk, hogy
flx)y=a"t+am 2+ . . +Lésigy S=|f(1)|=n.

Befejezésiil térjiink vissza a szamelmélethez. A rendkiviili
hatasti és matematikusként, emberként egyarant csodalatos Er-
dos Pal egyik kedvenc témakore volt a pozitiv szdmok el6alli-
tasa kiilonbozo differenciaji végtelen szamtani sorozatok, azaz
{a,a+d,a+2d,...} tipusi halmazok egyesitéseként. Ilyen
eldallitas példaul

{0,2,4,...3U{0,3,6,...}U{1,5,9,.. }U{1,7,13,.. } U {11,23,35,.. }.

Az egyik ma is megoldatlan probléma, hogy lehet-e mind-
egyik differencia paratlan, ezért Erdés 500 dollart ajanlott
fel. (Ez ma is érvényes, kozeli munkatarsa, Ron Graham
,,jotall”” Erdés dijaiért; ez nem olyan oriasi kockazat, mert
ahogy Erd6s mondta tréfabol, fél, hogy bortonbe zarjak, hi-
szen egy ilyen dij elnyeréséért olyan sokat kell dolgozni — ha
egyaltalan sikeriil megoldani a problémat —, hogy a kapott
pénz messze a minimalis Orabér alatt marad, tehat illegalis. A
legnagyobb kifizetett 6sszeg eddig 1000 dollarra ragott, ezt
Szemerédi Endre, a 2012-es év Abel-dijasa kapta mintegy 40
évvel ezeldtt.) A témakdr egy masik pénzdijas kérdése volt,
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Fried Ervin fogadasa

Az alabbi kis torténetiink Fried pro-
fesszor urral esett meg, talan 1977
telén, amikor masodéves egyetemis-
tak voltunk. Ervin tartotta nekiink a
matematikus szak reguldris algebra eldadasat. Volt az évfolya-
munkon egy diak, kiemelkedéen a legtehetségesebb koztiink,
Kollar Janos, akit Ervin mar régota felmentett a rendes orak 14-
togatasa alol.

Mindazonaltal, Jancsi mégis bejart az orakra, részint hogy
melegedjen, masrészt, hogy elkészitse az aktualis oroszora lec-
kéjét. Csendben beiilt a leghatso sorba, és észrevétlen maradt.

Igen am, de tortént egyszer, hogy mikor Ervin szépen elda-
dott valamir6l — a pontos témara mar nem emlékszem, talan va-
lamilyen gytriielméleti alapvetés lehetett —, akkor egy ovatlan
pillanatban Jancsi udvariasan, de hatarozottan megszakitotta az
eléadast és kozolte, hogy sajnos, ott a tablan, az és az, hat.... bi-
zony, sajnos, nem igaz!

Hirtelen megfagyott a levegd a tanteremben: a 1égy zimmo-
gése is hallatszott volna, ha nem télidében jarunk. Hat ilyet le-
het, ez létezik? Most mi lesz?

Ervin is megdobbent, megallt, rameredt a megkritizalt alli-
tasra, kicsit gondolkozott, majd, ragaszkodvan igazahoz, foga-
dast ajanlott Jancsinak 2 forintban (ami akkor azért még pénz
volt), hogy mégiscsak neki van igaza. Jancsi azonnal éllta is a
fogadast. Erre Ervin elkezdett csendben fel és ala sétalni a tabla
elott, fejét a foldre szegezve, mélyen elgondolkodva, mikdzben
mi fesziilt figyelemmel, siri csendben kovettiik az eseményeket.

Eltartott ez a néma fel-ala jarkalas par percig, amikor is Ervin
egyszer csak megallt, mozdulatlanna dermedt, majd néman be-
nyult a zsebébe, el6huzta a pénztarcajat, kivett beldle egy ,,bé-
last” és atdobta az évfolyam feje felett Jancsinak.

Ezutan a tdblahoz lépett és elmagyarazta nekiink, nyeretlen
kétéveseknek, hogy miért is veszitette el a fogadast.

SIMANYI NANDOR

Szerkesztéi megjegyzés: Simanyi Nandor ma a Univer-
sity of Alabama at Birmingham professzora; Kollar Janos
a Princeton University professzora, a National Academy of
Sciences (USA) és az American Mathematical Society tag-
ja, a Magyar Tudomanyos Akadémia kiilsd tagja.

lehet-e, hogy mindegyik szamtani sorozat differenciaja akar-
milyen nagy, és éppen az Erdds sziiletésének szazadik év-
forduldjara 2013 juliusaban Budapesten rendezett monstre
nemzetkdzi konferencidn jelentették be a megoldast: a valasz
nemleges.

Amit a komplex egységgyokok segitségével lehet nagyon
szépen bebizonyitani, az a kdvetkezd: ezeknek a szamtani soro-
zatoknak sziikségképpen van k6zos elemiik (a fenti példankban
a 6 tobbszordsei az elsd két sorozatnak, az 1, 13, 25 stb. a har-
madik és negyedik sorozatnak kozds elemei). Ennek a bizonyi-
tasa azonban meghaladja ennek az irasnak a kereteit.

Ezzel kalandozasunk végére értiink. A legfébb tanulsag talan
az, hogy nincs kiilon ilyen vagy olyan matematika, az egyes agak
szoros szimbidzisban élnek egymassal, és egymastol latszolag ta-
vol esé teriiletek is hatékonyan segitik egymas, ¢s igy az egész
matematika fejlddését. Erre tanitott engem Fried Ervin is, és re-
mélem, ennek egy aprocska vetiiletét sikeriilt az ¢ szellemében
tovabbadnom az Olvasénak. %*
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