MATEMATIKA

A természetes szamoktol a kvaterniokig

bben az irasban a szamfogalom bdvii-
E{‘é‘sérél irok, nem matematikusoknak,
itérve a torténeti vonatkozésokra is.

A kisebb természetes szamokat mar az 6vo-
déasok megismerik. Racionalis szamokkal az
altalanos iskola als6 tagozatosai talalkoznak.
A negativ szamokkal az én idémben csak
a 8. osztalyban ismerkedtiink meg, ma mar
korabban. Irracionalis szamokkal a kozépis-
kolaban talalkozunk, amikor kideriil, hogy
az egységoldali négyzet atloja nem irhatd
fel két természetes szdm hanyadosaként. A
komplex szdmokra minden természettudo-
manyos (¢és gyakran tarsadalomtudomanyos)
végzettségl felséfoku szakembernek sziiksé-
ge lehet. A kvaterniokat viszont inkabb csak
a ,,pihent agyt” matematikusok és fizikusok
hasznaljak. Az elmondottak zome részenként
a Wikipédiarol is letolthetd, de szamos meg-
allapitasunk elkeriilte még a nemzetkdzi hir-
nevl népszerUsitd szerzok figyelmét is, tehat
ebben az értelemben nem magatol értetédéek.

Természetes és racionalis szamok

A természetes szamok targyak felsorolasakor
keletkeznek: n=1, 2, 3,.... Nem sok magya-
razatra szorulnak, az emberiség tobb tizezer
éve hasznalja Sket. Ujabban a nulldt is ideso-
roljak. A nulla igazi matematikai talalmany,
amely meglepden késon, a kora kozépkor-
ban keletkezett. Két szerepe is van: egyrészt
az elsé nem pozitiv egész szam, masrészt a
10-edik szamjegy. Ez utdbbi szerepben lehe-
tové tette a helyértékes szamolast. (A babild-
niaiak is ismerték a helyértékeket, de nulla
hianyaban nem tudtak kiilonbséget tenni a
10 és a 100, vagy még inkabb a 60 és a 3600
kozott, hiszen 60-as rendszerben szamoltak.)
Kicsit bonyolultabbak a pozitiv racionalis
szamok, amelyek természetes szamok oszta-
sakor keletkeznek. (Vigyazat: a latinban a ra-
tio nemcsak észt, hanem hanyadost is jelent!)
Hogyan oszthatunk el két csokoladét igazsa-
gosan haromfelé? Mindegyiket megharma-
doljuk, és mindenki kap két harmadot. Itt
megjelennek az dkori egyiptomiak kedvenc
reciprokjai: az 1/n alaka szamok, és ezek
segitségével barmely racionalis szam egy
egész ¢s egy reciprok szorzataként irhatd
fel: m/n = m + 1/n. A beavatatlannak érdekes
lehet, hogy tobb kiilonbdzd reciprok 6ssze-
ge egész lehet, példaul 1/2 +1/3 +1/6 = 1.
(A hatvanas szamrendszerben ez egysze-
r(i: 30 perc + 20 perc + 10 perc = 60 perc.)
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Negativ szamok

A XVIII. szdzadban bevezetett Celsius-féle
homérsékleti skalat hasznalva ma mar a té-
véhiradokat figyel6 hatéves gyermek is ra-
johet arra, hogyha a hdmérséklet 2 fokrdl 3
fokot csokken, akkor —1 fok lesz. Az, hogy
kisebb természetes (vagy pozitiv racionalis)
szambol nagyobb természetes (vagy pozitiv
racionalis) szam is kivonhato, nem is olyan
bonyolult, azonban a kiilonc britek még ma
is inkdbb piros szammal irjak le a vesztesé-
get, mintsem hogy egy minuszjelet tegyenek
ki. Az azsiai Gtt6roktol jocskan elmaradva,
az eurdpai matematikusok a negativ szamo-
kat csak a XVI. szazadban, a komplex sza-
mokkal egyiitt fogadtik be. Es hiaba fedezte
fel 1630 kortil Descartes és Fermat az analiti-
kus geometriat, még nekik sem jutott esziik-
be a vizszintes és fliggbleges negativ félten-
gely bevezetése!

Kitérd: kivancsi vagyok, hany nem mate-
matikus képzettségli olvasé tudja megindo-
kolni, hogy miért igaz, hogy (-1) « (1) = 1.
[Két magyarazatot is adok: a) A —1-gyel valo
szorzas minden szamot a O-ra tiikrozi: 1 képe
—1, -1 képe 1. b) Szeretnénk, ha {1j szimaink-
ra is igaz lenne a disztributivitas: (@ + b) ¢ =
=ac+ bc. Haa=c=-1¢ b =1, akkor
0-D=ED-ED)-Lazaz(-1)- (=)= 1]

Irracionalis szamok

Az idérendi fejlédést atugrottuk, amikor ki-
hagytuk az irraciondlis szamokat. Most po-
toljuk a hidnyt. A gérog fénykorban (i.e. V.
szazad koriil) a bolcsek mar nemcsak tud-
tak, hanem bizonyitottak is, hogy az egy-
ségoldalu négyzet atloja nem irhatd fol két
természetes szam hanyadosaként. Példaul
ha 1000 stadion lenne a négyzet oldala, ak-
kor az atloja 1 414 és 1 415 stadion kozott
lenne. (Erdekes, hogy a babiloniaiaknak
ez esziilkben sem jutott, de csodalatos
szamolastechnikajuknak kdszonhetéen —
mai irasmodban — 5 tizedes jegy pontossag-
gal meghataroztak ezt a szamot: 1,41422..)
Emlékeztetiink a klasszikus bizonyitasra:
indirekt ton tegyiik fol az allitas ellenkezo-
jét: V2 =m/n, ahol m és n természetes szam,
1-nél nagyobb kozds osztd nélkiil. Ekkor
négyzetre emelve az egyenléséget és ren-
dezve: 2 n* = m?. Ebbdl kovetkezik, hogy m
paros, majd hogy n is paros, azaz legalabb a
2 koz0s osztojuk, s ez ellentmondas. El kell

mondanunk, hogy ez a felfedezés nagyon
nagy nehézségeket okozott a szabatossagra
torekvo gordg matematikusoknak, és csak a
XIX. szazad masodik felében talaltadk meg a
modern matematikusok a megoldast.

Ujabb kitér: a fizedes tértek. Ma mar a
legtobb orszagban a legtobb fizikai és pénz-
gyl mértékegység a tizes szamrendszeren
alapul, és ennek természetes folyoméanya a ti-
zedes tort. Ha 1 km = 1000 m, akkor 1 m =
=0,001 km. De nem igy volt ezer évig! 1585
elott csak a raciondlis szamokkal dolgoztak,
és meég par évvel ezelott is a felezéses logika
rabjaként bankarok a szazalékok 1/16-odaban
mérték a kamatlabakat. Csak a szamitogépek
kényszeritették ki a tizedes tortek, bocsanat,
a bazispontok hasznalatat. 1585 6ta irunk 1/4
helyett 0,25-ot, és kozelitjiik az 1/3-ot 0,333-
mal. De 1972-ig kellett varni, hogy a brit
pénzegység megszabaduljon a 12-es és 20-as
valtastol. Csak 41 éve szoritotta ki az 1 font =
= 20 schilling és 1 schilling =12 penny szor-
nytiséget az 1 font = 100 penny.

Altalanos iskolabol ismert, hogy kétféle
tizedes tort létezik: véges és végtelen. Az el-
sére példa az 1/2 = 0,5, a masodikra az 1/3 =
=0,333.... vagy 1/7 = 0,142856.. . (Sajnos,
a véges tizedes tortek is felirhatok végtelen
alakban: 1/2 =0,4999... , de ez nem okoz
igazi zavart.) Latszolag semmi gond sincs a
végtelen tizedes tortekkel, de matematikailag
szabatos leirasuk a matematikusok beliigye.

Komplex szamok

Elérkeztiink a komplex szamokhoz, amelyek-
rél szamos olvasd most hall el6szor, legalabb
is érdemben. Mindenekel6tt felelevenitjiik
az x> + p x + ¢ = 0 (¢ nem 0) masodfoka
egyenletet. Tobb ezer éve ismert a masod-
foku egyenlet megoldd képlete. Megenged-
ve a negativ egyiitthatokat és gyokoket, és
feltéve, hogy a D = p? — 4 ¢ diszkriminans
nem negativ, két valos gyokot kapunk; x, , =
=(p+ VD)2. (D=0 esetén azx ,=—p /2
gyokot kettésnek nevezziik.)

De mi torténik, ha a diszkriminans nega-
tiv: D = p* — 4 g < 0? Nézziik elészor a leg-
egyszerlibb esetet, amikor x> + 1 = 0! Torté-
netietlen moédon azt mondhatnank, hogy aho-
gyan az x + 1 = 0 egyenlet gydkének nevez-
ziik a —1-et, ugyanigy az x> + 1 = 0 egyenlet
gydkeinek nevezziik az i = V—1-et és ellen-
tettjét, a —i = —/—1-et. Tehat akarmit jelent-
sen is ez a képzetesnek nevezett gyok, a négy-
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zete —1: # =—1. Ugyanigy (—i)* = (-1)* =—1.
De hat valos (racionalis vagy irracionalis)
szam négyzete nem lehet negativ! Igen, de
mi kilépiink a valos szamok korébol, és be-
vezetjiik a komplex szamokat.

Nagyon rovidre fogva népszeriisitd be-
vezetésiinket: legyen x és y két valos szam,
amelybdl a z = x + iy komplex szamot képez-
ziik: x a valos rész és y a képzetes rész. El6-
szOr megadjuk az Osszeadasi szabalyt:

haz'=x"+1iy,
akkor z+ z" = (x+ x")+ i(y+y) .

Bonyolultabb a szorzasi szabaly, de
ugyanugy jarhatunk el, mint korabban a
(—=1)* =1 definialasakor, csak most az
(a +b)c+d)=ac + bc + ad + bd kép-

letet alkalmazzuk és felhasznaljuk, hogy
?=-1:

zZ’=@x+iy)(x+iy)=xx"+Hyx +ixy +
HPyy =@y -xy)tiQy+xy).

Ekkor minden masodfoka egyenletnek
két megoldasa van, vagy 2 valos vagy 2
komplex. Valoban, ha D =p? — 4 ¢ <0, ak-
korz ,=(p+i V(=D))/2. Viszonylag kony-
nyen belathato, hogy e két gyok egymasnak
az y = 0 vizszintes tengelyre vett tiikorke-
pe, (miiszoval: konjugadltja): ha z, = x, + iy,
akkor z, = x — iy,. A gyokok és egyiittha-
tok jol ismert Osszefiiggése szerint dssze-
giik is, szorzatuk is valés: z, + z, = —p és
z,z,=¢.

Erdemes megemliteni, hogy a komplex
szamok korében nemcsak 6sszeadni (kivon-
ni) és szorozni tudunk, hanem osztani is, s6t
hatvanyozni is, ennek részletezését azonban
az olvasora hagyjuk. Hasonloan belathato a
komplex gyokdk tiikortulajdonsaga a valos
egylitthatoju harmadfokt és magasabb fo-
ku egyenletekre: ha egy komplex szam gyo-
ke az egyenletnek, akkor tiikorképe is gyok.

Csak a XIX. szazad elején mondtak ki
a matematikusok, hogy a komplex szamok
sikbeli vektoroknak is tekintheték, amelyek-
re azonban nemcsak az 0sszeadas, hanem a
szorzas is értelmezve van. Képletben:

x+tiy=(xy).

A tOrténeti Gt azonban egészen mas volt!
Annak idején senkit sem érdekelt 5Gnmagaban
az olyan masodfoku egyenletek megoldasa,
amelyeknek a gyoke nem valdsak. A kozép-
kori boleseket nagyon is érdekelte a harmad-
foku egyenletek megoldasa, amelyeknek mai
alakja: x* + px® +gx + r=0,rnem 0. De a
XVI. szazadig senki sem tudta, hogyan lehet
megoldani 6ket. Ekkor tobb észak-italiai gon-
dolkod6 megtalalta a megoldast. Mas irasok
élvezetesen leirjak a kalandos torténetet, mi
azonban csak azt hangsulyozzuk, hogy ami-
kor mindharom gyok valds, akkor a levezetett
gyokképlet sziikségképpen komplex szamo-
kon keresztiil adja meg a valos megoldast. Itt
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mar nem lehetett olyan kibuvot keresni, mint
a masodfoku egyenletnél! Be kellett vezetni a
komplex szamokat!

A tudosok sokaig nem értették meg, hogy
a komplex szamok éppen olyan értelmes
szamok, mint a valos szdmok, de a gyakor-
lati alkalmazasok sikere végiil is elsopdrte a
filozofiai ellenallast.

Kitéréként megemlitjiik, hogy a negyedfo-
ku egyenlet megoldd képlete hasonloképpen
levezethet6, mint a harmadfokué, és felfede-
zése is gyorsan kovette elodjét. Az Stodfoka
egyenlet azonban ellenallt a probalkozasok-
nak, és csak a XIX. szazad elején deriilt ki,
hogy algebrailag dltaldban nem is oldhatd
meg. (Specidlis esetekben azonban igen: pél-
daul az x* = 1 6tédfoku egyenlet 4 nem valds
komplex gyoke a 4 darab 6todrendl egység-
gyok.) Gyakorlati jelentdsége mar a harmad-
foku egyenlet megoldasanak sem volt, hiszen
numerikus megoldashoz numerikus kozelito
modszerekre van sziikség, amilyeneket mar

az emlitett babiloniaiak is alkalmaztak a V2

kiszamitasara. A kérdés elméleti jelentdsége
azonban oOriasi volt, hiszen ennek kdszonhet-
jik a modern algebra, példaul a csoportelmeé-
let sziiletését. Es itt sem csupan elméleti kér-
désrdl van sz0, hiszen a modern fizika is bdsé-
gesen merit ezekbdl a modszerekbol.

Még egy megjegyzés. A harmadfo-
ka egyenletek megoldasa eldtt csak pozitiv
egylitthatoji egyenletek pozitiv megoldasat
keresték. Ezért a masodfoku egyenletet sem
a fenti modon irtak fol, hanem a kovetkezd
két alakban 1.) x* + p x = ¢ alakban, és ekkor
egy pozitiv gyok van; 2.) x> + ¢ = p x alak-
ban, amikor két pozitiv gydk is 1étezhet. De
ez az esetszétvalasztas reménytelenné valt a
harmadfoki egyenlet esetében, ezért inkabb
bevezették a negativ szamokat.

Kvaterniok

Elérkeztink utunk utols6 allomasahoz, a
kvaterniokhoz. William R. Hamilton ir szar-
mazasu fizikus és matematikus (a mechani-
ka és az optika egyik legnagyobb miiveldje)
szerette volna a kétdimenzios komplex sza-
mokat haromdimenziosra altalanositani. So-
kaig eredményteleniil probalkozott, amikor is
1843. oktober 16-an egy séta soran megtalalta
a megoldast, igaz, harom helyett négy dimen-
zidban. Legyen az i képzetes gyokhodz hason-
l6an aj és a k is ilyen gyok, a kovetkezo tulaj-
donsagokkal: 2 = j* = i?= —1, kiegészitve az
ij =k, ji =— k stb. tulajdonsagokkal. Figye-
lem: a kvaternidkra mar nem igaz a szorzas
kommutativitasa (felcserélhetdség): ij = —ji !

Az i, j, k alapelemekre vonatkoz6 szorza-
si szabaly megértésében segithet a két térbeli
vektor vektorialis szorzatanak korvonalaza-
sa, ezt a matematikusok mellett a fizikusok
is hasznaljak, példaul a forgatonyomaték de-
finidlasakor. Képletben: az a = (a,, a,, a,) és

ab = (b, b, b,) vektor vektoridlis szorzata
axb=(ab,~ab,ab —ab,ab,—ab).
A képletbodl konnyi belatni, hogy a x b =
= — b x q, tehat két vektor vektorialis szor-
zasa nem kommutativ miivelet! Elsd latas-
ra furcsa lehet az is, hogy ha egy vektort
onmagaval szorzunk vektoridlisan, akkor
nullat kapunk: a x a = 0.

Visszatérve kvaternidinkhoz, az ij = k,
Jji =— k stb. szabalyokat ugy lehet szemléle-
tesen elképzelni, mint az els6 két térbeli egy-
ségvektor vektorialis szorzatat. De a hasonlat
santit, mert 2= —1, mig példaul az i-nek meg-
felelé az (1, 0, 0) egységvektor dnmagaval
vett vektorszorzata 0.

Tetszoleges kvaterniot felirhatunk

z=a+bi+c¢ +dk

alakban. Az dsszeadas egyszertien elemen-
ként értendd, de a szorzas definialdsahoz mar
16 tagot kellene 6sszevonnunk, ettdl eltekin-
tiink. (Egyébkeént itt 1ép be a haromdimenzi-
0s vektorok skalaris és vektorialis szorzata,
a fizikai alkalmazas alapja, lasd Wikipédia).
Megjegyezziik, hogy kvaterniokkal éppen
ugy lehet osztani is, mint a valos vagy komp-
lex szamokkal, csak kiilonbséget kell tenni a
balrol és a jobbrol osztas kozott. Kiilon érde-
kesség, hogy a haromdimenzids fizikai alkal-
mazéasokban a négy 0sszetevo koziil épp a va-
16s Gsszetevét hagyjuk el.

Torténelmi adalék, hogy Hamilton ha-
talmas kiizdelmet folytatott a kvaterniok el-
ismertetésért. Barmilyen nagy tudds volt
egyébként, ebben valdsziniileg tévedett: a
kvaterniok hasznossdga mindmaig messze el-
marad a komplex szamokétol.

Osszegzés

Rovid irasunkban kozépiskolds szinten be-
mutattuk a szamkorok fokozatos kialakulasat.
Az egyszerli természetes €s racionalis sza-
moktol viszonylag gyorsan eljutottunk a ne-
gativ és az irracionalis szamokig. A komplex
szamokhoz vezet6 utat mar csak vazoltuk, és
a kvaterniokrol csak éppen megemlékeztiink.
Aki a kérdéskor teljes leirasara kivancsi, an-
nak tobb tucat oldalt kell elolvasnia.

A modern, axiomatikus leiras azt hangsu-
lyozza, hogy a bemutatott szamkordk elvben
elménk sziileményei, bar szorosabb vagy la-
zabb kapcsolatban allnak a természettel. Meg
kell adnunk az illetd struktira axiomait, és
meg kell konstrudlni a struktira reprezenta-
cigjat. Ilyen értelemben a képzetes szdmok
ugyanolyan realisak, mint a valés szamok
vagy forditva: a valos szamok ugyanolyan
imaginariusak, mint a képzetes szamok. A
nem matematikus olvasd szamara elegendd,
ha lesziiri magéanak: a legegyszertibbnek lat-
sz6 dolgok sem olyan egyszertiek, mint gon-
dolja; de a legbonyolultabb dolgok is valami-
lyen szinten elmagyarazhatok. o
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