HAGEN ANDRAS

A haboruk modellezése
Matematika a hadviselésben

A 2022-es évben az ukranok €s az oroszok ko6zotti kommunikacios habort valds konf-
liktussa alakult. Az oroszok szambeli és technikai folényét tobbé-kevésbé sikeriilt
Ukrajnanak kivédenie. De vajon milyen technikaval mit alkalmaztak az ukranok az
oroszokkal szemben, hogy sikeres legyen a honvédé habortjuk. Nem elég a nyugati ha-
ditechnikai segitség, mert azt a nagy szamok térvénye értelmében az oroszok feliilirndk.

Az emberiség torténetében mar voltak nagy emberaldozatot kdveteld csatak, ¢€s ezek
felhasznalasaval matematikai formaba 6ntotték a multban alkalmazott harcaszati model-
leket. A kovetkezékben ezeket fogom ismertetni.

A nagy emberaldozatot koveteld haborikban célszeri matematikai uton eldrejelzést
késziteni a csata alakuldsardl. A Lanchester-féle (1913) négyzetes térvény a mai hadvi-
selésnek azt a jellemzdjét tiikrozi, hogy egy harcold egység sok ellenséggel végezhet,
mikdzben egyszerre tobb oldalrdl tamadjak. Ha a kozelharcban minden katona csak
egy katonaval harcol, akkor nem érvényesiil a négyzetes torvény. Abban az esetben,
ha a kozelharc dsszecsapashoz hasonlit, ahol a tamadok kiizdenek az ellenféllel szem-
ben, akkor érvényesiil a szabaly.

Lanchester-féle alapmodellbdl kiindulva Willard és Fain modelljeikben a kisebb
harctéri csapatok Osszecsapasat tartjak fontosnak. Ugyancsak a Lanchester-modellbol
kiindulva a Gerilla-modell 1ényege a ,,rejtézk6d6” partizan hadviselés (irregularis),
amelyet a Willard-, és a Fain-modellhez hasonldan nagy létszamu hadsereggel nem le-
het végezni.

A Kevert-modellt 6tvozték a Gerilla-, és Lanchester-modellel. E modellben a fronta-
lis 6sszecsapast erdltetd hadseregek és a Gerilla harcmodort (irregularis erék) gyakorld
csapatok matematikai tulajdonsagait mutatja be.

(A modellezés torténete) Kozel 1914 6ta tartjak fontosnak a harcaszati vezet6k a mate-
matikai modellek bevezetését a fegyveres konfliktusokba. Fredrick William Lanchester
matematikai eszkozokkel kezdte tanulmanyozni, hogyan lehet kapcsolodo feladatok
sorozatait a leghatékonyabban megoldani, amivel matematikai bepillantdst nyerhetiink
a haboru szinhazaba. Lanchester az elsé elemzését 1916-ban allitotta fel, amelyek olyan
egyszeril matematikai egyenl6tlenségeket mutatnak meg két hadsereg kozotti Gsszecsapas-
rol, amelyeket katonai stratégiai szakérték napjainkban is figyelembe vesznek. A masodik
vilaghaboru alatt az amerikai légierd alkalmazta Lanchester modelljét, annak ellenére,
hogy a modell mitkddési hatasfoka igen alacsony volt.

A digitalis szamitogépek hoditasaval egyre bonyolultabb Lanchester-tipusu differen-
cial modelleket fejlesztettek ki (Bonder 1981), azonban ezeknek a modelleknek a hatul-
itéje volt az, hogy nem rogzitette a sok, nem szamszertsitheté szempontokat a harcté-
ren. De mindennek az alapja Lanchester egyszerii megfigyelése. Olyan érdekes dolgok
deriiltek ki, amelyek megkonnyitették az egyre kifinomultabb modellezést.

Ezt a modellt célszerii alkalmazni annak érdekében, hogy elkeriiljik a nagy veszte-
séget. A legjobb harcészati taktika az, ha a katonai miiveletet tigy tervezziik meg, hogy
a megfelel6 mennyiségli katona teljesiti a missziot. A taktika arra is vonatkozik, hogy
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megfelelden legyen elosztva az ember- és hadianyag is, ezzel is jobb mindségi harci erd
alakul ki. Mivel a harci er6 relativ, ezért célszerti a taktikaba beleszamitani az egység erd
aranyat is, amivel véghez lehet vinni a kiildetést.

Tudni szeretnék, hogyan valtozik a harcban allo felek egységeinek alakulasa az idd
muldsaval. Az egységek lehetnek példaul katonak, tankok vagy agyuk. Lanchester
még két hatékonysagot mérd valtozot is bevezetett, azokra az egységekre, amelyeket
az ellenfél képes elpusztitani. Feltételezte, hogy az egységek fogyasa mindkét oldalon
aranyos a szemben all6 egységek szamaval és hatékonysagaval. E szisztémaval képet
kaphatunk az egységiink létszamarol, vagyis, hogy sziikséges e erdsités ahhoz, hogy
elvégezze katonai egységiink a missziot.

Lanchester-féle modell
Lanchester modelljének célja az emberveszteség lemorzsolodasanak dinamikus model-
lezése. Ennek vizsgalatahoz azt vette alapul, hogy a két tabor homogén (hasonldéak a
fegyverek mindkét taborban) erdket vetett be.

Legyenek az egyik oldalon a kékek, mig a masik oldalon a pirosak. Az id6t onnan
kezdjiik mérni (¢ = 0 iddponttol) amikor 6sszecsap a két tabor. Tudni szeretnénk, hogyan
valtozik a harcban all6 felek egységeinek a szama az id6 mulasaval. Ezt K(?)-vel és P(%)-
vel jeloljik (1. abra).

K@) P

1. abra Lanchester-modell a harcban (Johnson 1989)

Lanchester még két hatékonysagmérd valtozot vezetett be. Jelolje az 1. abra alapjan
k és p azon egységek szamat, amennyit az ellenfél el tud pusztitani. Azt feltételezziik,
hogy a szembenallo egységek fogyasa mindkét oldalon aranyos a szembenallo egységek
szamaval és hatékonysagaval. Ezt leirhatjuk differencialegyenlet formajaban.

L - kxK

dt (1)
dK

— = —pxP

dt P (2)

A két egyenlet dsszevondsaval a kovetkezd osszefliggést kapjuk:
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p XP—k xK'=D 3)
ahol D allandé mennyiség.

Ez a képlet megmutatja, hogy az oldalak &sszes hadereje a benniik 1évd egységek
szamaval négyzetesen, a hatékonysagukkal pedig egyenesen aranyos. E szerint meg kell
négyszerezni egyes katonak vagy hadi eszk6zok hatékonysagat, ha az ellenfélnek két-
szer annyi egysége van. Ebbdl az is kovetkezik, hogy az ellenfél erdit kisebb csoportokra
szorjuk, illetve megakadalyozzuk, hogy ismét egységes haderd legyen.

A Lanchester-féle négyzetes torvény napjaink hadviselésének jellemzdit is tiikro-
zi. Mégpedig azt, hogy egy harcold egység sok ellenséggel végezhet, mikdzben tobb
oldalrol tamadjak. Ha olyan kozelharc alakul ki, hogy minden katona csak egy ellen-
féllel kiizd meg, akkor a végeredmény a pP és kK kozotti kiilonbségtol fiigg, nem a
pP? és kK? kozotti differencialtol. Amikor mindenki kiizd minden ellenféllel szemben,
akkor érvényesiil a négyzetes torvény. Ha az ellenfélnél van a talerd, azt el kell ke-
riilni, legalabbis abban az esetben, ha a két haderd fegyverzete ténylegesen homogén.

Nézziik meg a gyakorlatban, hogyan miikddik a négyzetes torvény. A csata kezdetén
ap, P, k és K szamokbol ki lehet szamolni a D allandot. Ha pozitiv, pP-nek mindig na-
gyobbnak kell lennie kK*-nél, és P soha nem csokkenhet nullara. A csata végén, ha az
egységek egyforman hatékonyak (p=k), a tulélok szama az egyes oldalakon 1év6 egysé-
gek négyzetének kiilonbségének négyzetgyoke lesz (Barrow 2015). Ha példaul P=3 és
K=2, akkor (32 = 5, aminek a négyzetgyoke ~) 2,24 tuléld lesz.

Willard-féle modell
A hatékony és sikeres katonai miveletek miatt szamos kutato és elemz6 foglalkozott
ezen teoria igazolasaval ¢és tovabbfejlesztésével.

Willard (1962) egy elég atfogo és id6ben is kiterjedd elemzéssel figyelte meg
Lanchester négyzetes torvényét. A szarazfoldi csatdkat vizsgalta meg 1618-t6] egészen
1905-ig bezardan. A katonai adatokbol probalt kdvetkeztetni, hogy a Lanchester-féle
modell milyen altalanos tulajdonsagat mutatja meg a csatanak.

Az elemzések soran Willard két kiillonbozo kategériaba sorolta a csatakat, amelyek
koziil az elsébe sorolta az eldcsapatok altali agressziot, mig a masodikba a megerdsitett
pozicios harcokat. A torténelmi adatok szerint Willard okfejtése ezekre a kategoridkra
épiil. Willard egyenlete a Lanchester-féle egyenletre épiil, néhany matematikai manipu-
lacidval. A kidolgozott egyenlet:

log("°) = logE +y x log("?) @

Ahol nc a kékek vesztesége, mc a pirosak vesztesége, no a kékek 1étszama az elején,
mo a pirosak szdma az elején, E a haladlozasok szamat jeldli a harc kozben, és y ez hata-
rozza meg a megfeleld torvényre hasznositott paramétert.

Willard egyenlete bizonyitja az egységek harci ereje és a sériilések (halalozasok)
kozotti aranyok kapesolatat. A gamma értékének pedig bizonyos mennyiségili atvaltasi
aranyt kell hogy adjon az elébb emlitettek esetében.

Willard feltételezte, hogy ha a csata linedris — azaz mindenki csak eggyel harcol — akkor
y =0, ha viszont szabalyos csetepaté alakul ki, akkor négyzetes torvény érvényestil
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(y = 1). Azonban feltételezése szerint egy-egy csataban nem alakul ki tisztan lineéris és
négyzetes torvény jellegi iitkozet, ezért célszerl y értékét 0 és 1 koze tenni.

A szamitasokat kovetden azt kapta, hogy az eredmény -0,27 és -0,87 koztes szama
-0,5. Azonban Willard nem értett egyet az eredménnyel. Véleménye szerint y < 0, a
sériilt csak hatraltatja az egységet, hiszen energiat von el a tobbiekt6l. Ebbol kovetke-
z6en Willard értelmezése ellenkezik Lanchester véleményével, a kisebb erdk kevesebb
veszteséget produkalasardl. Ebbdl kovetkezéen Willard munkaja mas tekintetben volt
jelentds.

Fain-féle modell
Willardot kdvetden Fain vizsgalta meg Lanchester-modelljét. Fain (1974) hatvan maso-
dik vilaghdborus szarazfoldi csatat vizsgalt meg, amelyek viszonylag rovid id6tartamu-
ak (max. 3 nap) voltak. Ervelése szerint a rovid idétartamii csatakkal sikeresebben lehet
kimutatni a Lanchester-féle modellek helyességét.

Fain logikajanak az volt az alapja, hogy az egységek harctéri eré aranya nem eléggé
leird, és nem szamolt a tobbi operativ tényezdvel, mint példaul a kibernetikai, a fizikai
¢és az erkdlcsi tényezokkel.

Fain elemezte Willard munkait, és kialakitotta a regresszios analizist, amely igy néz ki:

mo—mc

log% =logE + log

no—ne (3)

A valtozok megegyeznek a (4) egyenlettel. Fain javult Willardhoz képest, hiszen a y
értéke — 0,413 lett (DuPuy 1977).

Gerilla-modell
A bemutatott harom modellen kiviil napjainkban egy masik nagyon népszert harci mo-
dell is fontossa valt. E modellnek is az alapja a Lanchester-féle modell. Ezt modellt tigy
is nevezik, hogy ,,gerilla-modell”:

dp—{t} _ . =
i 6k X p(t) x k(t); p(0) = P (6)

k@) _ _  k(0) =
o = —op xp(t) xk(t); k(0) = K o

ahol P az els6 szamu piros egységek, p(t) operativ piros egységek ¢ idépontban, op
detekcids arany egy akcid kész piros egység és egy akcid kész kék egység kozott, K elsd
szamu kék egység, k(t) kék egységek ¢ idopontban és 6k detekcios arany egy bevethetd
kék egység és egy tetszbleges piros egység kozott (Deitchman, S. J. 1962).

Ez a modell is két homogén harctéri egységet targyal. Tovabba azt mutatja meg, hogy
az 0sszes bevetett erd képes megdlni az 6sszes miikodo egységet. Valdjaban ez a modell
a gerilla harcmodorra jellemzd, ,,ha észrevesznek, akkor halott vagy” szisztémat koveti.
Egyetlen korlatozo felismerési johet szamitasba: a felderités. A tlizerd és a harci moral
megegyezik. Ez a modell is irrealis, hiszen harci helyzetben nehéz pontos felderitést
végezni a dontd tényezok alakulasarol.

A ,.gerilla-modellre” egyforman fontos a szemben 4ll6 €s harcold felek mindsége és
mennyisége.
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Gyakran feltételezik, hogy ez egyfajta kozépértéket mutato modell. A csokkend
szamu miveleti egységek esetén romlik a logikai felépitése. Ha a szervezeti egységek
szama kevesebb lesz, akkor — tételezziik fel, hogy egynél kisebb — a modell 6sszeomlik.
Igaz az egységek szdma nem valik negativva.

Kevert-modell
A bemutatott modellek hasznosnak bizonyulnak. Napjaink harcaszati eseményei sok-
kal inkabb hasonlitanak egyik fél részér6l a Lanchester-féle modellhez és a Gerilla-
modellhez.
Igy tehat, ha keverjiik a ,,gerilla-modellt” és a Lanchester-féle modellt. A kovetkezé
matematikai kifejezést kapjuk:

O _ kK x k(t)

at p(0) =P )
PO — —6p x k(t) X p(2)
a() k(0) = K ®)

ahol P az elsé szamu piros egységek, p(t) operativ piros egységek ¢ idépontban J
detekcios arany egy akcid kész piros egység €és egy akcid kész kék egység kozott,
elsé szamu kék egység, k(t) kék egységek t idOpontban x, 6lési szam egy kék egység
szamara a pirosak ellen (Christensen, T.—Clausen, S. 1984).

E modell szintén két homogén katonai egységet targyal. Az értelmezés szerint a
pirosak nyilt terepen haladnak at és keresik a harcot a kékek ellen. A kékek védekezd
poziciobol tamadnak vissza a pirosaknak, rejtett és alcazott poziciojukbol. A pirosak
szamara az egyetlen korlatozo tényezd a felismerési arany, mig a kékek szamara a
tlizerd.

A vegyes modell a kékek szamara elsdsorban mindségi kiilonbségre hegyezi ki a
figyelmet a mennyiségbeli kiilonbség nélkiil, mig a pirosak szamara a mennyiségi €s
a mindségbeli tényezdk is egyarant fontosak.

(A modellek dsszegzése) Az elméletek 6 feladata, hogy elemezzék a harcéaszati egységek
{6 jellemzoit, mint példaul az alkalmazott eszkozoket, illetve megmutatni azok varhato
hatasat. Ezért is célszeri a hadviselés minden fazisat pontosan elemezni, ill. vizsgalni.

A bemutatott 6t modell alapja minden esetben a determinisztikus Lanchester-féle
modell. A NATO katonai egységei a Lanchester-féle — esetleg a Kevert-modellt — hasz-
naljak, bar célszerli figyelembe venni a harc alakuldsat, és ugy valasztani a meglévd
modellek koziil.

Az 6tbél harom modell alapvetéen mennyiségi emberi anyaggal szamol, mig a
Gerilla-modell alapvetden mindségbeli kiilonbséget vizsgal. A kevert modell 6tvozi a
mindségi és mennyiségi kritériumokat is a harcban.

A masodik vilaghabort soran a legnagyobb magyar veszteség a Don-kanyarban
fordult eld. Tételezziik fel, hogy mind a magyar, mind a szovjet katonai csapatok
homogének voltak. Ha megvizsgaljuk e csatat a modellek szerint, akkor arra
juthatunk, hogy a szovjetek nem katonai eszkézdkben multak feliil a magyar
katonakat, hanem mennyiségben is, azaz a Lanchester-féle négyzetes modell ér-
vényesiilt.
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Eurdpara — és koztiik hazankra is — a kevert modell az érvényes, hiszen a terroristak
(kékek) pozicié harcot vivnak az Europai Unidval (pirosakkal), és ez egészen addig
megy, amig a pirosak fel nem szamoljak a kék egységeket.

Napjainkban az egyik legaktualisabb harcaszati esemény az ukran—orosz katonai ak-
ci6. Az oroszok igyekeznek a klasszikus Willard-féle modellt alkalmazni, mig az ukran
haderd a gerilla-harcmodort és a Lanchester-féle modell 6tvozésébdl kialakitott kevert-
harcmodort alkalmazza, elég nagy sikerrel.
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