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Ízületi szöghelyzet-specifikus erődeficit és eMg 
aktivitás a quadriceps feMoris izoMban Mikrosérülést 
okozó edzést követően

Fésüs Ádám1, Fésüs Viktória2, Sebesi Balázs1, Balázs Bence1, Gáspár Balázs1, 
Varga Mátyás1, Négyesi János3, Váczi Márk1

1 Pécsi Tudományegyetem, Természettudományi Kar, Sporttudományi és Testnevelési Intézet, 
Sportágak Elmélete és Gyakorlata Tanszék

2 Somogy Megyei Kaposi Mór Oktató Kórház, Szülészet-Nőgyógyászati Osztály
3 Department of Medicine and Science in Sports and Exercise, Tohoku University, Graduate 

School of Medicine, Sendai, Japan 

fesusadii4@gmail.com    DOI: 10.17489/biohun/2022/1/313

Absztrakt 

A korábbi kutatások igazolták, hogy a vázizom mikrosérülései erődeficitet és az izom 
myoelektromos (EMG) aktivitásának módosulását okozhatják. 

Vizsgálatunkban feltételeztük, hogy a térdextenzorok erődeficitje, valamint a térdextenzorok és a 
biceps femoris izom EMG aktivitásának módosulása ízületi szöghelyzet-specifikus.

Tizenhét egészséges, fizikailag aktív fiatal férfi esetében vizsgáltuk elektromiogáf és Multicont 
II. dinamométer segítségével, hogy miként változik a 30, 50 és 70°-os ízületi szöghelyzetben kifej-
tett maximális izometrikus forgatónyomaték mértéke, valamint az agonista és antagonista izmok 
aktivációja egy maximális intenzitású excentrikus-koncentrikus térdextenzió edzést követően 24 
órával. 

A térdextenzorok izometriás forgatónyomatéka az edzés után mindhárom ízületi szöghelyzetben 
csökkent. Az nyomatékdeficit annál nagyobb volt, minél kisebb ízületi szöghelyzetben mértük 
azt. Az edzés egyetlen ízületi szöghelyzetben sem okozott változást a térdextenzorok EMG akti-
vitásában izometriás kontrakció alatt. A biceps femoris izom ko-aktivitása azonban nőtt izometriás 
térdextenzió alatt valamennyi ízületi szöghelyzetben. A biceps femoris/quadriceps femoris EMG 
arány nőtt 70 és 50°-os szöghelyzetű izometriás kontrakció alatt. A quadriceps EMG/extenzios 
nyomaték arány az edzés hatására a 30 és 50°-os izometriás extenzioban nőtt, 70°-os ízületi szög-
helyzetnél változatlan maradt. 

Kutatásunk alapján elmondhatjuk, hogy minél kisebb izomhossznál történik az izometrikus 
térdextenzió, annál nagyobb forgatónyomatékdeficit következik be mikrosérülést okozó edzést 
követően. Ugyanakkor az antagonista biceps femoris izom ko-aktiváció nagyobb izomhossznál na-
gyobb mértékben fokozódik.

Az eredményekből arra következtetünk, hogy intenzív terhelést követően a tédízület stabilitása 
mind a térdextenzorok forgatónyomatékának, mind pedig az extenzor/flexor aktivitási arány te-
kintetében ízületi szöghelyzet-specifikusan módosul.

Kulcsszavak: quadriceps femoris, biceps femoris, forgatónyomaték, dinamométer, EMG
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Knee joint angle-specific strength deficit and eMg activity in the quadriceps feMoris 
Muscle following a single bout of daMaging exercise

Abstract

Due to the microdamage, caused by high tension in the muscle, contractile strength decreases along with 
the modification of the muscle’s myoelectric (EMG) activity. 

In the present study we hypothesized that strength attenuation of knee extensors as well as the change in 
knee extensor and biceps femoris EMG activity is joint-angle-specific.

Using a dynamometer, maximal voluntary isometric knee extension torque was measured at 30, 50 and 
70° knee joint angles in seventeen healthy, physically active male participants. Quadriceps and biceps femo-
ris EMG activity was measured during the knee extensions. All tests were repeated 24 hours after a single 
bout of maximal intensity eccentric-concentric knee extension exercise training performed on the same 
dynamometer.  

As a result of the acute exercise, a substantial amount of muscle pain developed, indicating the presence 
of muscle damage. The isometric knee extensor torque decreased in all 3 joint angles; the smaller the 
joint angle was, the bigger the torque deficit was. Quadriceps femoris EMG activity measured at knee ex-
tensions remained unchanged after exercise. However, biceps femoris co-activation increased significantly 
in all joint angles. The biceps femoris/quadriceps femoris EMG activity ratio increased only at 70° and 50°. 
The quadriceps femoris EMG activity/knee extension torque ratio increased at 30° and 50° but remained 
unchanged at 70°.

Our results indicate that, in case of exercise induced muscle damage, the torque deficit is greater at small-
er muscle length. At the same time, the antagonist co-activation increases towards when the isometric 
knee extension test is performed at greater muscle length.

We conclude that an acute bout of knee extensor resistance exercise induces joint-specific alterations in 
knee stability in terms of changes in torque and agonist-antagonist activation ratio.

Keywords: quadriceps femoris, biceps femoris, rate of torque development, dynamometer, EMG

bevezetés

Szokatlan mozgás vagy szokatlanul magas in-
tenzitású fizikai aktivitás következtében 24-72 
órán belül a vázizmokban jelentős fájdalom 
keletkezik, melyet I-es típusú izomfájdalom-
nak nevezünk.1 A jelenséget széleskörűen 
dokumentálták, és ma már elfogadott az az 
álláspont, hogy az izom magas feszülése (első-
sorban excentrikus kontrakció) következtében 
mikroszkopikus sérülések (mikrosérülések) 
keletkeznek, melyek az izomban gyulladási 
folyamatok indítanak el.1 

A gyulladás és a fájdalom mellett jelentős lehet 
az izom kontraktilitási erejének csökkenése,2 
mely annak tulajdonítható, hogy a sérült mo-
toros egységek ideiglenesen nem vesznek részt 
a kontrakcióban. A kutatók az antigravitációs 
izomcsoportok esetében kisebb (~12%), a 
nem antigravitációs izom esetében azonban 
extrém (~60%) erődeficitről számoltak be.3 
Amennyiben egy izomcsoport mikrosérülést 
szenved, csökkenhet a fizikai aktivitást végző 
személy funkcionális teljesítménye vagy moz-
gáskoordinációja, de az ízület aktív stabilizá-
ciója is módosulhat.4 Bármely említett módo-
sulás emelheti a sérülések rizikóját.
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Amennyiben egy mozgásforma nagy feszülés-
sel járó excentrikus kontrakciókat tartalmaz 
(vagyis erőkifejtés közben az izom hossza 
nő), a szarkomerek túlnyúlnak, aminek követ-
keztében az aktív izomhossz-feszülési görbe 
módosul.5 Ennek a módosulásnak a következ-
tében az izom optimális erőkifejtési helyzete 
nagyobb izomhossznál következik be, vagyis 
egy mikrosérülést okozó edzésgyakorlat után 
különböző ízületi szöghelyzetekben eltérő 
erődeficitet tapasztalhatunk.5 

A nagy izomfeszüléssel járó edzésgyakorlatok 
tehát akut erődeficitet okozhatnak, de léte-
zik egy kompenzációs mechanizmus is, mely 
az erődeficit mértékét redukálhatja. Egyes 
tanulmányokban beszámolnak arról, hogy 
a mikrosérülést szenvedett izom elektromos 
aktivitása fokozódhat maximális erejű akarat-
lagos kontrakció alatt.6 Továbbá bizonyították 
azt is, hogy az ép izomban az ízületi szög-
helyzet (vagyis az izom hossza) befolyásolja 
az ízületet mozgató izmok maximálisan aka-
ratlagosan elérhető elektromos aktivitását.7 
Mindezen információk alapján feltételezhető, 
hogy egy mikrosérülést okozó edzést követő-
en nem csak az izom erődeficitjének mértéke, 
hanem elektromos aktivitásának (EMG) mó-
dosulása is ízületi szöghelyzet-specifikus lesz.
Ismeretlen az is, hogy a sérülést szenvedett 
izom épen maradt antagonistája vajon meg-
változtatja-e működését. A Golgi recepto-
roknak köszönhetően ugyanis egy agonista 
izom megfeszítésekor az antagonista izom 
ko-aktivációt végez. Ha az antagonista ko-
aktiváció, és ennek következtében az agonista/
antagonista EMG aktivitási arány az agonista 
mikrosérülései miatt megváltozik, akkor az 
az adott ízület stabilizációjának módosulását 
okozhatja.

Vizsgálatunkban kvantitatív dinamometriai 
és EMG méréseket végeztünk a térdextenzor 
és térdflexor izomcsoportoknál egy nagy in-
tenzitású, térdextenzorokra irányuló edzés-

protokoll előtt és után. Feltételeztük, hogy 
az edzésprotokoll következtében kialakuló 
térdextenziós forgatónyomaték-deficit, va-
lamint az extenzio agonista és antagonista 
EMG aktivitás módosulások ízületi szöghely-
zet-specifikusak.

MódszereK

Vizsgálati személyek

Vizsgálatunkban 17 testnevelés szakos férfi 
hallgató (átlagéletkor: 22,94 ± 2,19 év, átlag 
testmagasság: 181,06 ± 7 cm, átlag testtömeg: 
80,32 ± 9,23 kg) vett részt. A vizsgálatban 
résztvevők átlagosan 13,12 ± 4,72 éve sportol-
nak különböző sportágakban (labdarúgás: 10 
fő, atlétika: 4 fő, kosárlabda: 3 fő). Az egye-
temi fizikai aktivitással járó kurzusok mellett 
átlagosan 3,76 ± 1,52 órát töltenek el sportági 
edzéssel. 

A vizsgálati személyeknek sem korábban, 
sem a vizsgálat alatt nem volt műtétet igény-
lő térdízületi sérülése, amely a kutatásunkból 
való kizárását eredményezte volna. A vizsgá-
lati személyek a vizsgálat megkezdése előtt 
beleegyező nyilatkozatot tettek, amiben nyi-
latkoztak többek közt arról is, hogy önként 
vállalkoznak a vizsgálatra. A vizsgálatot a Re-
gionális és Intézményi Kutatás-Etikai Bizott-
sága engedélyezte (ügyiratszám: 7961-PTE 
2019).

Vizsgálati protokoll

A vizsgálat két mérési alkalomból állt, me-
lyek között 24 óra telt el. A mérések alkal-
mával meghatároztuk a térdextenzorok for-
gatónyomatékát, illetve a térdextenzorok és a 
térdflexorok EMG aktivitását. Mindkét mérési 
alkalom egy standardizált aerob bemelegítés-
sel kezdődött, ami 5 perc alacsony intenzitású, 
kerékpár ergométeren történő kerékpározásból 
(keringésfokozás) és alapos csípőízületi, illetve 
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alsóvégtagi nyújtó hatású gimnasztikából állt. 
Az első mérést követően azonnal a vizsgálati 
személyek egy dinamometriai térdextenziós 
edzést végeztek el. Mind a méréseket, mind 
pedig az edzéskontrakciókat csak a domi-
náns végtaggal végezték el. Dominánsnak azt 
a végtagot tekintettük, amelyet a vizsgálati 
személyek labdarúgás során „ügyesebbik lá-
buknak” tekintenek. A vizsgálati személyeket 
megkértük, hogy a vizsgálatot megelőző 72 
órában, illetve a vizsgálat alatt ne végezzenek 
fizikai aktivitást.

Dinamometria

Multicont II. típusú dinamométer 
(Mechatronic Kft, Szeged, Magyarország) se-
gítségével megmértük a térdextenzorok által 
kifejtett maximális izometriás forgatónyoma-
tékot ülő helyzetben, 30, 50, illetve 70°-os térd-
ízületi szöghelyzetben. A vizsgálati személyek 
mindhárom ízületi szöghelyzetben a maxi-
mális erőkifejtést megelőzően egy 70%-os és 
egy 90%-os bemelegítő jellegű próbát végez-
tek, felkészülve a maximális forgatónyomaték 
kifejtésére. Szöghelyzetenként 2-2 ismétlés 
maximális erejű kontrakciót hajtottak végre, 
melyek között 2 perc pihenőidő telt el. A két 
ismétlésből kapott értékek közül a magasabb 
értéket vettük figyelembe.

EMG

A vizsgálati személyek combjának elülső és 
hátulsó részéről a testszőrzetet eltávolítottuk, 
majd a bőrfelületet alkohollal tisztítottuk. Ezt 
követően felületi elektródákat (Ag/AgCl, át-
mérő: 1 cm, elektródák középpontja közötti 
távolság: 3 cm) helyzetünk el a biceps femoris, 
valamint a vastus medialis, vastus lateralis és a 
rectus femoris izmokra, melyek aktivitásának 
átlagát tekintettük a quadriceps femoris izom 
aktivitásának. Ko-aktivációnak a térdextenzió 
alatt jelentkező antagonista biceps femoris 
izom EMG aktivitását tekintettük. Az elekt-
ródák elhelyezése a SENIAM (Sufrace 
ElectroMyoGraphy for the Non-Invasive 
Assesment of Muscles, www.seniam.org) által 
leírt eljárásnak megfelelően történt. Az elekt-
ródák helyét megjelöltük, ezáltal biztosítottuk, 
hogy a következő napon a felhelyezésük azo-
nos helyre történjen. Az EMG jeleket telemet-
riás készülékkel (Noraxon, Scottsdale, USA) 
rögzítettük (mintavételi frekvencia: 2000 Hz), 
a nyers jeleket pedig a négyzetgyök-átlag mód-
szerrel simítottuk (myoRESEARCH 3.18-as 
szoftver, 50 ms-os mozgó ablak). Valamennyi 
tesztkontrakció alatt a vizsgált izmokból nyert 
és simított (1. ábra) EMG csúcsértéket hasz-
náltuk fel a statisztikai elemzésekhez.

1. ábra. Reprezentatív nyers és simított EMG. 
a) Nyers EMG; b) Simított EMG

a) b)
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Intenzív térdextenziós edzés

A vizsgálati személyek 4 sorozat 15 ismétlésből 
álló térdextenzor izomcsoportot célzó edzést 
végeztek el, és egy ismétlés egy excentrikus és 
egy koncentrikus fázisból állt. A kontrakciók 
kiindulóhelyzete 20°-os térdízületi szöghely-
zetben volt.  A vizsgálati személyeknek erőt 
kellett kifejteniük a karra és 50 Nm forgató-
nyomaték-küszöb elérésekor a dinamométer 
karja automatikusan elindult és állandó (60 
fok/s) szögsebességgel megkezdte a térdízület 
behajlítását, miközben a vizsgálati személyek-
nek maximális erővel ellen kellett tartaniuk 
(excentrikus fázis). 80°-os ízületi szöghelyzet 
elérésekor a kar mozgásának iránya megfor-
dult, és ugyanakkora szögsebességgel a kiin-
duló helyzetig mozgott, miközben a vizsgálati 
személyeknek maximális erőt kellett kifejte-
niük a dinamométer karjára (koncentrikus 
fázis). Az ismétlések között 2 másodperc, a 
sorozatok között 2 perc pihenőidő telt el. 

Izomfájdalom meghatározása

Az edzés hatására keletkezett mikrosérülések 
kialakulásának indirekt igazolása az izomfáj-
dalom meghatározásával történt. A vizsgálati 
személyeknek a második felmérés alkalmával 
az erőkifejtés közbeni szubjektív fájdalomér-
zetüket egy 100 mm-es jelöletlen skálán kel-
lett jelölniük.8

Statisztikai elemzés

A mért és számolt változókra átlagot és szó-
rást határoztunk meg. A Shapiro-Wilk tesztek 
alapján valamennyi változó normál eloszlást 
mutatott. Az egyes változókban az edzés ha-
tására bekövetkező ízületi szöghelyzet-speci-
fikus változásokat kétszempontos ismétléses 
varianciaanalízissel határoztuk meg, ahol az 
egyik faktor az idő (pre és post), a másik fak-
tor pedig a térdízületi szöghelyzet (70°, 50° 
és 30°) volt. Szignifikáns ízületi szöghelyzet 

fő hatás vagy szignifikáns interakció estén a 
Bonferroni korrekciót alkalmaztuk a párosí-
tott összehasonlításokra. Statisztikai elemzé-
seink során a szignifikancia szintjét p = 0,05-
ben határoztuk meg.

eredMényeK

A vizsgálati személyek második tesztnapon 
mért szubjektív izomfájdalmának értéke 53,6 
(± 7,2 SD) volt.

A térdextenzorok maximális izometriás for-
gatónyomatéka

A térdfeszítő izmok maximális forgatónyo-
matékában szignifikáns ízületi szöghelyzet  
(F = 35,4, p = 0,0001) fő hatást találtunk. A 
30°-ban mért forgatónyomaték mind a 70°-
ban, mind pedig az 50°-ban mért forgatónyo-
matéktól különbözött (p < 0,001), függetlenül 
az időtől. Az idő fő hatása is szignifikáns volt  
(F = 35,0, p = 0,0001), vagyis az edzés forgató-
nyomaték-deficitet eredményezett, függetlenül 
az ízületi szöghelyzettől. Az idő és ízületi szög-
helyzet interakciója éppen szignifikáns volt  
(F = 3,6, p = 0,050) (2. ábra). A post-hoc elem-
zések alapján a 30° és 50°-ban mért forgatónyo-
maték az edzés hatására jelentősen csökkent  
(p < 0,05), míg a 70°-ban mért forgatónyoma-
ték csökkenése nem volt szignifikáns.

A quadriceps femoris izom EMG aktivitása

A quadriceps femoris EMG aktivitásában 
szignifikáns ízületi szög fő hatást találtunk  
(F = 4,4, p = 0,020). A post-hoc elemzés sze-
rint a 30°-ban mért EMG aktivitás kisebb volt, 
mint 70°-ban (p = 0,042) és 50°-ban, de ez 
utóbbi csak megközelítette a szignifikancia ér-
téket (p = 0,076) (3. ábra). Sem az idő fő hatás, 
sem az idő-ízületi szöghelyzet interakció nem 
volt szignifikáns.
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2. ábra. A térdextenzor izmok által kifejtett 
maximális izometriás forgatónyomaték 70, 50 

és 30°-os ízületi szöghelyzetben a mikrosérülést 
okozó edzés előtt (pre) és után (post). 

#: 30°-ban mért forgatónyomaték mind a 70°-ban, 
mind pedig az 50°-ban mért forgatónyomatéktól 

szignifikánsan különbözött 
*: az edzés forgatónyomaték deficitet 

eredményezett 50- és 70 °-ban

3. ábra. A quadriceps femoris izom EMG aktivitása 
70, 50 és 30°-os ízületi szöghelyzetben a 

mikrosérülést okozó edzés előtt (pre) és után (post). 
*: a quadriceps femoris izom EMG aktivitása 

függetlenül az időtől kisebb volt 30°-os ízületi 
szöghelyzetben, mint 70°-os ízületi szöghelyzetben

4. ábra. A biceps femoris izom ko-aktiváció 70, 50 
és 30°-os ízületi szöghelyzetben a mikrosérülést 

okozó edzés előtt (pre) és után (post)

5. ábra. A m. biceps femoris / quadriceps femoris 
EMG aktivitás aránya 70, 50 és 30°-os ízületi 

szöghelyzetben a mikrosérülést okozó edzés előtt 
(pre) és után (post)
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Biceps femoris izom ko-aktivációja

A maximális erejű térdextenziók alatt a 
biceps femoris izom ko-aktivációjában az ízü-
leti szöghelyzet fő hatás megközelítette a 
szignifikancia értéket (p = 0,084). Sem az idő 
fő hatása, sem az idő-ízületi szöghelyzet inter-
akció nem volt szignifikáns (4. ábra).

Biceps femoris / quadriceps femoris EMG 
aktivitás arány

A maximális erejű térdextenziók alatt mért 
biceps femoris / quadriceps femoris EMG ak-
tivitás arányában szignifikáns idő fő hatást 
találtunk (F = 5,47, p = 0,033). Sem az ízüle-
ti szöghelyzet sem az idő-ízületi szöghelyzet 
interakció nem volt szignifikáns (5. ábra).

Quadriceps femoris EMG aktivitás / térd-
extenzor forgatónyomaték arány

A maximális térdextenziók alatt mért 
quadriceps femoris EMG aktivitás / térdexten-
zor forgatónyomaték arányban mind az ízü-
leti szöghelyzet (F = 65,5, p = 0,0001), mind 
pedig az idő (F = 11,3, p = 0,003) fő hatása 
szignifikáns volt. Szignifikáns volt továbbá 
az idő és az ízületi szöghelyzet interakciója is  
(F = 3,0, p = 0,047). 

A post-hoc elemzés szerint az edzés 
hatására ez a mutató szignifikásan 
nőtt a 30°-os ízületi szöghelyzetben  
(p = 0,005), a másik két szöghelyzetben 
azoban a növekedés nem volt szignifikáns  
(6. ábra). 

Megbeszélés

Vizsgálatunk eredményei azt mutatják, 
hogy a mikrosérülések következtében a 
térdextenzor izmokban kisebb térdízületi 
szöghelyzetben, tehát nagyobb izomhossznál 
nagyobb forgatónyomaték deficit alakult ki  
(2. ábra). A deficit mellett nőtt a biceps femoris/
quadriceps femoris EMG aktivitás aránya  
(5. ábra), ez a változás azonban nem volt ízüle-
ti szöghelyzetspecifikus. Mindkét fő eredmé-
nyünk azt mutatja, hogy a quadriceps femoris 
izom sérülése következtében a térdízület 
aktív stabilitása megváltozott maximális 
térdextenzió alatt.

A térdízületet feszítő izmok által produkált 
maximális forgatónyomaték eltér a különbö-
ző ízületi szöghelyzetekben, függetlenül a 
mikrosérülések jelenlététől (2. ábra). Vizsgá-
latunkban nagyobb forgatónyomaték nagyobb 
ízületi szöghelyzetben, tehát nagyobb izom-
hossznál következett be (2. ábra), ami megfelel 
korábbi vizsgálatok eredményeinek.5  Gordon 
és munkatársai szerint nagyobb izomhossznál 
az aktin és miozin filamentumok optimális 

6. ábra. A m. quadriceps femoris EMG aktivitás 
/ térdextenziós forgatónyomaték aránya 70, 50 

és 30°-os ízületi szöghelyzetben a mikrosérülést 
okozó edzés előtt (pre) és után (post).   
*: az edzés hatására 30 fokos ízületi 

szöghelyzetben szignifikánsan növekedett a m. 
quadriceps femoris EMG aktivitás / térdextenziós 

forgatónyomaték aránya
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átfedettsége és a nagyobb számú kereszthíd 
okozza a magasabb forgatónyomaték kifejtés 
lehetőségét a térdízületben.9  

Sorozatos excentrikus kontrakciók során 
az izomban nagy feszülés keletkezik és a 
szarkomerek túlnyúlnak, ami az izomhossz-
feszülés görbe módosulásához vezethet.5 Így 
a szarkomerek túlnyúlását követően az op-
timális nyomaték kifejtési helyzet nagyobb 
izomhossz irányába tolódik el. Ezek alapján 
úgy gondoltuk, hogy az edzésprotokoll hatá-
sára az erődeficit eltérő lesz különböző ízületi 
szöghelyzetekben. 24 órával a vizsgálatunk-
ban alkalmazott edzésprotokollt követően 30° 
és 50°-ban csökkent a maximális forgatónyo-
maték, míg 70°-ban nem változott (2. ábra). 
Tehát elmondható, hogy az ízületi szöghely-
zet (izomhossz) befolyásolja az edzés hatására 
kialakuló forgatónyomaték deficit mértékét, 
igazolva első hipotézisünket és Morgan5 el-
méletét. 

Az ép izomzatban korábban azt is megfi-
gyelték, hogy eltérő hossznál az izom eltérő 
maximális EMG aktivitást képes produkálni 
akaratlagos kontrakciók alatt.7 Ezt a mi ered-
ményeink is alátámasztják, ugyanis az edzés 
előtti quadriceps EMG aktivitás nagyobb ízü-
leti szöghelyzetben, vagyis nagyobb izom-
hossznál valóban magasabb volt (3. ábra). 
Ebből a megállapításból vetettük fel második 
hipotézisünket, vagyis, hogy a mikrosérülést 
szenvedett izom EMG aktivitásának módo-
sulása is ízületi szöghelyzetspecifikus.  Vizs-
gálatunk eredményei azonban azt mutatják, 
hogy bár a forgatónyomaték a kisebb ízüle-
ti szöghelyzetekben csökkent, a quadricep 
femoris izom aktivitása valamennyi szög-
helyzetben változatlan maradt (3. ábra). A 
két jelenség együtt azt mutatja, hogy az ideg-
rendszeri aktivitás fennmaradt és a nyoma-
tékdeficit egyedül miofibrilláris sérüléseknek 
köszönhető.

A maximális térdextenzió alatt megfigyeltük 
az antagonista (biceps femoris izom) viselkedé-
sét is. Az antagonista izom ko-aktivációja az 
agonista megfeszítésekor a Golgi receptroknak 
köszönhető, és fontos markere az érintett ízület 
stabilizációjának. Vizsgálatunkban feltételez-
tük, hogy az agonista izom mikrosérüléseivel 
nemcsak az agonista izom aktivitása, hanem 
az antagonista izmok ko-aktivitása is módo-
sul. Bár a biceps femoris izom EMG aktivitás 
átlagai mindhárom ízületi szöghelyzetben 
növekedést mutatnak, ez a növekedés nem 
volt szignifikáns (4. ábra). Mindazok ellenére 
tehát, hogy sem a quadriceps femoris izom-
ban sem a biceps femoris izomban nem tör-
tént változás a mikrosérülést provokáló edzést 
követően, a biceps femoris / quadriceps femoris 
EMG aktivitás arányában mégis szignifikáns 
növekedést figyelhetünk meg (5. ábra), bár ez 
független volt az ízületi szöghelyzettől. Mivel 
a két izom aktivitásának aránya meghatározza 
a térdízület stabilizációját, elmondható, hogy 
a térdízület stabilizációs mechanizmusa mó-
dosult. Ez az aktivitás növekedés meglepő, 
ugyanis korábbi vizsgálatok szerint általában 
csökkenés történik mindkét izom esetében,11 
melyet állatkísérletek eredményei is igazol-
nak. Az izomorsók érzékenységét különféle 
gyulladással kapcsolatos anyagcseretermékek 
is előidézhetik.10

A quadriceps femoris izom EMG aktivitása vál-
tozatlan maradt, azonban a térdextenzióban 
kifejtett maximális forgatónyomaték csökkent. 
Ez azt jelenti, hogy bár mikrosérülés jelenlété-
ben a vázizmot érő idegi impulzusok erőssége 
nem változik, mégis ugyanakkora ellenállás 
legyőzésére képtelen, mint ép állapotban. Ezt 
a jelenséget vizsgálatunkban az egységnyi for-
gatónyomatékra eső EMG aktivitás mértéké-
vel fejeztük ki (m. quadriceps femoris EMG/
térdextenziós forgatónyomaték arány). Ez az 
arány az edzés hatására szöghelyzet specifi-
kusan változott: 30°-os ízületi szöghelyzetben 
nőtt, míg a másik két szöghelyzetben nem 
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változott (6. ábra). Ez természetesen annak az 
eredménye, hogy a kisebb ízületi szöghelyzet-
ben (30°) volt a legnagyobb a forgatónyomaték 
erődeficit mértéke, a három felmért szöghely-
zet esetében. Mindenesetre úgy tűnik, hogy a 
vizsgálatunkban alkalmazott edzésprotokoll 
által kiváltott csekély mikrosérülés és fájdalom 
nem módosította az izmot érő idegi impulzu-
sok erejét.

Vizsgálatunkban fontos limitáció, hogy a 
térdflexorok maximális forgatónyomatékát és a 
térdflexió alatti EMG aktivitását nem mértük, 
és érdekes lehet annak megállapítása, hogy a 
térdextenzorok sérülése kialakít-e neurális gát-
lást a hajlítók akaratlagos erőkifejtésekor. Vizs-
gálatunkban továbbá nem mértünk molekuláris 
mikrosérülés markereket, bár az izom szubjek-
tív fájdalomérzete önmagában mutatja, hogy 
az izomban gyulladási folyamatok indultak el 

mikrostrukturális változások következtében.
Erőkifejtés közben egy ízület stabilitását olyan 
markerekkel határozhatjuk meg, mint az ízü-
letet működtető izmok ereje, aktivitása és ko-
aktivitása. Jelen vizsgálatban igazoltuk, hogy a 
térdextenzor izomcsoport mikrosérülése követ-
keztében, a fenti markerek tükrében a térdízü-
let stabilitása módosul. Ez a módosulás kétféle-
képpen értelmezhető. Egyrészt az épen maradt 
térdflexor izomcsoport mellett ízületi szöghely-
zet-specifikusan csökkent a térdextenzorok 
forgatónyomatéka annak ellenére, hogy ez 
utóbbi EMG aktivitása változatlan maradt. 
Másrészt maximális térdextenzió mellett a 
térdflexorok ko-aktivitása nőtt amellett, hogy 
a térdextenzorok aktivitása változatlan marad. 
Mivel az agonista és antagonista izmok műkö-
dése miatt az ízület normális stabilizációs me-
chanizmusa módosul, ezért az érintett ízület 
sérülésének kockázata fokozódhat.
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Abstract 

In our study, we have demonstrated that 3D scanning provides a powerful tool for the examination 
of explanted worn implants. The 3D models of 6 worn hip and 6 worn knee implants were created 
by 3D scanning and compared to the original geometries. The root causes of the failure of the 
implants could be assumed even without information about the service of the implant. This can 
help in the design of more durable and robust implants and to select the most critical operation 
parameters, and to avoid premature loosening.

Keywords: hip implant, knee implant, wear process, 3D scanning, failure process analysis

IntroductIon

The goal of our research is to examine and 
evaluate the wear process of hip and knee 
prostheses and to create a model that ade-
quately represents the wear and failure process 
of the chosen implants based on 3D scanning 
of explanted parts. Based on our findings, we 
refined and generalized the created theses to 
the different types of prosthesis groups stud-
ied, thus pointing out the strengths and pos-
sible shortcomings, weaknesses, or defects of 
the implants currently in use and analysed 
by us. The examined prostheses were divided 
into groups by type and implantation proce-
dure. Based on the literature and the results, 
we tried to conclude comparable and relevant 
consequences.

To understand the very complex and compli-
cated process of wear, we considered it essen-
tial to analyse the summary of the most com-

mon diseases of the examined joints, which 
leads to prosthesis implantation and to try to 
briefly describe the possible treatments. In ex-
cerpts, we covered the entire life cycle of the 
implant – its effect on the biological and phys-
iological processes of the body – highlighting 
revision surgeries and their leading causes. 
One of the fundamental pillars of our work is 
to determine the cause of the processes leading 
to the removal of the implant and to compare 
the degree of wear with the original part, pos-
sibly with its model. Removed prostheses were 
examined by a 3-dimensional imaging proce-
dure – 3D scanning and visual inspection to 
determine the regions most exposed to wear.

These zones were then examined more close-
ly for characteristic lesions. Furthermore, the 
length of operation of the prosthesis, the man-
ufacturing and material quality of the part it-
self and, of course, what kind of professional 
surgical procedure of the implantation, as well 
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as the lifestyle and discipline of the patient can 
be deduced from the extent of the wear areas.

Finally, we compared the obtained results 
with the information obtained from the liter-
ature and drew our conclusions based on this.

From an engineering point of view, it is essen-
tial to say a few words about the structure and 
properties of bones. In terms of bone architec-
ture, it is found in two types of arrangement, 
on the one hand in a solid-hard (substantia 
compacta) and on the other hand in a po-
rous-spongy (substantia spongiosa) form.1 Solid 
bone tissue mostly forms a relatively thin cor-
tex (cortical) on the surface of the bones.2 The 
modulus of elasticity of the bone cortex rang-
es from 7 to 30 GPa.3 The spongy bone stock 
forms the bones’ inner part instead of the cor-
tical - solid cortex.2 Due to its highly sophis-
ticated – strict trajectory – structure, Young’s 
modulus is 0.5-1.5 GPa – significantly lower 
than the mechanical properties of solid bone 
tissue –, yet it provides adequate strength with 
low self-weight.3 This is because the spongy 
bone is a complex web of beams made of bone 
tissue, the gaps of which are interwoven by a 
network of medullary cavities. The beams of 
the spongy bone stock do not occur irregularly 
but in orderly into strictly lawful architectures, 

in accordance with the static lines of force 
passing through them.

The structure of the bones is continuously 
adapted to the mechanical stresses effected on 
them - since the human body also aspires for 
the principle of minimum - so it is „econom-
ical” in the biological sense, i.e. it reaches the 
necessary strength with minimal use of ma-
terials. At the same time, the bone-losing and 
building processes rebuild the trajectory struc-
ture according to changes in stress conditions. 
The phenomenon is most clearly observed in 
the femur neck (Figure 1). In terms of struc-
ture, the femoral neck and upper femur can be 
compared to a crane boom, as the top of the 
femoral neck is a tensile – blue – highlight-
ed lamellar bone tissue – while the bottom is 
pressurized – a red – highlighted tubular bone 
beam.4

In terms of the most common diseases of the 
joints, coxarthrosis of various abrasive origins, 
which has now become almost a common 
disease, leads to painful contractures – nar-
rowing of the range of motion – and finally 
to complete loss of function. We must also not 
forget about the various traumas and cancer-
ous lesions, which can also lead to surgical 
treatment. In the field of surgical interven-
tions, arthroplasty has significantly reduced 
the number of other such therapies. Arthro-
plasties include surgeries in which joint move-
ments are improved by re-forming, possibly re-
placing, or removing joint ends. Implantation 
of joint prostheses is one of the most successful 
surgical procedures.5 In terms of fixation, we 
distinguish two types of prostheses, cement-
ed and non-cemented. In the case of cement, 
the bone cement (two-component polymethyl 
methacrylate) ensures the fixation of the pros-
thesis in the bone bed after polymerization. In 
the case without cement, the structure is fixed 
with a wedge effect during implantation – this 
is called primary stability, which could easily 

Figure 1. Structure of human bone in the cross-
sectional view of a hip joint2
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fall victim to “economic” osteoporotic process-
es. The surface of the prosthesis is often coated 
with a hydroxyapatite surface layer, so it can 
interweave with bone tissue by bone-building, 
thus creating secondary or biological stability 
(Figure 2).1,6

Today, the most commonly used implant slid-
ing surface material pairings are UHMWPE 
–  cap –  and cobalt-chromium (230 GPa), or 
TiAl6V4  (110 GPa) – head. These promise the 
most favourable results, and also the greatest 
experience has been gained in these fields. 
UHMWPE, like cartilage tissue, distributes 
the load and reduces the modulus of elasticity 
for the entire prosthesis – as the modulus of 
the metals is two orders of magnitude higher 
than that of bone tissue – thus improving the 
integration of the artificial joint. The serious 
problem is that the mechanical properties of 
implants differ significantly from that of the 
body, as stress creates micromovements be-
tween the bone tissue and the implant, caus-
ing the prosthesis to irritate bone tissue in its 
environment, causing osteolysis – bone loss – 
and eventually complete dislocation. 

Its mechanical properties similar to those of 
the human body, and its special tribological 
properties and excellent biocompatibility also 
contribute to achieving excellent results with 
UHMWPE systems.6

Although UHMWPE systems have numer-
ous advantages, they need to be replaced af-
ter a period of time, as septic loosening can 
occur. Some infection usually occurs often 
due to abrasion products. The excretion of 
these products from the joint occurs through 
the lymphatic circulation, through complex 
mechanisms, some of which are still unknown 
even today. This is limited by the ability of 
the “assigned” cells to absorb and absorb, and 
after a while, the tired mechanism is unable 
to process foreign abrasion products. Reactive 
tissue is formed, which, penetrating between 
the bone bed and the layers of prosthesis or 
adhesive cement, initiates implant loosening.7

Furthermore, another major cause of revision 
surgeries is aseptic dislocation, in which case 
no infection is present. These include various 
traumas – often caused by the implant itself – 
allergic reactions, granulomatous inflam-
mation, metallosis (metal allergy), or Willert 
disease. Also, the implant can simply wear out 
and break down.3,7,8

For these reasons, it can be seen that a severe 
proportion of revision surgeries can be traced 
back to artificial joint wear and its negative 
consequences. Therefore, it is in our funda-
mental interest to better understand these pro-
cesses and reduce them to the minimum possi-
ble level concerning our possibilities.

Figure 2. Different shapes for hip prosthesis implants. 
a) polished surface for cement fixation; b) structured surface for integration without bone cement6

a) b)
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UHMWPE abrasion testing in the 1980s at-
tempted to classify various surface abrasions 
– defects – and identified different numbered 
regions on each prosthesis. After examining 
implants at 10x magnification under a light 
microscope, Hood9 identified seven forms of 
surface damage:

1. “Pitting” (point corrosion): 2-3 mm wide, 
1-2 mm deep craters, depressions on the 
surface.

2. “Embedded debris” (fragile debris): Bone 
chips or a metal component may cause this 
phenomenon. In addition to osteolysis, 
it damages the metal surface and causes 
further abrasive wear on the UHMWPE.

3. “Scratching”: Linear defects on the sur-
face, which are a form of abrasive wear, 
are likely caused by microscopic uneven-
ness on metal surfaces.

4. “Delamination”: Severe forms of damage, 
which can lead to catastrophic wear and 
tear, the disintegration of the implant, re-
quire immediate revision.

5. Surface Deformation: Unlike other forms 
of damage, it does not lead to material loss 
and strictly speaking, is not considered 
wear.

6. “Burnishing” (grinding): Abrasive wear 
so that it can be considered as adhesive, 
abrasive wear, but it also produces a wear 
product, debris, which can cause an oste-
olytic reaction.

7. “Abrasion”: Bruising of the surface, typi-
cal abrasive wear.

Wear is classified by region and severity. The 
Hood-type methodology, which we used in 
our studies, is semi-quantitative and allows 
comparison between different types of pros-
theses.6,9

Nowadays, there are several methods to eval-
uate UHMWPE wear and tear gravimetric, 
radiographic, optical, fluid-displacement, and 

micro-computed tomography (microCT). 
All of these techniques have unique peculi-
arities and advantages. Fluid-displacement 
and gravimetric methods provide relatively 
accurate results, but these techniques were 
sometimes time-consuming because from the 
results, they do not find the damaged region 
from where implants have lost material. The 
optical method is included in this group, but 
in recent years – due to reverse engineering 
and image processing – computer science and 
software engineering has been so dynamically 
developed. Using the optical method, we can 
also get a point cloud – like from the end of the 
microCT technique – but it is sometimes fast-
er, easier, cheaper, requires smaller and mobile 
equipment and contains fewer hazards.6

Because of the advantages of the optical meth-
od, it is widely used in anatomical studies, 
implant modelling, and pre-surgical plan-
ning. Sindhu and colleagues modelled knee 
load-bearing joints for developing the surgery 
process of total knee replacement. They com-
pared different scanning techniques like co-
ordinate measuring machine, 3D laser scan-
ner, X-ray computed tomography and FARO 
arm edge. And then they examined the point 
clouds with CAD systems. At the end of the 
study they found, that X-ray computed tomog-
raphy had given the most accurate data from 
scanning techniques, but the laser scanner was 
the second, not far behind from CT.10

Kocsis and his colleagues measured the wear 
rate of 24 total shoulder replacements with a 
3D scanner. They found that the volumetric 
wear rate is more than twice as fast as in the 
case of total hip replacement.11 Sometimes 
implants have a coating, and a group of re-
searchers proposed an intelligent automatic 
control system for plasma processing of med-
ical products with complex shapes utilizing 
3D scanning. This system uses the data of a 
3D scanner to control a robot manipulator.12  
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3D scanning is the most widely used in the 
dental industry today because tailor-made im-
plants are a common way in dentistry.13,14 Be-
low a tailor-made implant model is presented 
(Figure 3) in scanned anatomical position.

MaterIals and Methods

In our study, we investigated 3 cementless and 
3 cemented hip prostheses, 3 unicondylar and 3 
total knee implants, removed by revision. Our 
measurements were performed with a GOM 
ATOS Core 5M 3D scanner (Carl Zeiss GOH 
Metrology GmbH, Braunschweig, Germa-
ny). We created a point cloud of each implant, 
which was compared with the CAD model 
of the parts. Where the CAD model was not 
available, we tried to assume a geometry that 
best represented the original, as the working 
surfaces of the implants are usually stand-
ardized. Either we compared our workpiece 
with a CAD model from another manufactur-
er’s system, assuming identical standardized 
working surfaces, or we created a geometry 
that best represents the original system using 
a CAD program (Figure 4).

The warm colours displayed by the software in 
the figures show deviations from the reference 
surface in a positive direction, which means 
that the surface element under examination 
exceeds the reference. Cold colours have just 
the opposite meaning, so the deviation is in a 
negative direction, which means that the sur-
face under study is under the reference surface. 
The green colour indicates the perfect fit. The 
method of the description given by us can only 
be interpreted on the surface of bodies and this 
is also given for the sake of illustration, not as 
an exact definition. The more intense the col-
our, the greater the deviance. The scale can be 
adjusted appropriately to the differences in the 
examined implant in the program.

results and dIscussIon

In the case of implants without cement fixa-
tion – Figure 5 top line – it can be noted that 
the first and third samples are of an older type, 
but the middle one is a modern prosthesis.

The first implant can be said to have worn 
along a band during wear, so a stripe can be 
seen in the images. The spherical part of the 
cup, which came into contact with the head, 
became ellipsoidal, the major axis of which is 
the previously mentioned band. Point corro-
sion, scratches, and abrasions can be observed 

Figure 3. Tailor-made implant model in an 
anatomical position13

Figure 4. Definition of a sphere into the 3D 
scanned socket
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on the surface. The edges of the right-hand 
cup were wrinkled – also along a band – due to 
deformations. Abrasions and scratches could 
also be observed on its surface. However, these 
changes are perhaps not as conspicuous as 
the change in the middle workpiece, which 
is strange since it seemed the youngest of the 
three prostheses based on its design.

The middle (upper) sample shows that the 
head began to deepen the ravine around a 
point, and this process was already very ad-
vanced (Figure 6). On the opposite side, how-
ever, the material was practically not con-
sumed, so there was no stress on the part at 
that location. At this certain critical point the 
material thinned so much that, if the implant 
was kept in intense light, it was almost trans-
parent. The shadows on the other side were al-
ready visible, so this clearly had to be replaced 
during revision surgery.
This wear process appears to be more danger-

ous than that of the other two implants, as here 
the loads and abrasive effects are concentrated 
at and around the critical point, but the only 
abrasion was observed on the work surface.

The approximate original wall thickness is 
shown at the below part of the cross-sectional 
figure in Figure 6, where the point cloud and 
the geometry of the CAD model are present-
ed together in overlay. On the other hand, as 
we look upwards, these two surfaces become 
more and more distant from each other. The 
change can also be traced in the colouring, the 
almost perfect fit is green, while in the upper 
section, it is getting darker blue with a marked 
dark blue spot between the blue and green gra-
dients, probably representing damage created 
during resection.

In the case of cement-fixed implants – Figure 5 
lower line – the difficult-to-remove bone ce-
ment caused some problems during the meas-

Figure 5. Scanned hip joint implant sockets (upper row – cementless, lower row – cemented sockets)
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urements but here we had a CAD model of the 
original parts for each of them.

In the figures, the elliptical shape of the spher-
ical part of the tufts can be observed with a 
simple eye measure without taking colouring 
into account. It was also visible that the rate of 
uneven wear was also much higher than that 
of their cementless counterparts.

Also, with these implants, it can be seen that 
there is a privileged direction in which the 
head begins to wear out the cup. In the first 
two cases this is well visible but even in the 
third, it can be seen, although it presumably 
spent a much shorter time in regular use. This 
can be explained by the fact that the material 
loss found on it is much less than that of other 
cement-fixed ones. Still, on its surface, a sig-
nificant amount of craters, abrasive debris, and 
abrasions can be observed in the pitting pat-
tern. At the same time, relatively large pieces 
also detached from the cup, leading to implant 
loosening and premature revision.

Similar surface damage was observed on the 
first implant, but there the surgeon perform-
ing the primary operation fixed the prosthesis 
into the pelvis in the wrong position, so the 
femoral neck of the prosthesis touched the cup, 
creating a depression on the left side of the 
part of the implant. Damage to this prosthesis  
(Figure 7) suggests that this may have inhibit-
ed the patient’s movement, as otherwise, such 
damage on the cup would not have occurred. 
This could have caused several problems and 
symptoms while wearing it. 

Implantation of the second prosthesis was ap-
propriate. Even so, its distortion is comparable 
to that of the first. The recess on the right side 
is also shown to be blue on the colour scale 
(Figure 7), and it can be seen with the naked 

Figure 6. Cross-sectional 3D scan view of the 
second investigated cementless (Figure 5 upper 

row, middle) hip joint socket

Figure 7. 3D scan of an incorrectly implanted 
socket
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eye that its shape has changed to an oval shape 
during use. On the other hand, the inner sur-
face of this - in contact with the head of an 
artificial joint - is relatively even. There are no 
grooves, scratches, or other signs of damage.

In the case of knee implants, we examined 3 
unicondylar knee implants – Figure 8 upper 
row – the first two without cement and the last 
with cement fixation. With these implants, 
only one condyle of the knee is removed. Dur-
ing the measurements, we did not have a CAD 
model of the workpieces, and, considering the 
severe damage, we could not fit a structure 
that adequately represented the original ge-

ometry to the point clouds, but the extent of 
the damage is still obvious. It can be said that 
practically all 7 forms of damage can be found 
on all uni knee implants, so it does not make 
sense to highlight them separately. It can be 
seen that the artificial heads did not wear their 
surfaces parallel to their longitudinal axis and 
often not in the middle, so their positioning 
was not correct. It is due to this, and probably 
their asymmetrical design – as well as their 
small tread area – that they received such high 
forces and abrasive stresses locally that all of 
them required immediate revision surgery due 
to an accident-like, sudden failure.

Figure 8. 3D scans of total knee replacement implants
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Looking more closely at the first implant, it 
can be said that the lower corner was practi-
cally completely perforated, the artificial head 
was already working on the metal basket of the 
cup. This may be one of the interpretations 
because metal shards were practically rolled 
into the UHMWPE in the damaged zone. A 
further interpretation for this is that the metal 
fibre used for the marker, which can be used to 
tell how much the implant is worn in vivo on 
X-rays, has wholly disappeared near the cavity.

Examining the second prosthesis, it can be de-
clared that it suffered the least damage and the 
operation was the best performed, but at the 
same time, extensive damage and severe local-
ly concentrated lesions can be observed.

Taking the third implant under examination, 
it can be said that the material detachment 
was already extremely increased here – huge 
craters on the tread surface – and grandiose 
pieces were torn off the corner of the cup. This 
can be observed between 1 and 5 o’clock since 
the lower side of the groove containing the 

marker thread has already become free – the 
upper side has disappeared – fortunately, the 
metal thread has not been damaged. Here too, 
it can be said that the damage was already in 
the phase of sudden destruction and due to the 
large detached pieces, this was probably the 
greatest danger to the patient.

Examining total knee implants, it can be said 
that they suffered significantly less damage 
than the sledge prostheses. In terms of their 
fixation, all were cement-free.

The most seamless was the third cup, with 
some abrasions and polishes on the back, run-
ning all the way to the middle tract, where 
scratches can be observed. Deformation is still 
visible in the posterior and central areas, but 
the extent of this is not significant either. The 
almost novel condition of the examined sam-
ple suggests that it was most likely removed 
due to infection or loosening.

Examining the first prosthesis, the middle and 
back sections were damaged and, not signifi-

Figure 9. Investigated right back edge of the first investigated sample 
a) left edge of the second investigated sample; b) tie-shaped deformation

a) b)
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cantly, obliquely, with scratches and abrasions, 
and a phenomenon known in the literature as 
a bow tie, a bow-tie sign (Figure 9).

This can also be observed on the right side 
of the middle sample. However, two recesses 
can be seen in the central area of the implant 
– with pitting, abrasion, and scratches around 
them – it does not appear so markedly here 
that the wear in the posterior regions is almost 
the same as in the middle. It can be said that 
the structure operated at least one-sided, as the 
deformation on the right side is more exten-
sive, but this is not as significant as in the case 
of uni knee implants.

conclusIons

In our study, we have demonstrated that 3D 
scanning provides a powerful tool for the ex-
amination of explanted worn implants. The 
root causes of the failure of the implant can be 
assumed even without information about the 
service of the implant. This can help in the de-
sign of more durable and robust implants and 
to select the most critical operation parame-
ters, and to avoid premature loosening. 

Overall, it can be concluded from the hip 
implants that cementless fixation is more fa-
vourable not only for loosening but also for the 
lifetime of the artificial cup. With the estab-
lishment of biological stability, the structure 
behaves like an adjustable bearing and adapts 
to loads to a certain extent, making wear pro-
cesses more even. While for cemented pros-
theses, a lot depends on the precision of the 
implant surgeon. Finally, it is no coincidence 

that the literature calls hip implants a “gold-
en standard” among prostheses, as they do not 
show sudden breakage, are more balanced, 
have stable wear, and have a significantly 
longer lifetime.

The conclusion of our examinations about 
knee implants is that small bearing surfaces, 
and asymmetrical designs should be avoided. 
It was also observed in the case of hip pros-
theses that point contact is not desirable. This 
is much more pronounced here. Uni knee 
implants probably performed poorly because 
their mechanical properties were significantly 
different from human tissues, so it would be 
essential for the body and the artificial systems 
to be implanted to have the same mechan-
ical properties. This can be explained by the 
fact that bone and cartilage tissues absorb the 
load much softer than the implant, resulting 
in asymmetric stress and increased wear if 
only one of the condyles is replaced. However, 
due to the micro-displacements between the 
bone and the implant, it is also vital to achieve 
equivalent mechanical properties. It can also 
be observed that – according to the literature 
– the middle and posterior sections of most 
of the knee prostheses are worn, to eliminate 
which it would be essential to copy the original 
– polycentric – geometry of the knee joint as 
accurately as possible as well as designing an 
implant that has a play of about 5 centimetres, 
similar to the original joint. This would pre-
vent entrapment, extreme loads and protru-
sions in the system – and thus the formation 
of a bow tie signal – asymmetrical failures – 
as the structure could work like an adjustable 
bearing.

abbrevIatIons

- UHMWPE: Ultra High Molecular Weight Polyethylene
- CAD: Computer Aided Design
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Az egyensúly-visszAnyerési mozgás formájA és 
eredményessége A hirtelen irányváltoztAtási teszt során 
fiAtAl kosárlAbdázók esetében

Petró Bálint, Kiss Rita M
Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem, Gépészmérnöki Kar, Mechatronika, Optika 
és Gépészeti Informatika Tanszék

rita.kiss@mogi.bme.hu  DOI: 10.17489/biohun/2022/1/300

Absztrakt

Az állás közbeni dinamikus egyensúlyozás egyik vizsgálati módszere a hirtelen irányváltoztatási 
teszt. A résztvevő egy felfüggesztett lapra áll, amelyet oldalirányban hirtelen kitérítve ingadozó 
lengőmozgást kezd végezni, amelyet a résztvevő egyensúly-visszanyerő mozdulataival csillapít. A 
lap mozgása alapján a lengés csillapodásával az egyensúly-visszanyerés eredményessége, a bejárt 
pálya alakjával az egyensúlyozás módja jellemezhető. Jelen munka célja a test komplex mozgásá-
ban megjelenő mozdulati elemek vizsgálata volt főkomponens-analízis segítségével.

Tizenöt fiatal fiú kosárlabdázó (életkor: 14,9 ± 1,5 év, testmagasság: 181,9 ± 14,6 cm, testtömeg: 
65,1 ± 15,7 kg, domináns láb: bal) végezte el a tesztet mindkét lábon, bal lábon és jobb lábon 
állva. A lap, valamint a teljes test mozgását felhelyezett markerekkel, mozgáskövető rendszer-
rel rögzítettük. A komplex mozgást főkomponens-analízissel felbontottuk főposztúrákra; ezek 
mentén történtek a főmozdulatok, melyeket vizuálisan értékeltünk, illetve a lefedett variancia 
alapján rangsoroltunk.

A domináns főmozdulat két lábon állás esetén az oldalirányú testsúlyáthelyezés, míg egy lábon 
állás esetén a tartóláb fölötti, csípőből való oldalirányú elfordulás volt. Jelentős volt továbbá két 
lábon a bokából való előre dőlés, a domináns lábon a test összehúzása, a nem-domináns lábon 
az előre-hátra irányú mozdulatok és a térd hajlítása. Ezek összhangban voltak a lap mozgásának 
irányultságával is. Megjelent még a könyökök hirtelen hajlítása, a felső végtag távolítása is.

Összefoglalva, a főmozdulatokra való felbontás ígéretes lehetőség az összetett egyensúly-vissza-
nyerési mozgás vizsgálatára.

Kulcsszavak: egyensúlyozás, főkomponens-analízis, mozgásvizsgálat

Motion eleMents and effectiveness of balance recovery after the sudden 

perturbation test in the case of youth basketball players

Abstract

The sudden perturbation test is a method to analyse standing dynamic balancing. The partici-
pant stands on a suspended platform which receives a lateral perturbation; the platform starts to 
oscillate which is damped by the participant’s motion. Based on the platform motion, balancing 
effectiveness can be characterized by the damping ratio, while the shape of motion trajectory 
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bevezetés

Az egyensúly visszanyerés jellemzése

Az állás közbeni dinamikus egyensúlyozás 
egyik vizsgálati módszere a hirtelen irányvál-
toztatási teszt. A résztvevő egy felfüggesztett 
lapra áll, amelyet hirtelen kitérítve ingadozó 
lengőmozgást kezd végezni, amelyet a részt-
vevő egyensúly visszanyerő mozdulataival 
csillapít.1 Korábbi munkákban2 a lengő lap 
mozgásának csillapodása alapján az egyen-
súly-visszanyerés eredményességét, míg a lap 
mozgáspályája alapján annak módját jelle-
meztük. A lap mozgáspályáját elemezve lát-
ható, hogy az egyensúly visszanyerésében 
számos, jellegében különböző megoldás for-
dul elő. Gyakran az oldalirányú kitérítésre 
merőleges irányban is jelentős mozgást re-
gisztráltunk, különösen a résztvevő számára 
nehezebb feladat során, például egy lábon áll-
va. Azt feltételeztük, hogy ezen érdekes moz-
gáspályák egyrészt lehetővé tehetik a nehezebb 
feladat megoldását, másrészt bizonyos esetek-
ben növelhetik az eredményességet, azaz az 

egyensúlyi helyzet visszanyerését. A kérdés az, 
milyen mozgásszervezési elemek eredménye-
zik ezeket a mozgáspályákat.

Ismert, hogy az egyensúlyozás problémájának 
megoldására a központi idegrendszer megta-
nul olyan mozgásstratégiákat – azaz izom-
használati szinergiákat – amelyeket az adott 
helyzetben gyorsan, tudatos kontroll nélkül 
működtethet. Az állás közbeni egyensúlyozás-
ban a legmeghatározóbb stratégiák a boka-, a 
csípő-, illetve az ezeket együttesen használó 
stratégiák,3 ahol az elnevezés a mozgásban 
hangsúlyosan részt vevő ízületre utal. A boka-
stratégia jellemzően az anterior-posterior (AP) 
irányú egyensúlyozási feladatokban vesz részt; 
a boka és a lábszár izmai kezdik az aktiváló-
dást, és a test merev egészként a boka tenge-
lye körül fordul. A csípőstratégia jellemzően 
az oldalirányú (medio-laterális, ML) felada-
tokban, az ML irányú testsúlyáthelyezéskor 
jelentkezik, de nagyobb amplitúdójú tömeg-
középpont-elmozduláskor használatos AP 
irányban is. Ekkor az aktiválódást a csípőízü-

characterizes the execution of the recovery. The aim of this work was to analyse the elements of 
the complex body motion using principal component analysis.

Fifteen teenage basketball player boys (age: 14.9 ± 1.5 years, body height: 181.9 ± 14.6 cm, body 
mass: 65.1 ± 15.7 kg, dominant leg: left) participated in sudden perturbation tests standing in 
bipedal and unipedal stances on both sides. Motion of the platform and the whole body was 
tracked by an optical motion capture system using reflective markers. The motion of the body 
was decomposed into principal postures; principal movements were performed along these pos-
tures, which were evaluated visually and ranked by variance measures.

The dominant principal movement was a lateral shift of the centre of mass in the bipedal case, 
while  a lateral rotation above the stance leg in the unipedal case. Considerable movement ele-
ments were: forward leaning at the ankle in bipedal stance, contraction of the whole body in the 
dominant unipedal stance, anterior-posterior motions and flexion of the knee in the non-domi-
nant unipedal stance. These showed a correlation with the platform’s motion trajectory. Further 
elements were the sudden flexion of the elbows and the abduction of the upper limbs.

In sum, decomposing via principal component analysis shows promise as a tool to analyse the 
complex balancing motion.

Keywords: balancing, principal component analysis, motion analysis
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let körüli izmok kezdik, míg az alsó- és fel-
sőtest egy-egy megközelítőleg merev tagként 
viselkedve ellenirányban mozdulnak el.

Korábbi munkánkban4 az egyensúlyozó testet 
egy térbeli, fordított kettős ingaként model-
leztük. Ez lehetővé tette a főbb ízületek, így a 
csípő- és a bokaízület hozzájárulásának szám-
szerűsítését, ezáltal az alkalmazott boka- vagy 
csípőstratégia megállapítását. A térbeli modell 
segítségével az egyes irányok közötti kereszt-
hatás jellemezhető, illetve elemezhető ennek 
az összefüggése a platform pályájának alakjá-
val. Ugyanakkor egyértelmű, hogy a hirtelen 
irányváltoztatási teszt során nem csak ezen 
nagy ízületek mozgása jelentős. Vizuális meg-
figyeléseink alapján azt mondhatjuk, hogy a 
felsőtest elfordulása, valamint a karok hirtelen 
kompenzáló mozgása, egy lábon állás esetén 
a felemelt láb abdukciós-addukciós mozgatása 
mind meghatározzák egyrészt a hirtelen kibil-
lentésre való azonnali reakciót, másrészt befo-
lyásolhatják az azonnali reagálás utáni csil-
lapító jellegű erőfeszítéseket, amíg a mozgó 
platform ismét nyugvó állapotba nem kerül.

A főkomponens-analízis (Principal Compo-
nent Analysis, PCA) egy egyre inkább elterjedő 
megközelítés a mozgáselemzésben,5 melyet al-
kalmaznak elmozdulás,6 ízületi szög,7,8 vagy 
akár ízületi nyomaték9,10 esetében is. A teljes 
testet lekövető mozgáskövetést (motion capture) 
használva lehetőségünk van az összes testen 
lévő marker mozgását főkomponens-analízis 
segítségével elemezni.11,12 A főkomponensek, 
melyeket jelen esetben főposztúráknak is hív-
hatunk, az egyes markerek elmozdulásának 
súlyozott összegéből állnak elő:

ahol: 
ξk(t): a k. főposztúra amplitúdójának idővektora
v(k): a k. főposztúra sajátvektora
q(t): az egyes markerek elmozdulásvektorai 
összefűzve

A főposztúra sajátvektora lényegében az 
egyes markerek hozzájárulását adja, míg a 
főposztúra amplitúdójának időbeli lefutása 
a főposztúra hangsúlyát, jelenlétét mutatja a 
komplex mozgás során. Ennek segítségével a 
sok marker komplex mozgását felbonthatjuk 
a főposztúrák mentén történő elmozdulások, 
ún. főmozdulatok súlyozott összegére:

ahol: 
q(t): az egyes markerek elmozdulásvektorai 
összefűzve (N komponens) 
q(M)(t): az elmozdulásvektor becslése M kom-
ponensből
ξk(t): a k. főposztúra amplitúdójának idővektora
v(k): a k. főposztúra sajátvektora

A főposztúra és a hozzá tartozó főmozdulat 
fontossága arányos a teljes adathalmazban az 
általa lefedett variancia arányával, így a fő-
mozdulatok rangsorolhatók. Egy adott moz-
gásfelvétel esetén a lefedett variancia aránya, 
azaz a főmozdulat dominanciája is számol-
ható. A jobb megértés érdekében a főmozdu-
latok vizualizálhatók is a főposztúra saját-
vektorát megszorozva egy tetszőleges időbeli 
amplitúdóvektorral. A főmozdulatokra alapu-
ló megközelítést használták már járásvizsgálat 
során a térdkopás hatásának megállapításá-
ra,11 illetve posztúratartás vizsgálatára nyu-
godt állás esetén is.13,14 Speciális mozdulatok 
összetettségét is vizsgálták már zsonglőrködés 
esetén.15

Jelen munka célja megvizsgálni, hogy a hir-
telen irányváltoztatási teszt során mutatott 
egyensúly-visszanyerési mozgás milyen moz-
dulatokra bontható fel a főkomponens-ana-
lízis segítségével. Mivel korábbi munkák 
alapján megállapítható, hogy a platform moz-
gásából számítható csillapítás és a mozgás-
pálya is eltérő a különböző állások esetében, 
azt feltételezzük, hogy a felbontással kapott 
főmozdulatok szintén eltérő jellegűek lesznek.

A főkomponensek, melyeket jelen esetben főposztúráknak is hívhatunk, az egyes 
markerek elmozdulásának súlyozott összegéből állnak elő:𝜉𝜉𝑘𝑘(𝑡𝑡) = 𝐯𝐯(𝑘𝑘) ⋅ 𝐪𝐪(𝑡𝑡).

ξ k. főposztúra amplitúdójának idővektora
v k. főposztúra sajátvektora
q az egyes markerek elmozdulásvektorai összefűzve

A főposztúra sajátvektora lényegében az egyes markerek hozzájárulását adja, míg a főposztúra 
amplitúdójának időbeli lefutása a főposztúra hangsúlyát, jelenlétét mutatja a komplex mozgás
során. Ennek segítségével komplex mozgásá a főposztúrák mentén 
történő elmozdulások, ún. főmozdulatok súlyozott összegére:

 𝐪𝐪(𝑡𝑡) ≈ 𝐪𝐪(𝑀𝑀)(𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑘𝑘(𝑡𝑡) 𝐯𝐯(𝑘𝑘)𝑀𝑀≤𝑁𝑁𝑘𝑘
q az egyes markerek elmozdulásvektorai összefűzve (N
q az elmozdulásvektor becslése M komponensből
ξ k. főposztúra amplitúdójának idővektora
v k. főposztúra sajátvektora.

(1)

A főkomponensek, melyeket jelen esetben főposztúráknak is hívhatunk, az egyes 
markerek elmozdulásának súlyozott összegéből állnak elő:𝜉𝜉𝑘𝑘(𝑡𝑡) = 𝐯𝐯(𝑘𝑘) ⋅ 𝐪𝐪(𝑡𝑡)

ξ k. főposztúra amplitúdójának idővektora
v k. főposztúra sajátvektora
q az egyes markerek elmozdulásvektorai összefűzve

A főposztúra sajátvektora lényegében az egyes markerek hozzájárulását adja, míg a főposztúra 
amplitúdójának időbeli lefutása a főposztúra hangsúlyát, jelenlétét mutatja a komplex mozgás
során. Ennek segítségével komplex mozgásá a főposztúrák mentén 
történő elmozdulások, ún. főmozdulatok súlyozott összegére:

 𝐪𝐪(𝑡𝑡) ≈ 𝐪𝐪(𝑀𝑀)(𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑘𝑘(𝑡𝑡) 𝐯𝐯(𝑘𝑘)𝑀𝑀≤𝑁𝑁𝑘𝑘 .

q az egyes markerek elmozdulásvektorai összefűzve (N
q az elmozdulásvektor becslése M komponensből
ξ k. főposztúra amplitúdójának idővektora
v k. főposztúra sajátvektora.

(2)
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Módszerek

Résztvevők

A vizsgálatba 15 fiatal fiú kosárlabdázót von-
tunk be (életkor: 14,9±1,5 év, testmagasság: 
181,9±14,6 cm, testtömeg: 65,1±15,7 kg), 
akiket úgy választottunk ki, hogy mindegyi-
kük ugrólába azonos, így a laterális domi-
nancia hatásai kiszűrhetők. A résztvevők 
érettsége széles skálán mozgott, a részletes 
antropometriai adatokat az 1. táblázatban mu-
tatjuk be. A sportolók látáshibától, neurológiai 
és ortopéd elváltozásoktól mentesek voltak, 
pillanatnyi állapotukat, sérülésmentességüket 
kérdőív segítségével mértük fel. Jelen vizsgá-
latban minden résztvevő bal lába volt az ug-
róláb, amely a kosárlabdázóknál a domináns 
lábnak tekinthető. A résztvevők, valamint 
törvényes képviselőjük részletes tájékoztatást 
kaptak a vizsgálatokról és írásos beleegyezé-
süket adták ahhoz. A kutatás etikai engedélyé-
nek száma TE-KEB/No6/2019.

Mérési protokoll

A résztvevők feladata a PosturoMed (Haider 
Bioswing GmbH, Németország)  eszközön 
állva a hirtelen irányváltoztatási teszt sikeres 
teljesítése volt két lábon, bal (domináns) lá-
bukon, illetve jobb (nem domináns) lábukon 
állva, amelyre öt-öt lehetőségük volt (1. ábra). 
Minden résztvevő esetében az első sikeres 
teszt felvételét vettük figyelembe. A tesztek 
előtt lehetőség volt az eszköz kipróbálására, 
ezáltal csökkentve a mérési helyzet idegen-
ségét. A mozgó lapot egyensúlyi helyzetéből 
kitérítve egy zárszerkezettel megfogjuk azt. 
A résztvevő a lap közepére áll, majd felveszi 

a kiindulási pozíciót: két lábon állás esetén 
kényelmes vállszéles terpeszállás, a karok a 
test mellett pihennek, tekintet egyenesen előre 
néz; egy lábon állás esetén a tartóláb kerül a 
lap közepére, a sarok emelésével áll egy lábra, 
a karok a védőkorlát fölött, átlósan oldalt tart-
va vannak. A pozíció felvétele után a zárszer-
kezetet véletlenszerű időpillanatban feloldjuk, 
majd a lap kilendül két lábon állás esetén jobb-
ra, egy lábon állás esetén a felemelt láb felé. 
A résztvevő azt az instrukciót kapta előzőleg, 
hogy igyekezzen minél hamarabb visszanyer-
ni egyensúlyát és megállítani a lap mozgását. 
A teszt sikertelen, ha a tartóláb elmozdul a la-
pon; ha a felemelt láb hozzáér a tartólábhoz; 
ha a résztvevő lelép a lapról, vagy ha bármely 
testrészt a védőkorláthoz hozzáér.

Mozgásfelvétel

A követendő testrészek pozíciójának mérésé-
hez 39 darab retroreflektív markert helyez-
tünk el a résztvevőkön „Vicon Plug-in-Gait 
Conventional Full Body” elrendezésben,16 
amely minden testrész bevonását jelentette 
(2. ábra). A mozgó platform felületére nyolc 
darab, lekövetésre alkalmas matricát ragasz-
tottunk fel. A markerek térbeli pozícióját 
100 Hz-es mintavételezéssel egy 18 kamerás 
Optitrack© Motive (NaturalPoint Inc., Ore-
gon, USA) mozgásrögzítő rendszerrel követ-
tük. A rendszer pontossága milliméter alatti.17 

Vizsgált paraméterek

Valamennyi számítási feladatot Matlab-ban 
(R2018b), saját fejlesztésű programmal végez-
tük. A hirtelen irányváltoztatási teszt értéke-

1. táblázat. A résztvevők antropometriai adatai
Kor (év) 13 13 13 13 14 14 15 15 15 16 16 16 17 17 17

Magasság (cm) 159 153 165 174 176 178 192 189 199 196 203 191 185 180 189

Testtömeg (kg) 41 37 52 51 60 64 75 71 66 68 101 67 77 71 75

BMI 16 16 19 17 19 20 20 20 17 18 25 18 22 22 21
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lésére a platform mozgásfelvételének (példa a 
2. ábrán) felhasználásával az irodalomból is-
mert, korábban is alkalmazott paramétereket 
számítottuk:

 - A Lehr-féle csillapítási tényezőt (D), 
amely a csillapodó lengőmozgás logarit-
mikus dekrementjéből számítható.1 A 
logaritmikus dekrementet mindkét szél-
ső pozíció amplitúdójára kiszámítottuk, 
majd ennek átlagát tekintettük a Lehr-
számnak. A D magasabb értéke erőtelje-
sebb, gyorsabb csillapítást jelez.

 - A beállási időt (Te), amely az egyensúly-
visszanyerésig eltelt idő a perturbáci-
ótól számítva, a végső nyugalmi pozí-
ció ± 2 mm-es tartományának elérése2 
(2. ábra).

 - Az irányultsági arányszámot (R), amely a 
perturbációval megegyező irányú vetület-
ben megtett hossza, osztva a megegyező 
és a merőleges vetületekben megtett utak 
hosszának összegével.2 Az R szám ma-
gasabb, egyhez közeli értéke vonalasabb 
mozgást; alacsonyabb, 0,5-höz közeli ér-
téke körkörösebb bejárt pályát jelez.

A PosturoMed platform mozgásából számított 
paraméterek eredményeit személyen belüli el-

1. ábra. A mérési elrendezés: két lábon állás (a) és 
jobb lábon állás (b)

a b

2. ábra. A mért jellemzők magyarázata: a 39 markeres elrendezés (a)  és a platform mozgásának képe (b) 

a b
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rendezésben, Wilcoxon-féle előjeles rangpró-
bával vizsgáltuk.

A testmozgás értékelésére a PMAnalyzer 
szoftvert használtuk,18 mely számos funkci-
óval segíti a PCA elvégzését mozgásfelvéte-
leken. A nyers mozgásfelvételeket, vagyis a 
testre helyezett markerek idő-pozíció adat-
sorait aluláteresztő szűrővel (harmadrendű 
Butterworth, vágási frekvencia 7 Hz, lineáris 
fázistolás) simítottuk. A markereket az origó-
ba eltoltuk, és az elmozdulásokat a résztvevő 
magasságával normáltuk, amelyet az első idő-
pillanatban a függőleges irányban legtávo-
labbi markerek távolságaként adtunk meg. A 
PCA-számítást külön-külön kell elvégezni az 
egyes testi pozícióknak megfelelően.  Így a két 
lábon, bal lábon, valamint jobb lábon végzett 
méréseket külön-külön kellett vizsgálni. Az 
egyes felvételekből kapott normált elmozdulás 
adatokat a szoftver egymás után fűzte, majd a 
főkomponenseket a teljes adatsorra egyszerre 
kiszámította. Ez megadja a főkomponensek 
fontosságát a lefedett variancia formájában, 
valamint a főmozdulatokat vizualizálva érté-
kelhetjük azokat. Ezután a kapott főkompo-
nensek sajátvektorai segítségével külön-külön 

az egyes felvételekre a főkomponensek (fő-
mozdulatok) dominanciáját az adott felvételen 
lévő mozgásban lefedett variancia arányaként 
számítottuk.

eredMények

Platform mozgásából számított eredmények

A 15 résztvevő mindegyike sikeresen teljesítet-
te a tesztet. Az összes egyensúly-visszanyerés 
eredményét mutatja a 3. ábra az irányultság-
csillapítás diagramon. A csoportátlag a vára-
kozásnak megfelelően alakult az irányultság 
tekintetében (3. ábra). A platform bejárt pá-
lyája az R alapján a kitérítéssel párhuzamos 
és vonalas maradt a két lábon végzett tesztek 
esetén, éles irányváltásokkal a szélső helyze-
teknél. Az egy lábon végzett teszteknél az R 
alacsonyabbnak adódott (3. ábra), tehát ezek-
ben az esetekben jobban megjelent az előre-
hátra irányban lévő mozgás, illetve a platform 
szélső helyzeteinél a lekerekített, nem tökéle-
tes irányváltás. A csillapítási számot, azaz az 
egyensúly-visszanyerés eredményességét te-
kintve a csoportátlagról megállapítható, hogy 
a két lábon állás közben a legmagasabb ez 

3. ábra. Az egyensúly-visszanyerés eredménye a teljes csoportra nézve
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az érték, ettől alacsonyabb a domináns lábon 
elért eredmény, valamint ettől is gyengébb a 
nem-domináns lábon elért csillapítás (3. ábra). 
Kiemelendő azonban, hogy bizonyos, kiugró-
nak tekinthető esetekben mindhárom pozíci-
óban elérhető ugyanolyan magas csillapítási 
érték. 

A személyen belüli változásokat tekintve 
(4. ábra) a két lábon álláshoz képest a domi-
náns lábon állva nőtt az előre-hátra irányban 
végzett mozgás, amit az alacsonyabb R érték 
indikál (p = 0,01). A nem-domináns lábon áll-
va még markánsabb a különbség (p = 0,001); 
itt már gyakoriak voltak a körkörössé alakuló 
mozgások. Az egy lábon állások eseteit ösz-
szehasonlítva az R értékeiben a statisztikai 
próba eredménye nem egyértelmű (p = 0,073) 
az egész csoportot tekintve. A dobozábrán 
azonban látható, hogy sok esetben markáns 
csökkenés volt a platform mozgásának irá-
nyultságában, amely körkörösebb mozgást je-
lez (4. ábra). Az eredményességet, azaz a csil-
lapítást tekintve az irodalmi megfigyeléseknek 
ellentmondó eredményt kaptunk, ugyanis a 
két lábon álláshoz képest alacsonyabb D érté-
ket ért el mind a domináns (p = 0,001), mind 
a nem-domináns (p = 0,015) lábon állás. Az 
egy lábon állások eseteit összehasonlítva nem 
adódott szignifikáns különbség a D értékében 
(p = 0,93).

PCA eredmények

Mindhárom tesztpozíció esetén az első hat 
főkomponens lefedi a variancia 90%-át, így a 
további eredmények ismertetését ezekre kor-
látozzuk. Példaképpen az 5. ábrán az első 
főmozdulat látható a bal és jobb lábon állás 
esetében. A 2-4. táblázatok az egyes főmozdu-
latokat jellemzik számszerűen a lefedett va-
riancia tekintetében, valamint szövegesen. A 
szöveges leíráshoz a feldolgozás során generált 
animációkat vizuálisan értékeltük. A mozdu-
latok leírásánál az irányokat úgy értelmeztük, 
hogy a főposztúra amplitúdója nulláról pozi-
tív irányba változik; természetesen a mozgás 
pozitív és negatív irányba is megvalósulhat 
pozitív, negatív vagy nulla értékről kiindulva. 
Például a „bokából dőlés előre, felsőtest rotá-
ciója balra” leírásnál a mozgás történhet előre 
és balra, vagy hátra és jobbra egyaránt, de ezek 
nem keverednek. Ahol jellemzően egy irányú 

4. ábra. Személyen belüli különbségek az R (a) és 
D (b) paraméterekben. Sorrend: két lábon állás; 
egy lábon állás domináns lábbal; egy lábon állás 

nem-domináns lábbal

a)

b)
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elmozdulás vagy rotáció történt, ott csak az 
adott irányt vagy tengelyt adtuk meg. 

Megbeszélés

Jelen munka célja annak vizsgálata volt, hogy 
a hirtelen irányváltoztatási teszt során meg-
figyelhető egyensúly-visszanyerési mozgás 
milyen elemi mozdulatkomponensekre bont-
hatók fel és ezek miben térnek el a különböző 
állások esetében.

A két lábon állás esetében az első számú fő-
mozdulat a két láb közötti laterális testsúly-
áthelyezés volt (2. táblázat). A feltételezett in-
gamodellel lefedhető mozgások – különösen 
a frontális síkban való egytagú ingamozgás 
(bokából) vagy kéttagú ingamozgás (boka-
csípő ellenfázisban) – csak alacsonyabb rendű 
komponensek voltak (5., illetve 6. főmozdu-
lat). Vélhetően a kényelmes terpeszállás okoz-
za, hogy oldalirányú billenés helyett inkább 
testsúlyáthelyezés történik. Az oldalra billenő 

2. táblázat. Főmozdulatok jellemzése két lábon állás esetére

Mozdulat leírása (két lábon)
Lefedett 
variancia 
[%]

Kumulált 
variancia 
[%]

1 testsúlyáthelyezés jobbra és hátra, karok emelése, távolítása 54,6 54,6

2 bokából dőlés előre, felsőtest rotációja balra 17,0 71,6

3 karok süllyesztése és közelítése a törzshöz, csípő kitolása előre 7,8 79,5

4 térdek és könyökök nyújtása 4,2 83,7

5 boka szagittális tengelye körüli elfordulás merev egytagú testként 3,2 86,9

6 felsőtest egy helyben marad, alatta alsótest leng oldalra 3,1 90,0

3. táblázat. Főmozdulatok jellemzése bal lábon állás esetére

4. táblázat. Főmozdulatok jellemzése jobb lábon állás esetére

Mozdulat leírása (bal lábon)

Lefedett 
variancia 
(átlag) 
[%]

Kumulált 
variancia 
[%]

1 tartóláb fölött szagittális tengelyen csípőből elfordul az egész test 55,9 55,9

2
felsőtest előre görnyed; karok, emelt láb közelít a tartólábhoz; bal könyök 
extenzió, jobb könyök flexió 12,5 68,5

3 könyökök abdukálnak; emelt láb csípőből rotál befelé 9,4 77,9

4
csípő kitolása előre; karok és emelt láb süllyesztése, előre tolása; emelt láb 
abdukál 5,4 83,2

5 az emelt láb és a felsőtest berotál a tartó láb felé, karok extenzióval süllyednek 4,2 87,5

6
emelt láb flexió, felsőtest jobbra (kifelé) rotáció, jobb könyök flexió, bal kar 
stabilan marad 2,4 89,9

Mozdulat leírása ( jobb lábon)
Variancia 
[%]

Kumulált 
variancia 
[%]

1
tartóláb fölött szagittális tengelyen csípőből elfordul az egész test; tartóláb 
térd flexió 60,0 60,0

2 tartóláb fölött az egész test hátrafelé billen csípőből; karok süllyesztenek 8,7 68,7

3 súlypontáthelyezés a tartóláb felé; emelt térd extenzió 7,3 76,0

4
egész test hátrafelé mozdul, mint egy hátrafelé lépés indításánál; karok 
emelnek, könyökök hajlítanak

6,9 82,9

5 felsőtest jobbra átlósan felfelé rotál 4,0 86,9

6 törzs előre lefelé dönt; emelt láb felhúz (összegörnyedés) 3,6 90,5
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mozgásokhoz képest dominánsabb volt a bo-
kából való előre dőlés (2. főmozdulat) vagy a 
csípő kitolása előre (3. főmozdulat). Utóbbi az 
irodalmi megfigyelések szerint ritkán fordul 
elő, mégpedig csak nagyobb amplitúdójú AP 
mozgások során.3 Éppen ezért különös, hogy 
az ML irányú meglökés után ez ilyen mar-
kánsan jelentkezik. Ez a megfigyelés újabb 
érv annak kutatására, hogy milyen, a pertur-
bációra merőleges mozdulatokkal reagál a test 
az egyensúlyvesztésre. Megjelent még a kö-
nyökök és térdek nyújtása is, mint külön elem 
(4. főmozdulat).

Az egy lábon állás esetén a várakozásoknak 
megfelelően mindkét esetben a tartóláb csípő-
ízülete fölötti, frontális síkban való elfordulás 
volt a domináns (5. ábra). Különbség volt a két 
állás között, hogy a domináns lábon a tartóláb 
térde nyújtva maradt, míg a nem-domináns 
lábon jelentős mértékben hajlított-nyújtott a 
tartóláb. Emellett már a nyugalmi, kiindulá-
si helyzet is eltérőnek mutatkozott, mivel az 
instrukciókkal ellentétben („sarka felemelésé-
vel álljon egy lábra!”) a nem-domináns lábon 
állva az emelt láb a frontális síkban maradt.

A domináns főmozdulat mellett bal lábon áll-
va jellemző volt az emelt láb közelítése a tartó-
láb felé (3. táblázat). Ez többnyire addukcióval 
valósult meg (2., 4. és 5. főmozdulat), de rotá-
cióval is előfordult (3. főmozdulat). Ezen moz-
dulatok arra irányulhattak, hogy az egész test 
függőleges vetülete az alátámasztáshoz köze-
lítsen; ezt támogathatta a felsőtest mozgása is.
Jobb lábon állva meghatározóak a kifejezetten 
az előre-hátra irányt kihasználó mozdulati 
elemek (4. táblázat, 2., 3. és 6. főmozdulat). 
Közös jellemzője még ezen mozdulatoknak, 
hogy egyben kezelik a teljes testet: ilyen az 
egész test egyben hátra vagy előre történő 
billentése (2. főmozdulat), a lépésindításnak 
megfelelő mozdulatszervezés (4. főmozdulat) 
vagy az összegörnyedés (6. főmozdulat). Szin-
tén egységként kezeli a testet a laterális súly-
pontáthelyezés (3. főmozdulat).

A főmozdulatok domináns irányai összhang-
ban voltak a platform mozgásának irányult-
ságával is, hiszen a két lábon álláshoz képest 
szignifikánsan alacsonyabb R értékek adódtak 
egy lábon állva. Ugyanakkor nem volt egyér-
telmű az eltérés az R értékekben a domináns 

5. ábra. Az első főmozdulat bal lábon (a) és jobb lábon állás (b) esetén. 
Felső sor: szemből; alsó sor: jobb oldalról tekintünk a személyre. A bal láb szaggatott vonallal rajzolt. 

a) b)



3737

Biomechanica Hungarica 2022;15(1):28-38

M
O

Z
G

Á
SV

IZ
SG

Á
L

AT
 É

S 
-T

E
R

Á
PI

A

irodAlom

és a nem-domináns lábon állás között, tehát 
eltérő mozdulatok is eredményezhetnek ha-
sonló bejárt pályákat a platform mozgásában.

Külön említendő a felső végtag mozgása, 
amely a domináns lábon állva kétfajta funkci-
ót is betölthetett résztvevőtől függően: vagy a 
könyök flexiójával, illetve extenziójával a tar-
tólábhoz való közelítést szolgálta, vagy a karok 
emelésével és széttárásával az egyensúlyozást 
segíthette. A nem-domináns lábon állva a felső 
végtagok mozgása sokkal mérsékeltebb volt; a 
legtöbb mozdulat esetében nem volt hangsú-
lyos, csak a karok süllyesztése (4. táblázat, 2. 
főmozdulat) vagy a könyökök flexiója (4. fő-
mozdulat) jelent meg egy-egy komponensben.

Az egyensúly-visszanyerés eredményességét 
tekintve meglepő volt, hogy egy lábon állás 
esetében mindkét lábon szignifikánsan ala-
csonyabb csillapítást értek el a résztvevők a két 
lábon álláshoz képest (4. ábra). Korábbi megfi-
gyelések azt igazolták, hogy a domináns lábon 
állás esetén fiatal felnőttek és idősek esetén 
sem tér el a csillapítás a két lábon állástól.1,19 A 
mostani eltérés okai lehetnek, hogy a résztve-

vők egy része serdülőkorú volt, illetve az, hogy 
a kosárlabdázó ugrólábát tekintettük a laterá-
lisan domináns alsó végtagnak.

Összefoglalva, a főkomponens-analízisen ala-
puló megközelítés eredményesen felbontotta 
a komplex mozgást önmagukban értelmez-
hető főmozdulatokra. Különbségek adódtak a 
dominánsnak tekintett és a másik lábon való 
egyensúly-visszanyerésben kapott főmozdula-
tok jellegében: a domináns lábon inkább a tar-
tólábhoz való közeledés lehetett a mozdulatok 
célja, míg a nem-domináns lábon kifejezetten 
az előre-hátra irányt használó mozgásstratégi-
ák jelentek meg. A főmozdulatok amplitúdó-
jának lefutásának elemzése további részletes 
adatokat szolgáltathat a megvalósult mozgás 
objektív értékelésére, például annak eldönté-
sére, melyek a periodikusan ismétlődő, illetve 
egyszeri vagy tranziens mozdulatok. További 
kutatási kérdés a detektálható mozdulati ele-
mek összefüggései az egyensúly-visszanyerés 
eredményességével és kivitelezési módjával. 
Arra is felhasználhatjuk, hogy egy „átlagos 
mozdulatot” hozzunk létre és az ettől való el-
térést számszerűsítsük.
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A futás és szökdelés tömeg-rugó modell dinAmikAi 
viselkedésének globális feltérképezése és 
pArAméterhAngolásA

Patkó Dóra1, Nagy Ábel Mihály1, Zelei Ambrus1,2

1 Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem, Gépészmérnöki Kar, Műszaki Mechanikai 
Tanszék

2 MTA-BME Gépek és Járművek Dinamikája Kutatócsoport
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Absztrakt

Annak ellenére, hogy a futás és szökdelés tömeg-rugó modellje (SLIP – spring-loaded inverted 
pendulum) nagyon széles körben alkalmazott, nem találtunk teljes térképet a stabil mozgások 
dimenziótlan paramétertartományaira és a vonzási tartományokra. A Buckingham-féle Π –té-
tel segítségével minimálisan szükséges paraméterhalmazt vezetünk be. Feltárjuk a konzervatív 
rendszer két dimenziótlan paraméterének és a dimenziótlan mechanikai energiának a 3D terét 
numerikus paraméterkövetés segítségével. A szakaszosan folytonos (hibrid dinamikai) rendszer 
stabilitási tulajdonságait a monodrómia mátrix numerikus számításával határozzuk meg. A 
mechanikai energia megváltoztatásával járó perturbációk esetére külön hangsúlyt fordítunk. A 
Nelder-Mead szimplex módszer alkalmazásával úgy hangoljuk a modellt, hogy különféle moz-
gásformák utánzására legyen alkalmas, mint például a lassú futás és a sprintelés.

Kulcsszavak: futás, szökdelés, tömeg-rugó modell, szakaszosan folytonos dinamikai rendszerek, 
stabilitás analízis

Global analysis and parameter tuninG of the dynamic behaviour of the slip model 

of runninG and hoppinG

Abstract

Despite the fact that the spring-loaded inverted pendulum (SLIP) is possibly the most widely 
used model of running and hopping, we could not find a complete map of the dimensionless 
parameter regions of stable periodic solutions and the basin of attraction. We present a mini-
mum set of independent physical parameters using the Buckingham Π theorem. The 3D space 
of two dimensionless physical parameters and the dimensionless total mechanical energy of the 
conservative system was discovered by means of numerical continuation. The stability analysis 
of the piecewise-smooth (hybrid dynamical) system was provided by the numerical calculation 
of the monodromy matrix. The explanation of the non-energy conserving perturbations was ad-
dressed. The Nelder-Mead simplex method was applied to tune the model parameters in order to 
imitate the motion characteristics of specific locomotion types such as moderate speed running 
and sprinting.

Keywords: running, hopping, SLIP model, piecewise-smooth dynamical systems, stability analysis
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bevezetés

Az emberi járás és futás biomechanikájának 
megértésére már több száz éve erős törekvés 
irányul,1 ennek ellenére nyitott kérdések to-
vábbra is fennállnak. A Newtoni mechanika, 
a képrögzítési és mozgáskövetési eljárások, va-
lamint a számítógépes szimulációs eszközök 
lendületet adtak a terület fejlődésének. A futás 
és szökdelés modellezésére számos mechani-
kai modell alakult ki a bonyolultság széles ská-
láját lefedve. A nagy szabadsági fokú modellek 
jellemzően leíró jellegűek és mérési adatok 
feldolgozását szolgálják.2,3 Ezzel szemben az 
alacsony szabadsági fokú modellek segítségé-
vel általában könnyen megvalósítható a teljes 
járás, szökdelés vagy futó mozgás generálása 
pusztán dinamikai egyenletek felhasználásá-
val.4,5 Ezek a nemlineáris dinamikai modellek 
mérési adatok felhasználása nélkül képesek 
megjósolni a paraméterek megváltozásának 
hatását. Az ilyen, prediktív jellegű modellek 
közül az egyik legegyszerűbb és legelterjed-
tebb az ún. tömeg-rugó inverz inga modell6 
(SLIP – spring-loaded inverted pendulum), 
amely egy anyagi pontból és egy rugóból áll  
(1. ábra). A modell képes a futáshoz hasonlóan 
repülő és támasz fázisok produkálására. A mo-
dell az emberi mozgás leírására és annak meg-
értésére irányult, hogy mi a hatása a mozgást 
jellemző paraméterek – mint például a frek-
vencia vagy a függőleges amplitúdó – meg-
változtatásának. Blickhan a modell segítsé-

gével megmutatta, hogy az ember a rugalmas 
energia tárolására törekszik a futó és szökdelő 
mozgás során.6 A SLIP modellt és változatait a 
mai napig alkalmazzák.7,8 Lábakon közleke-
dő robotok mozgásának szabályozási algorit-
musába közvetlenül beépíthető a modell.9 Az 
emberi mozgás szabályozásának és az emberi 
mozgástervezés mögötti optimális stratégiák-
nak az elemzését szolgáló prediktív dinamikai 
modellek is közvetlenül tartalmazzák a SLIP 
modellt.10

A SLIP modellnek számos kibővített változata 
megtalálható az irodalomban; a torzót repre-
zentáló tömegpont helyett gyakran merev test 
szerepel,4 mely a torzó elfordulását is képes 
modellezni. A rugó lineáris karakterisztikája 
helyettesíthető nemlineáris karakterisztikával, 
továbbá több lábú és térbeli kibővítéseket is 
alkalmaznak, melyről Holmes5 cikke átfogó 
összefoglalót ad. A több szegmensből álló mo-
dellek10 már nehezen alkalmazhatóak a futó 
mozgás generálására.

Sokan vizsgálták a SLIP modellt, de nem ta-
láltunk olyan átfogó paraméterelemzést vagy 
a paraméterek hatását kompakt módon bemu-
tató térképet a szakirodalomban, amelynek 
segítségével könnyen kiválaszthatók lennének 
a stabil mozgást biztosító paraméterek. Je-
len munkánkban bemutatjuk a SLIP modell 
dimenziótlan egyenleteit, a dimenziótlan 
paraméterek azon tartományait, ahol létezik 

1. ábra. A SLIP modell mozgása és fázisai, a röppálya legalacsonyabb és legmagasabb pontja



4141

Biomechanica Hungarica 2022;15(1):39-50

M
O

ZG
Á

SV
IZ

SG
Á

L
AT

 É
S 

-T
E

R
Á

PI
A

periodikus mozgás. Bemutatjuk a stabilitást 
garantáló paramétertartományokat és megke-
ressük azokat a modellparamétereket, amelyek 
a legjobban illeszkednek az ember és egyes 
kétlábú állatok futásának biomechanikai pa-
ramétereire Ludwig11 cikkében leírtakhoz ha-
sonlóan. Összefoglaljuk a matematikai mód-
szereket és a stabilitáselemzés főbb lépéseit, 
melyet nem találtunk meg a magyar nyelvű 
szakirodalomban.

módszerek

A SLIP modell alapötlete és mozgásegyenletei 
megtalálhatóak Blickhan munkájában.6 Az m 
tömegű anyagi pont a futó testét annak kiter-
jedése nélkül modellezi, a k merevséggel és r0  
terheletlen hosszal rendelkező lineáris karak-
terisztikájú rugó a talajon támaszkodó lábat 
modellezi. A rendszer periodikus mozgása 
váltakozó támasz- és repülő fázisokból, va-
lamint az azokat összekötő elrugaszkodás és 
földetérés eseményekből áll az 1. ábra szerint. 
A repülő fázisban (F – flight) a tehetetlenség 
nélküli rugó nem befolyásolja a dinamikai 
viselkedést: a tömegpont parabolikus pályán 
halad, miközben a rugó β szögben áll.

A földetérés (TD – touchdown) akkor követ-
kezik be, amikor a terheletlen láb eléri a talajt. 
A rugó a tömegpontot a talaj egy pontjához 
kapcsolja a talajfogást követő támasz fázisban 
(S – stance) egy csuklós kényszerrel. Az elru-
gaszkodás (LO – liftoff) akkor következik be, 
amikor a rugó visszanyeri eredeti hosszát, így 
a talaj és a láb közötti nyomóerő éppen meg-
szűnik. Az elrugaszkodás után a rugó azonnal 
β szöghelyzetbe kerül, mely nem mond ellent 
a mechanika törvényeinek amiatt, hogy a rugó 
tehetetlensége teljes mértékben el van hanya-
golva. A rendszer konzervatív, mely lehetővé 
teszi az állandó magasságú ugrások sorozata-
ként kialakuló periodikus megoldásokat kül-
ső energia bevitele nélkül. Egy valódi élőlény 
esetében természetesen fellép energiaveszteség 

a szövetek csillapítása és a talajjal való rugal-
matlan ütközés miatt, amelyet az izmok me-
chanikai munkája pótol elrugaszkodáskor. 
Így ugyancsak periodikus mozgás jön létre. 
A szakirodalomban4,6 elfogadott módon az 
energiaveszteségeket és az izmok munkáját 
nem feltétlenül szükséges modellezni, a peri-
odikus mozgást a konzervatív rendszer is pro-
dukálni tudja.

A SLIP modell stabil periodikus mozgását 
lehetővé tévő paraméterek feltérképezéséhez 
dimenziótlan változókat és paramétereket 
vezetünk be a Buckingham-féle Π –tétel se-
gítségével.12 A tétel szerint egy n számú vál-
tozóra vonatkozó összefüggés átalakítható  
p = n – d darab független dimenziótlan 
mennyiség közti összefüggéssé, ahol d az 
eredeti összefüggésben szereplő alapmeny-
nyiségek száma. A mozgásegyenletben sze-
replő n = 7  változó a t idő, az x és y helyko-
ordináták, az m tömeg, k rugómerevség, 
r0 rugóhossz és g  gravitációs gyorsulás. A   
d = 3 alapmennyiség: kg, m, s. Tehát  p = 4  darab 
dimenziótlan mennyiség választandó, amely-
re több lehetőség van. Célszerű a ξ = x / r0 és  
η = y / r0  dimenziótlan helykoordináták, és a                              
                      dimenziótlan idő megválasztása. 
Így a támasz fázis mozgásegyenletei mindösz-
sze az állapotváltozókat és 
a      dimenziótlan rugómerevség 
paramétert tartalmazzák:

ahol   a pillanatnyi dimenziótlan 
rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugó-
hossz 1. A   jelölésű dimenziótlan idő 
szerinti derivált és az idő szerinti derivált ösz-
szefüggése . Repülő fázisban   

helyettesítéssel az (1) és (2) mozgás-
egyenletben a zárójeles tagok eltűnnek. Be-

(1)

Célszerű a /x r = és /y r = dimenziótlan  a /t k mt=  dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =x
állapotváltozókat és )mg = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
1=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban 1= helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a C minden sajátértéke egynél kisebb: 1, i  
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás 1h r= − , illetve földetérés ( )  = −x

és a hozzájuk tartozó = x és = x ugrásfüggvények
elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 

     = −
jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 

 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 
 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a t + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó x és T növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a 0/x r = és 0/y r = dimenziótlan /k mt=  dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze z  T    =x  

állapotváltozókat és )mg = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák: 

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
1=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban 1= helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a C minden sajátértéke egynél kisebb: 1, i  
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás 1h r= − , illetve földetérés sin = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ( ) = x , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense , )tΦ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a t + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó x és T növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és a 0 / ( )kr mg = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
1=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban 1= helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )1 1  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a C minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó =g x és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása (φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és 0 = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

1
1 0,

r
   + − = 

 
1 1 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
1=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )1 1  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = =x x

 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

r
   + − = 

 
1 1

1 0
r

 


  + − + = 
 

,

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
1=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban 1r = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )1 1  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

(2)

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

hol 2 2r  = +  dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
1= . A   jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )1 1  


 = + + − +

=C S Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
( = =x f x

 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

ahol r  = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
0 1r =  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

k m = Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = =
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

és új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )
2 2

 


 = + + − +

=C S Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
( ); = =f x x

; = =Φ f Φ Φ I

, ) − =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
1=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban 1r =  helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )1 1  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a C minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó =g x és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása (φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

฀′ jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált 

se ฀̇=√k / m ฀'. 
฀′ jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált 

฀̇=√k / m ฀'. 
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vezetjük az   dimenziótlan 
mechanikai összenergiát is:

(3)

A két fázis (F és S) és az azokat összekötő ese-
mények (TD és LO) alkotnak egy mozgáscik-
lust, melyek együttes vizsgálata a szakaszosan 
folytonos dinamikai rendszerek területére ve-
zet. A periodikus pályák stabilitásának vizsgá-
latához kiszámítjuk a monodrómia13-18 mátri-
xot a (4) egyenlet szerint.

(4)

Egy periodikus pálya stabil, ha a C minden 
sajátértéke egynél kisebb:  . A (4) 
egyenletben szereplő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

LO S= Φ S Φ .

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

 és 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )
2 2

 


 = + + − +

TD F=C S Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
( ); = =f x x

; = =Φ f Φ Φ I

, ) − =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

 mátrixok rend-
re a támasz, illetve repülő fázisokhoz tartozó 
alap megoldási mátrixok, amelyeket a folyto-
nos szakaszokhoz tartozó első variációs egyen-
let megoldásával határozunk meg.13-18 Az  
é s   mátrixok rendre az elrugaszkodás   

,illetve földetérés   
eseményeknek és a hozzájuk tartozó
    ugrásfüggvényeknek a gradi-
enseit foglalják magukba. Ezek az ugrásfügg-
vények ebben a felírásmódban azonosságot 
jelentenek, de ahogy később is látni fogjuk, a 
modelltől és a felírásmódtól függően ez nem 
mindig igaz. A periódus elejét, azaz a Poin-
caré-metszetet a   f ü g g vé ny 
definiálja, amely jelen speciális esetben egy-
beesik a földetérés eseményfüggvényével, 
de máshogy is megválasztható lenne. Ah-
hoz, hogy periodikus megoldás adódjon, a 
rugó végpontját minden periódus végén a 
globális koordinátarendszer origójába ké-
pezzük a Poincaré-metszethez tartozó 

ugrásfüggvény se-
gítségével. Ezt azért tehetjük meg, mert ξ egy 
kvázi ciklikus koordináta, azaz a repülő fázis-
ban nem befolyásolja, támasz fázisban pedig 
csak a talajfogási ponttól mért relatív helyzete 
befolyásolja a mozgást. A periodikus pályák 

keresésével és stabilitásukkal kapcsolatos ma-
tematikai módszerek a szakirodalomban13-18 

rendelkezésre állnak.

Alternatívaként bevezethető egy újabb ξ
G

  ál-
lapotváltozó, amely a talajfogási pont helyét 
jelöli. Ekkor   az állapot- 
változók vektora, és nincs szükség a fázis 
végén a ξ változó visszaképezésére, tehát 
  , továbbá a módosult leképezés 
  

Az (5) általános alakban felírt mozgásegyenle-
teket a (6) első variációs egyenlettel együtt nu-
merikusan integráljuk MATLAB környezet-
ben az ode45 függvény segítségével, a beépített 
eseménykeresési algoritmust felhasználva. Az 
alkalmazott abszolút és relatív hibahatár egy-
aránt 10-12 az előzetesen elvégzett szimulációs 
vizsgálatok alapján. Túlzottan kicsi hibahatár 
esetén a számítási idő növekszik meg, túl nagy 
hibahatár esetén a monodrómia mátrix saját-
értékei válnak pontatlanná.

A periodikus pályák megkeresésére Adolfsson 
munkájában14 található iteráció kibővített vál-
tozatát alkalmazzuk, mely a (7) és (8) egyen-
letekből indul ki. A (7) egyenlet fejezi ki, hogy 
a   megoldás megegyezik az x0  kez-
deti feltétellel, azaz a mozgás periodikus. A 
(8) egyenlet pedig arra utal, hogy a Poincaré 
metszetről indul a mozgás. Mivel a SLIP mo-
dellnél adott γ és β paraméterekre végtelen sok 
periodikus megoldás található, melyek külön-
böző 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = =
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

0 0( )E E− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

 mechanikai összenergiához tartoz-
nak, felírjuk a (9) energia egyenletet is.

 
  

Az (5) x -re vonatkozó megoldása 
melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban 1=  helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az 2

0/ ( )E E kr=  dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a C minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó ( ) =g x és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )22 21 1
1

2 2
E r

 


 = + + − + .

=C S Φ S Φ . 

Egy periodikus pálya stabil, ha a C minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó ( ) =g x és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása ( , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

TD F LO S=C S Φ S Φ .

Egy periodikus pálya stabil, ha a C minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a C minden sajátértéke egynél kisebb: 1,i i   .

szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz 

S és S rendre az elrugaszkodás 1h r= − , illetve földetérés h  = −
és a hozzájuk tartozó = x és = x ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ( ) = x , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a t + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó x és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

F LO= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = =x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

TD=C S Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
( ); = =f x

; = =Φ f Φ Φ I

, )T − =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás LO ( ) 1h r= −x , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó ( ) =g x x  és ( ) =g x ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ( ) = x , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a t + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

S és S rendre az elrugaszkodás 1h r= − , illetve földetérés TD ( ) sinh  = −x

és a hozzájuk tartozó = x és = x ugrásfüggvényeknek a gradienseit 

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ( ) = x , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense , )tΦ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a t + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó x és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó LO ( ) =g x x  és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré ( ) ( )h h=x x függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ( ) =g x , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó =  és TD ( ) =g x x  ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré =  függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ( ) = x , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a t + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó LO ( ) =g x x  és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré  a 
TD( ) ( )h h=x x  függvény definiálja speciális esetben 

     = −
jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 

 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ( ) =g x , továbbá a módosult leképezés 
 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét, azaz a Poincaré-metszete = függvény definiálja speciális esetben 
 T( ) cos    = −g x  

jelöli. Ekkor  ˆ      =x az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = =x x

 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ( ) =g x x , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a t + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
a   változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 TTD
ˆ( ) cos      = +g x . 

 

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = = x
 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása ( , )tφ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 0( ); = =x f x x x ,

 = =Φ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
0

 = =

0; = =xΦ f Φ Φ I

− =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

(6)

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = =
 = =Φ f Φ Φ I

0 0( , )T − =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = =
 = =Φ f Φ Φ I

0 0( , )T − =φ x x 0
=

− =

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát

( ) ( )  


 = + + − +

= Φ S Φ

Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 

 ˆ       = +

általános alakban felírt mozgásegyenleteket (6) első variációs egyenlettel együtt
 = =
 = =Φ f Φ Φ I

0 0( , )T − =φ x x 0 ,

0( ) 0h =x , 

0 0( ) 0E E− =x . 

x vonatkozó megoldása φ x , melynek a kezdeti feltétel szerinti gradiense Φ x

++ +  − −
    = −         −   

Φ I f

+ = x ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

(5)

(7)

(8)

(9)

Célszerű a  = és  = dimenziótlan = dimenziótlan 
idő megválasztása Így támasz fázis mozgásegyenlet mindössze      =
állapotváltozókat és  = lan rugómerevség paramétert tartalmazzák:

   + − = 
 

 


  + − + = 
 

 = + dimenziótlan rugóhossz. A nyújtatlan dimenziótlan rugóhossz 
=  jelölésű dimenziótlan idő szerinti derivált és az idő szerinti derivált összefüggése 

= Repülő fázisban = helyettesítéssel az (1) és (2) mozgásegyenletben a zárójeles 
tagok eltűnnek. ük az = dimenziótlan mechanikai összenergiát
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Egy periodikus pálya stabil, ha a minden sajátértéke egynél kisebb:   
szereplő Φ és Φ mátrixok rendre a támasz, illetve repülő fázisokhoz

és rendre az elrugaszkodás = − , illetve földetérés  = −
és a hozzájuk tartozó = és = ugrásfüggvények

elejét azaz a Poincaré = függvény definiálja speciális esetben 
     = −

jelöli. Ekkor  ˆ      = az állapotváltozók vektora, és nincs szükség a f zis végén 
 változó visszaképezésére, tehát ˆ ˆ= , továbbá a módosult leképezés 
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x és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a Poincaré metszet döféspontja) jelentő 

Írja be az egyenletet ide 
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  . Az    kezdeti feltétel és T periódusidő 
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ahol   az  -ból indított megol-
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+ = ból indított megoldás a + +=
Poincaré metszet utáni függvény értéke + =Φ Φ x vonatkozó  és  növekmény

0 és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a ( )x Poincaré metszet döféspontja) jelentő *

0x - megoldáshoz, a paraméterek csak 
kis mértékben változtathatóak új periodikus 
pálya keresése előtt. Tehát olyan módszerre 
van szükség a modell hangolásához, amely 
lokálisan vizsgálja a paramétertartományt. 
Továbbá deriváltak nélküli módszerre van 
szükség, hiszen nem garantálja semmi, hogy 
egy tetszőlegesen választott célfüggvény foly-
tonos. Ezek miatt a Nelder–Mead szimplex 
módszert20 választottuk, amely eleve biztosít-
ja, hogy az iteráció során a 

rtartomány határá

z a  ,   és 
0E  

energiaegyenlettel kibővített Adolfsson féle iterációt az aktuális paraméterekhez tartozó periodikus 
megoldás megtalálására A paraméterekben történő túl nagy ugrás miatt a (10) iteráció elveszítheti 

adott mozgásformák szimulációjára tehetjük alkalmassá a modellt
különböző sebességű futás, szökdelés, vagy akár különböző állat ának előállítása
x megoldáshoz, a paraméterek csak kis mértékben 

változtathatóak új periodikus pálya keresése előtt. Tehát olyan módszerre van 
ához, amely . Továbbá deriváltak nélküli 

módszerre van szükség, hiszen nem garantálja semmi, hogy egy tetszőlegesen választott 
célfüggvény folytonos. szimplex módsze
biztosítja, hogy az iteráció során a   paramétertérben ne következzen be túl nagy ugrás. 
Amennyiben a (10) iteráció nem konvergál, a goritmus egy büntető értéket ad, és az 
iteráció más irányban próbálja keresni az 

Mead algoritmust Matlab környezetben implementáltuk.

Eredmények 

Különböző összenergiákhoz tartozó periodikus pályák a 2. ábrán láthatóak. Megfigyelhető, hogy 
a repülő fázisban érvényes x irányú   dikus pályákat 
instabilak határolják, illetve az is, hogy minél kisebb a haladási sebesség,

A SLIP modell viselkedésének egyik szemléletes interpretációja a Poincaré féle 
térkép, mely a 3. ábrán látható az emberi mozgáshoz közel álló  =  =

  −  = −

4. 5. ábra  
repülő fázisban állandó értékű    szög síkján. A kék folytonos és a 

   mentén), az visszatér a stabil pályára, míg

felderítése adja a   paramétertérben, mely a 6. ábrán látható. A 6. ábra a különböző 
tartozó vetületeket 

is elérhető. stabilitási határfelületek segítségével könnyen meghatározhatók 
beállítások, amelyekkel garantálható a stabil mozgás. Azonban még ekkor is 

kihívást jelenthet a kezdeti feltételek beállítása, melyhez a 4. 5. ábra ad segítséget rögzített 
 fizikai paraméterek esetén.

T periódusidő és a GR atio) talaj fázis időaránya paraméterek változására szolgáltat 
  paramétereit úgy hangoltuk, hogy a modellből kapott és 

a mérésből származó x VO T

2. ábra. Periodikus pályák különböző mechanikai
felületek zölddel (  tengely balról 

 para-
métertérben ne következzen be túl nagy ugrás. 
Amennyiben a (10) iteráció nem konvergál, a 
szimplex algoritmus egy büntető értéket ad, és 
az iteráció más irányban vagy kisebb lépésben 
változtatott paraméterekkel próbálja keresni 
az optimumot. A Nelder–Mead algoritmust 
Matlab környezetben implementáltuk.
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beállítások, amelyekkel garantálható a stabil mozgás. Azonban még ekkor is 
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 sebesség mentén tekintve a stabil periodi-
kus pályákat instabilak határolják, illetve az is, 
hogy minél kisebb a haladási sebesség, annál 
nagyobbak az ugrások. A SLIP modell visel-
kedésének egyik szemléletes interpretációja a 
Poincaré-féle visszatérési térkép, mely a 3. áb-
rán látható az emberi mozgáshoz közel álló 
γ = 19,11 és β = 1 értékeknél. Egy tetszőlege-
sen választott skalár Poincaré metszeten vett  
i-edik értékéhez (vízszintes tengely) rendeli 
az egy periódussal későbbi, azaz i + 1-edik 
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ódus alatt, a 45°-os szaggatott vonal jellemzi 
a dinamikai változó viselkedését. A sebesség-
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 
energiaegyenlettel kibővített Adolfsson féle iterációt az aktuális paraméterekhez tartozó periodikus 
megoldás megtalálására A paraméterekben történő túl nagy ugrás miatt a (10) iteráció elveszítheti 

adott mozgásformák szimulációjára tehetjük alkalmassá a modellt
különböző sebességű futás, szökdelés, vagy akár különböző állat ának előállítása

megoldáshoz, a paraméterek csak kis mértékben 
változtathatóak új periodikus pálya keresése előtt. Tehát olyan módszerre van 

ához, amely . Továbbá deriváltak nélküli 
módszerre van szükség, hiszen nem garantálja semmi, hogy egy tetszőlegesen választott 
célfüggvény folytonos. szimplex módsze
biztosítja, hogy az iteráció során a   paramétertérben ne következzen be túl nagy ugrás. 
Amennyiben a (10) iteráció nem konvergál, a goritmus egy büntető értéket ad, és az 
iteráció más irányban próbálja keresni az 

Mead algoritmust Matlab környezetben implementáltuk.

Eredmények 

Különböző összenergiákhoz tartozó periodikus pályák a 2. ábrán láthatóak. Megfigyelhető, hogy 
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0 és T új becslése Az így kapott Newton Raphson iteráció pár lépés után a periodikus 
megoldás kezdőpontját (a ( )x Poincaré metszet döféspontja) jelentő *

0x -

z a  ,   és 
0E  

energiaegyenlettel kibővített Adolfsson féle iterációt az aktuális paraméterekhez tartozó periodikus 
megoldás megtalálására A paraméterekben történő túl nagy ugrás miatt a (10) iteráció elveszítheti 

adott mozgásformák szimulációjára tehetjük alkalmassá a modellt
különböző sebességű futás, szökdelés, vagy akár különböző állat ának előállítása
x megoldáshoz, a paraméterek csak kis mértékben 

változtathatóak új periodikus pálya keresése előtt. Tehát olyan módszerre van 
ához, amely . Továbbá deriváltak nélküli 

módszerre van szükség, hiszen nem garantálja semmi, hogy egy tetszőlegesen választott 
célfüggvény folytonos. szimplex módsze
biztosítja, hogy az iteráció során a   paramétertérben ne következzen be túl nagy ugrás. 
Amennyiben a (10) iteráció nem konvergál, a goritmus egy büntető értéket ad, és az 
iteráció más irányban próbálja keresni az 

Mead algoritmust Matlab környezetben implementáltuk.

Eredmények 

Különböző összenergiákhoz tartozó periodikus pályák a 2. ábrán láthatóak. Megfigyelhető, hogy 
a repülő fázisban érvényes x irányú   dikus pályákat 
instabilak határolják, illetve az is, hogy minél kisebb a haladási sebesség,

A SLIP modell viselkedésének egyik szemléletes interpretációja a Poincaré féle 
térkép, mely a 3. ábrán látható az emberi mozgáshoz közel álló  =  =

  −  = −

4. 5. ábra  
repülő fázisban állandó értékű    szög síkján. A kék folytonos és a 

   mentén), az visszatér a stabil pályára, míg

felderítése adja a   paramétertérben, mely a 6. ábrán látható. A 6. ábra a különböző 
tartozó vetületeket 

is elérhető. stabilitási határfelületek segítségével könnyen meghatározhatók 
beállítások, amelyekkel garantálható a stabil mozgás. Azonban még ekkor is 

kihívást jelenthet a kezdeti feltételek beállítása, melyhez a 4. 5. ábra ad segítséget rögzített 
 fizikai paraméterek esetén.

T periódusidő és a GR atio) talaj fázis időaránya paraméterek változására szolgáltat 
  paramétereit úgy hangoltuk, hogy a modellből kapott és 

a mérésből származó x VO

2. ábra. Periodikus pályák különböző mechanikai
felületek zölddel (  tengely balról 
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kat jelentenek. Az A pont a legkisebb energi-
ához tartozik, amelynél még létezik periodi-
kus pálya. A B ponthoz tartozik a legnagyobb 
összenergia, ahol még létezik stabil periodikus 
pálya.
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a stabil és instabil periodikus megoldásokat 
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energiaszinten maradva zavarjuk meg a moz-
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felderítése adja a   paramétertérben, mely a 6. ábrán látható. A 6. ábra a különböző 
tartozó vetületeket 

is elérhető. stabilitási határfelületek segítségével könnyen meghatározhatók 
beállítások, amelyekkel garantálható a stabil mozgás. Azonban még ekkor is 

kihívást jelenthet a kezdeti feltételek beállítása, melyhez a 4. 5. ábra ad segítséget rögzített 
 fizikai paraméterek esetén.

T periódusidő és a atio) talaj fázis időaránya paraméterek változására szolgáltat 
  paramétereit úgy hangoltuk, hogy a modellből kapott és 
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2. ábra. Periodikus pályák különböző mechanikai
felületek zölddel (  tengely balról 

mentén perturbáljuk a 
kezdeti feltételt, akkor nem tér vissza az erede-
ti pályához stabil megoldás esetén sem. Az 1., 
2. és 3. jelű határgörbéken kívülről (halvány-
sárga tartomány) indítva a mozgást a megol-
dás nem éri el újra a Poincaré-metszetet, azaz 
egy periódust sem tud megtenni anélkül, hogy 
eldőlne. Nem periodikus pályán indítva a 
rendszert, annak viselkedését a nyilak iránya 
jellemzi. A piros nyilak mentén haladva (fehér 
tartomány) a rendszer véges számú periódu-
son belül eléri valamelyik határgörbét az 1., 2. 

és 3. számú közül és a SLIP modell elesik. A 
halványkékkel színezett vonzási tartományból 
(BoA – Basin of Attraction) indítva a rendszert 
a mozgás stabil periodikus pályához konver-
gál, amint a kék nyilak is mutatják. Az 1., 2., és 
3. jelölések a 4. és 5. ábrán látható határgörbék 
egymásnak való megfeleltetését segítik.
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módszerre van szükség, hiszen nem garantálja semmi, hogy egy tetszőlegesen választott 
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is elérhető. stabilitási határfelületek segítségével könnyen meghatározhatók 
beállítások, amelyekkel garantálható a stabil mozgás. Azonban még ekkor is 

kihívást jelenthet a kezdeti feltételek beállítása, melyhez a 4. 5. ábra ad segítséget rögzített 
 fizikai paraméterek esetén.

T periódusidő és a atio) talaj fázis időaránya paraméterek változására szolgáltat 
  paramétereit úgy hangoltuk, hogy a modellből kapott és 
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2. ábra. Periodikus pályák különböző mechanikai
felületek zölddel (  tengely balról 

paramétertérben, 

2. ábra. A periodikus pályák különböző mechanikai összenergiákon (fekete vonallal). A h(x)  események által 
meghatározott felületek zölddel (hLO ) és szürkével (hTD ) láthatóak. A ξ’ tengely balról jobbra csökken

3. ábra. A Poincaré-féle visszatérési térkép
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mely a 6. ábrán látható. A 6. ábra a különbö-
ző γ értékekhez tartozó vetületeket mutatja. 
A stabil tartomány térbeli szemléltetésére egy 
interaktív Matlab program21 is elérhető. A 
stabilitási határfelületek segítségével könnyen 
meghatározhatók olyan paraméter-beállítá-
sok, amelyekkel garantálható a stabil moz-

gás. Azonban még ekkor is kihívást jelenthet 
a kezdeti feltételek beállítása, melyhez a 4. és 
5. ábra ad segítséget rögzített γ és β fizikai pa-
raméterek esetén.

A 7., 8. és 9. ábrákon a Nelder–Mead szimplex 
módszerrel végrehajtott paraméterillesztések 
eredményei láthatóak. Hobara cikkében22 
egy 400 méter hosszú pályán álló helyzetből 
indulva sprinteltek a mérésben részt vevő sze-
mélyek. A megtett út mentén jelentősen vál-
tozik a futók mozgásformája a fáradás miatt 

4. ábra. Vonzási tartomány, 4. ábra. y, ( )0 ,E   -

5. ábra. ( )

30 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán

x VO T
8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
( )g x A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás

x T GR

 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 - sík

5. ábra. Vonzási tartomány, 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. y, ( )0 ,E  -

30 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
( )g x A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás

 T

 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 - sík

6. ábra. A stabilitási térkép vetülete
8. ábra. Mérésekből23 (szaggatott) és a SLIP modell 

illesztésével kapott (folytonos) mutatószámok

7. ábra. Mérésekből22 (szaggatott) és a SLIP modell 
illesztésével kapott (folytonos) mutatószámok
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és stratégiai okokból. A 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán

x , 

8. ábra
9. ábra

minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 
  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
( )g x A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás



 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 lépéshossz, a VO 
(vertical oscillation) függőleges irányú elmoz-
dulás, a Tp  periódusidő és a GR (ground ratio) 
talaj fázis időaránya paraméterek változására 
szolgáltat adatot a cikk. A SLIP modell γ, β 
és

 
energiaegyenlettel kibővített Adolfsson féle iterációt az aktuális paraméterekhez tartozó periodikus 
megoldás megtalálására A paraméterekben történő túl nagy ugrás miatt a (10) iteráció elveszítheti 

adott mozgásformák szimulációjára tehetjük alkalmassá a modellt
különböző sebességű futás, szökdelés, vagy akár különböző állat ának előállítása

megoldáshoz, a paraméterek csak kis mértékben 
változtathatóak új periodikus pálya keresése előtt. Tehát olyan módszerre van 

ához, amely . Továbbá deriváltak nélküli 
módszerre van szükség, hiszen nem garantálja semmi, hogy egy tetszőlegesen választott 
célfüggvény folytonos. szimplex módsze
biztosítja, hogy az iteráció során a   paramétertérben ne következzen be túl nagy ugrás. 
Amennyiben a (10) iteráció nem konvergál, a goritmus egy büntető értéket ad, és az 
iteráció más irányban próbálja keresni az 

Mead algoritmust Matlab környezetben implementáltuk.

Eredmények 

Különböző 
0E  összenergiákhoz tartozó periodikus pályák a 2. ábrán láthatóak. Megfigyelhető, hogy 

a repülő fázisban érvényes irányú   dikus pályákat 
instabilak határolják, illetve az is, hogy minél kisebb a haladási sebesség,

A SLIP modell viselkedésének egyik szemléletes interpretációja a Poincaré féle 
térkép, mely a 3. ábrán látható az emberi mozgáshoz közel álló  =  =

  −  = −

4. 5. ábra  
repülő fázisban állandó értékű    szög síkján. A kék folytonos és a 

   mentén), az visszatér a stabil pályára, míg

felderítése adja a   paramétertérben, mely a 6. ábrán látható. A 6. ábra a különböző 
tartozó vetületeket 

is elérhető. stabilitási határfelületek segítségével könnyen meghatározhatók 
beállítások, amelyekkel garantálható a stabil mozgás. Azonban még ekkor is 

kihívást jelenthet a kezdeti feltételek beállítása, melyhez a 4. 5. ábra ad segítséget rögzített 
 fizikai paraméterek esetén.

T periódusidő és a atio) talaj fázis időaránya paraméterek változására szolgáltat 
  paramétereit úgy hangoltuk, hogy a modellből kapott és 

a mérésből származó 

2. ábra. Periodikus pályák különböző mechanikai
felületek zölddel (  tengely balról 

és paramétereit úgy hangoltuk, hogy 
a modellből kapott és a mérésből származó  

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán

x , 

8. ábra
9. ábra

minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 
  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
( )g x A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás



 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

, VO, Tp és GR mutatószámok relatív hibá-
inak négyzetösszege (célfüggvény) minimális 
legyen (7. ábra).

A szimplex módszer kezdeti becslése a para-
métertérben nagymértékben befolyásolja a 
konvergenciát. A mérési adatsorok első pont-
jában a kezdeti becslés a 6. ábrán látható sta-
bil tartomány közepén volt (γ = 30, β = 0,7,  

 
energiaegyenlettel kibővített Adolfsson féle iterációt az aktuális paraméterekhez tartozó periodikus 
megoldás megtalálására A paraméterekben történő túl nagy ugrás miatt a (10) iteráció elveszítheti 

adott mozgásformák szimulációjára tehetjük alkalmassá a modellt
különböző sebességű futás, szökdelés, vagy akár különböző állat ának előállítása

megoldáshoz, a paraméterek csak kis mértékben 
változtathatóak új periodikus pálya keresése előtt. Tehát olyan módszerre van 

ához, amely . Továbbá deriváltak nélküli 
módszerre van szükség, hiszen nem garantálja semmi, hogy egy tetszőlegesen választott 
célfüggvény folytonos. szimplex módsze
biztosítja, hogy az iteráció során a   paramétertérben ne következzen be túl nagy ugrás. 
Amennyiben a (10) iteráció nem konvergál, a goritmus egy büntető értéket ad, és az 
iteráció más irányban próbálja keresni az 

Mead algoritmust Matlab környezetben implementáltuk.

Eredmények 

Különböző 
0E  összenergiákhoz tartozó periodikus pályák a 2. ábrán láthatóak. Megfigyelhető, hogy 

a repülő fázisban érvényes irányú   dikus pályákat 
instabilak határolják, illetve az is, hogy minél kisebb a haladási sebesség,

A SLIP modell viselkedésének egyik szemléletes interpretációja a Poincaré féle 
térkép, mely a 3. ábrán látható az emberi mozgáshoz közel álló  =  =

  −  = −

4. 5. ábra  
repülő fázisban állandó értékű    szög síkján. A kék folytonos és a 

   mentén), az visszatér a stabil pályára, míg

felderítése adja a   paramétertérben, mely a 6. ábrán látható. A 6. ábra a különböző 
tartozó vetületeket 

is elérhető. stabilitási határfelületek segítségével könnyen meghatározhatók 
beállítások, amelyekkel garantálható a stabil mozgás. Azonban még ekkor is 

kihívást jelenthet a kezdeti feltételek beállítása, melyhez a 4. 5. ábra ad segítséget rögzített 
 fizikai paraméterek esetén.

T periódusidő és a atio) talaj fázis időaránya paraméterek változására szolgáltat 
  paramétereit úgy hangoltuk, hogy a modellből kapott és 

a mérésből származó 

2. ábra. Periodikus pályák különböző mechanikai
felületek zölddel (  tengely balról 

= 0,8). A további pontokhoz a kezdeti 
becslést mindig az előző pont eredménye szol-
gáltatta. A relatív hibák 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = 0,8=
becslést mindig az előző pont eredménye s ák 100( ) /x M S MR x x x= −  

11. ábrán x óval kapott értékeket x  jelöli

x VO T GR

8. ábra
9. ábra

minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 
  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  cos− képeződik vissza
( )g x A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás

x VO T GR

, 1 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

  
értékeit a 11. ábrán tüntettük fel (a mért ér-
tékeket 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = 0,8=
becslést mindig az előző pont eredménye s 100( M Sx= −

11. ábrán x  értéke

x VO T GR

8. ábra
9. ábra

minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 
  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  cos− képeződik vissza
( )g x A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás

x VO T GR

, 1 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 , a szimulációval kapott értéke-
ket  

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = 0,8=
becslést mindig az előző pont eredménye s ) /M Sx x= −

11. ábrán x keket x

x VO T GR

8. ábra
9. ábra

minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 
  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  cos− képeződik vissza
( )g x A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás

x VO T GR

, 1 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 jelöli). Morin23 adataira vonatkozóan 
ugyanezt az illesztést hajtottuk végre azzal a 

különbséggel, hogy a 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán

x , 

8. ábra
9. ábra

minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 
  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
( )g x A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás



 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

, VO, Tp és GR mu-
tatószámok a kényelmes lépésfrekvenciától 
való eltérés függvényében álltak rendelkezésre  
(8. ábra). Végül az átlagsebességet független 
paraméternek tekintve Cavagna24 adataira is 
megtörtént az illesztés (9. ábra) négyféle ge-
rinces esetén. Az illesztés eredménye minden 
esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, 
hogy a 4 mutatószám illesztésére mindössze 
három független paraméter állt rendelkezésre 
(γ, β és

 
energiaegyenlettel kibővített Adolfsson féle iterációt az aktuális paraméterekhez tartozó periodikus 
megoldás megtalálására A paraméterekben történő túl nagy ugrás miatt a (10) iteráció elveszítheti 

adott mozgásformák szimulációjára tehetjük alkalmassá a modellt
különböző sebességű futás, szökdelés, vagy akár különböző állat ának előállítása

megoldáshoz, a paraméterek csak kis mértékben 
változtathatóak új periodikus pálya keresése előtt. Tehát olyan módszerre van 

ához, amely . Továbbá deriváltak nélküli 
módszerre van szükség, hiszen nem garantálja semmi, hogy egy tetszőlegesen választott 
célfüggvény folytonos. szimplex módsze
biztosítja, hogy az iteráció során a   paramétertérben ne következzen be túl nagy ugrás. 
Amennyiben a (10) iteráció nem konvergál, a goritmus egy büntető értéket ad, és az 
iteráció más irányban próbálja keresni az 

Mead algoritmust Matlab környezetben implementáltuk.

Eredmények 

Különböző 
0E  összenergiákhoz tartozó periodikus pályák a 2. ábrán láthatóak. Megfigyelhető, hogy 

a repülő fázisban érvényes irányú   dikus pályákat 
instabilak határolják, illetve az is, hogy minél kisebb a haladási sebesség,

A SLIP modell viselkedésének egyik szemléletes interpretációja a Poincaré féle 
térkép, mely a 3. ábrán látható az emberi mozgáshoz közel álló  =  =

  −  = −

4. 5. ábra  
repülő fázisban állandó értékű    szög síkján. A kék folytonos és a 

   mentén), az visszatér a stabil pályára, míg

felderítése adja a   paramétertérben, mely a 6. ábrán látható. A 6. ábra a különböző 
tartozó vetületeket 

is elérhető. stabilitási határfelületek segítségével könnyen meghatározhatók 
beállítások, amelyekkel garantálható a stabil mozgás. Azonban még ekkor is 

kihívást jelenthet a kezdeti feltételek beállítása, melyhez a 4. 5. ábra ad segítséget rögzített 
 fizikai paraméterek esetén.

T periódusidő és a atio) talaj fázis időaránya paraméterek változására szolgáltat 
  paramétereit úgy hangoltuk, hogy a modellből kapott és 

a mérésből származó 

2. ábra. Periodikus pályák különböző mechanikai
felületek zölddel (  tengely balról 

). A 10. ábrán a megfelelő γ, β és

 
energiaegyenlettel kibővített Adolfsson féle iterációt az aktuális paraméterekhez tartozó periodikus 
megoldás megtalálására A paraméterekben történő túl nagy ugrás miatt a (10) iteráció elveszítheti 

adott mozgásformák szimulációjára tehetjük alkalmassá a modellt
különböző sebességű futás, szökdelés, vagy akár különböző állat ának előállítása

megoldáshoz, a paraméterek csak kis mértékben 
változtathatóak új periodikus pálya keresése előtt. Tehát olyan módszerre van 

ához, amely . Továbbá deriváltak nélküli 
módszerre van szükség, hiszen nem garantálja semmi, hogy egy tetszőlegesen választott 
célfüggvény folytonos. szimplex módsze
biztosítja, hogy az iteráció során a   paramétertérben ne következzen be túl nagy ugrás. 
Amennyiben a (10) iteráció nem konvergál, a goritmus egy büntető értéket ad, és az 
iteráció más irányban próbálja keresni az 

Mead algoritmust Matlab környezetben implementáltuk.

Eredmények 

Különböző 
0E  összenergiákhoz tartozó periodikus pályák a 2. ábrán láthatóak. Megfigyelhető, hogy 

a repülő fázisban érvényes irányú   dikus pályákat 
instabilak határolják, illetve az is, hogy minél kisebb a haladási sebesség,

A SLIP modell viselkedésének egyik szemléletes interpretációja a Poincaré féle 
térkép, mely a 3. ábrán látható az emberi mozgáshoz közel álló  =  =

  −  = −

4. 5. ábra  
repülő fázisban állandó értékű    szög síkján. A kék folytonos és a 

   mentén), az visszatér a stabil pályára, míg

felderítése adja a   paramétertérben, mely a 6. ábrán látható. A 6. ábra a különböző 
tartozó vetületeket 

is elérhető. stabilitási határfelületek segítségével könnyen meghatározhatók 
beállítások, amelyekkel garantálható a stabil mozgás. Azonban még ekkor is 

kihívást jelenthet a kezdeti feltételek beállítása, melyhez a 4. 5. ábra ad segítséget rögzített 
 fizikai paraméterek esetén.

T periódusidő és a atio) talaj fázis időaránya paraméterek változására szolgáltat 
  paramétereit úgy hangoltuk, hogy a modellből kapott és 

a mérésből származó 

2. ábra. Periodikus pályák különböző mechanikai
felületek zölddel (  tengely balról 

 
paraméterértékek láthatók.

diszkusszió

A periodikus pályák stabilitását a C  
monodrómia mátrix sajátértékei határozzák 
meg. A négy sajátérték között két darab egyes, 
egy zérus továbbá egy kezdeti értékektől és 
paraméterektől függő van: 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás



k: 41, 1, 0, , 1i =
ése megváltozik. A

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

. Az 
egyik egyes sajátérték a pályával érintőleges 
sajátirányhoz tartozik, mely abból adódik, 
hogy a rendszer autonóm. A zérus sajátérték a  
ξ irányú sajátvektorhoz tartozik. Értéke azért 
zérus, mert függetlenül a kezdeti értékétől a    
ξ minden periódus végén a -cos β értékbe ké-
peződik vissza a 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
( )g x  A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás



 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 ugrás függvény által. 
A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mu-
tatja meg, hogy amennyiben a c kezdeti érték   

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

ék *

0 0 +  




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás

x VO T GR

 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 megzavarása úgy történik, hogy nem 
változik meg a rendszer mechanikai energiá-
ja, akkor milyen a 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

ék *

0 0 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás

x VO T

 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 kezdeti értékhez tartozó 
periodikus megoldás stabilitása. A második 
egyes sajátérték azért szerepel, mert a rendszer 
konzervatív, így mikor a 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

ék *

0 0 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás

x VO T GR

 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 zavarás ha-
tására megváltozik a mechanikai összenergia, 
az a mozgás mentén végig állandó marad. Kö-
vetkezésképp, a rendszer csupán marginálisan 
lehet stabilis. Mit jelent ez a zavarás okozta 
hiba alakulására vonatkozóan? Amennyiben a 
zavarás olyan, hogy nem változik meg a rend-
szer mechanikai összenergiája, a megoldás 
továbbra is az eredeti 

 
energiaegyenlettel kibővített Adolfsson féle iterációt az aktuális paraméterekhez tartozó periodikus 
megoldás megtalálására A paraméterekben történő túl nagy ugrás miatt a (10) iteráció elveszítheti 

adott mozgásformák szimulációjára tehetjük alkalmassá a modellt
különböző sebességű futás, szökdelés, vagy akár különböző állat ának előállítása

megoldáshoz, a paraméterek csak kis mértékben 
változtathatóak új periodikus pálya keresése előtt. Tehát olyan módszerre van 

ához, amely . Továbbá deriváltak nélküli 
módszerre van szükség, hiszen nem garantálja semmi, hogy egy tetszőlegesen választott 
célfüggvény folytonos. szimplex módsze
biztosítja, hogy az iteráció során a   paramétertérben ne következzen be túl nagy ugrás. 
Amennyiben a (10) iteráció nem konvergál, a goritmus egy büntető értéket ad, és az 
iteráció más irányban próbálja keresni az 

Mead algoritmust Matlab környezetben implementáltuk.

Eredmények 

Különböző 
0E  összenergiákhoz tartozó periodikus pályák a 2. ábrán láthatóak. Megfigyelhető, hogy 

a repülő fázisban érvényes irányú   dikus pályákat 
instabilak határolják, illetve az is, hogy minél kisebb a haladási sebesség,

A SLIP modell viselkedésének egyik szemléletes interpretációja a Poincaré féle 
térkép, mely a 3. ábrán látható az emberi mozgáshoz közel álló  =  =

  −  = −

4. 5. ábra  
repülő fázisban állandó értékű    szög síkján. A kék folytonos és a 

   mentén), az visszatér a stabil pályára, míg

felderítése adja a   paramétertérben, mely a 6. ábrán látható. A 6. ábra a különböző 
tartozó vetületeket 

is elérhető. stabilitási határfelületek segítségével könnyen meghatározhatók 
beállítások, amelyekkel garantálható a stabil mozgás. Azonban még ekkor is 

kihívást jelenthet a kezdeti feltételek beállítása, melyhez a 4. 5. ábra ad segítséget rögzített 
 fizikai paraméterek esetén.

T periódusidő és a atio) talaj fázis időaránya paraméterek változására szolgáltat 
  paramétereit úgy hangoltuk, hogy a modellből kapott és 

a mérésből származó 

2. ábra. Periodikus pályák különböző mechanikai
felületek zölddel (  tengely balról 

 izoenergia felületen 
mozog, amennyiben a 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás



41, 0, , 1 =
ltozik. A

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 sajátérték kisebb, 
9. ábra. Mérésekből24 (sötét) és a SLIP modell 

illesztésével kapott (világos) mutatószámok
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11. ábra. Az illesztések relatív hibái a 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán

x , 

8. ábra
9. ábra

minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 
  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
( )g x A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás



 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

, VO, Tp és GR mutatószámokra

10. ábra. A SLIP modell paraméterei a mérési adatokra22-24 illesztve
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mint egy, a megoldás egyre közelebb fog ke-
rülni a periodikus megoldás trajektóriájához, 
a hiba eltűnik. Ha megváltozik a mechani-
kai összenergia, a megoldás másik 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

ik 
1( )E E=x

külső beavatkozás
x VO T GR

 =

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 
izoenergia felületre kerül, melyek között külső 
beavatkozás nélkül nincs átjárás (12. ábra).

Egy bizonyos energiaintervallumon belül lé-
teznek periodikus pályái a rendszernek, és 
ezen periodikus pályák döféspontjai a Poinca-
ré-metszeten egy folytonos görbét rajzolnak ki. 
Általános zavarásra az mondható el, hogy az 
eredeti pályagörbéhez képesti hiba egy részre 
eltűnik, ahogy a megoldás az új összenergiához 
tartozó periodikus megoldásához közelít, vi-
szont marad egy fennmaradó eltérés, mely a 
két különböző összenergiához tartozó periodi-
kus megoldás távolságából adódik.

Az ötváltozós esetben még egy egyes sajátérték 
keletkezik: 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás



ik: 41, 1, 0, , 1i = . E

ése megváltozik. A z

 lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

. Ezen kívül bi-
zonyos sajátértékekhez tartozó sajátvektorok 
iránya és jelentése megváltozik. A zérus sa-
játértékhez tartozó sajátvektor iránya 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 

=
külső beavatkozás



 =
ozó sajátvek

a G lesz, mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés során előírjuk az 
megjelenő

  =
a b Az 1 értékű sajátérték azt jelenti, hogy ha az 

 lesz, 
mivel minden periódusban a talajhoz rögzítés 
során előírjuk az értékét. Az újonnan megje-
lenő egyes sajátérték sajátiránya vele, illetve 
a másik ciklikus koordinátával, 

4. ábra. ( ) 

5. ábra. ( )

 =  = =
becslést mindig az előző pont eredménye s = −

11. ábrán


8. ábra

9. ábra
minden esetben jelleghelyes. A számszerű eltérés oka, hogy a 4 mutatószám illesztésére 

  10. ábrán a megfelelő 


ggetlenül a kezdeti értékétől a  − képeződik vissza
A kezdeti értéktől függő sajátérték azt mutatja meg, hogy amennyiben 

 +




közelebb fog kerülni a periodikus megoldás trajektóriájához, a hiba eltűnik. Ha megváltozik a 
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Az eredményeink egybevágnak Ghigliazza és 
Rummel cikkeiben4,25 publikáltakkal. Ezen 
felül cikkünk 6. ábráján ismertetett, a SLIP 
modell minden dimenziótlan paraméterének 
terében megalkotott stabilitási térkép még 
inkább segíti a modell megértését, és a stabil 
periodikus pályák létezését garantáló para-
méterkombinációk megválasztását, hiszen a 
térkép a teljes paramétertartományt lefedi. A 
modell viselkedését mozgás során 3D-s fázis-
térben mutattuk be, melyeken szemléltettük 
az izoenergia görbék jelentőségét.

A paraméterillesztések az instabil paramé-
ter-tartományba is kiengedték a szimplexet. 
Ezt azért tehettük meg, mivel a valóságban 
az instabil periodikus pályákat szabályozással 
stabillá lehet tenni. A stabil periodikus pályák 
szépsége a konzervatív SLIP modell esetében 
az, hogy a rendszer önbeálló, nem igényel kül-
ső beavatkozást. Ha a szimplexet nem enged-
nénk ki az instabil tartományba, akkor önbe-
álló stabil mozgás jönne ki ugyan, de nagyobb 
lenne az illesztett biomechanikai paraméterek-
ben a hiba. Érdemes megjegyezni, hogy kis se-
bességeknél a SLIP modell nehezen illeszthető 
mérési adatokra, mert a modell stabil paramé-
tertartománya kis sebességeknél csökken. Az 
illesztés pontosságát továbbá az is befolyásolja, 
hogy a modell három paramétere hangolható 
csupán, míg az illeszteni kívánt biomechanikai 
paraméterek száma négy. A modell kibővítésé-
vel és paraméterei számának növelésével vár-
hatóan az illesztések is pontosabbak lennének. 
A 10. ábrán jól látszik, hogy a SLIP modell 
paraméterei jellemzően milyen tartományba 
esnek valódi mozgások utánzása esetén.
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Utánpótláskorú kézilabdázók alsóvégtag 
állapotfelmérő vizsgálatainak műszerezése 
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Absztrakt 

Mint minden sportágban, így a kézilabda sport keretein belül is rendkívül fontos a sportolók 
megfelelő állapotfelmérése. Ezen mérések kiértékelésével a gyógytornászok átfogó képet kapnak 
a sportolók aktuális állapotáról. A felmérések után a megfelelő feladatok kiválasztásával tudják a 
versenyzők ízületeinek mozgástartományát növelni, a gyenge izmokat erősíteni, vagy a túlműkö-
dőket nyújtani.

A kutatás célja az alsó végtag állapotfelmérésére szolgáló objektív módszer kidolgozása, amely 
alkalmas a főbb ízületek mozgásterjedelem és szögtartomány értékeinek pontos meghatározásá-
ra. Ehhez egy kitelepíthető optikai-alapú OptiTrack márkájú mozgásvizsgáló (motion capture) 
rendszert használtunk, amely a kijelölt anatómiai pontok térbeli helyzetét rögzíti. Az ebből szá-
mított jellemzők monitorizálhatóvá teszik a változásokat, segítik a gyógytornászt az egyéni re-
habilitáció kialakításában. Az optikai mozgáskövetésnek köszönhetően objektíven mérhetők a 
mobilizációs feladatok során a térdízületi és bokaízületi szögek terjedelmei, a medence dőlési 
szöge, ezekből következtethetünk combhajlító izmok feszességére és lazaságára. A négy teszt-
feladat: speciálisan kivitelezett guggolási feladat, a Thomas teszt, egy a hamstring izomcsoport 
(combhajlító izmok) nyújthatóságát vizsgáló feladat, valamint az úgynevezett sit and reach teszt. 
A méréseinket 11 utánpótláskorú (16-18 éves) női kézilabdázó bevonásával végeztük el. Az alkal-
mazott feladatok kiértékelése teljes képet ad az alsó végtag (boka-, térd- és csípőízületek) állapo-
táról, valamint következtetéseket vonhatunk le az izomzat feszességéről. A kidolgozott módszer 
segítségével a hagyományos (korábban is használt) mérőszámok – mint a boka dorsiflexiós szöge, 
a térdszög flexió-extenziós mozgástartománya vagy a maximális előrenyúlás – a szakirodalmi 
adatoknak megfelelően nagy pontossággal mérhetők. Ezen felül olyan mérőszámok meghatá-
rozását teszi lehetővé (pl. medence billenése, transzverzális síkban történő szögkitérések), ami 
szemrevételezéssel korábban nem volt lehetséges. 

Kulcsszavak: motion capture, kézilabda, gyógytorna, Thomas teszt, sit and reach teszt
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Assessment of lower limb condition of young hAndbAll plAyers viA motion AnAlysis

Abstract

As in most sports, it is crucial to assess the condition of athletes in handball properly. By evaluating 
these measurements, the physiotherapists receive a comprehensive picture of the athletes’ physical 
condition. These results can help the athletes increase the range of motion of joints, strengthen the 
weak muscles, and stretch the overactive ones.

This present study aimed to develop an objective method for assessing the condition of the lower limb 
coordination in young female handball players (age of 16-18). For this purpose, optical-based motion 
analysis was carried out, which helps the physiotherapists to monitorize the small, achieved results 
more efficiently during the progress. With the help of the 3D motion analysis the range of motion of 
the lower extremities’ joint can be objectively measured during the mobilization tasks, which can also 
be used to infer the tightness and looseness of the flexor muscles. In the motion analysis, four field 
tests were included; a special squat, the Thomas test, a test that helps to examine the extensibility of 
the hamstring muscle group, and the ‘sit and reach’ test. For evaluating the results, a self-developed 
Matlab program was applied. To sum up, the tests and the described method allow us to determine the 
condition of ankle, knee, and hip joints and the quality of the muscles of the whole lower limb. The 
developed objective, in-site measurement procedure could be built in the athletes’ training program.

Keywords: motion capture, handball, physiotherapy, Thomas test, sit and reach test

bevezetés

Napjainkban is a gyógytornász állapotfelmérő 
vizsgálatok – köztük az alsóvégtag állapotá-
ra irányuló vizsgálatok legtöbbjeit – eszközök 
nélküli, szemrevételezésen vagy tapintáson 
alapuló módszeren alapul. Ezen szemrevétele-
zéses vizsgálatok fő problémája, hogy kvalitatív 
adatokkal nem szolgálnak, és nagyfokú szub-
jektivitással járhatnak. Néhány vizsgálat esetén 
a hagyományos eszközöket alkalmazzák, mint 
a goniométer vagy mérőszalag.1 Bár a hagyo-
mányos eszközök alkalmazása egyszerű, azok 
térbeli és anatómiailag helyes pozíciójának fel-
vételéből adódó pontatlanságok az eredményt 
szignifikánsan befolyásolhatják. Ezt fokozza, 
ha a vizsgálatvezető személye is változik. E mé-
rési pontatlanságok megnehezítik például a kis 
mértékű változások nyomonkövetését, illetve a 
mérések megismételhetőségét.2,3

A technológia fejlődésével egyre több példát 
találhatunk a szakirodalomban az állapot-
felmérő tesztek korszerű műszerezésére.2,3 
Mourcou és mtsai egy telefonos applikációt 
készítettek, amely az adott végtagra felhelye-
zett mobiltelefon szenzorainak segítségével 
lehetővé teszi az ízület mozgástartományának 
meghatározását.4 Továbbá egyre elterjedteb-
bek az egy, esetleg több kamerát alkalmazó, 
2D képelemzésen alapuló mozgáselemzési el-
járások alkalmazása. Ilyen egyszerűbb, ingye-
nes elérhető szoftver az így készült felvételek 
kiértékelésére például a Kinovea,5,6 amellyel 
ízületi szögváltozásokat, mozgástartományo-
kat is meg lehet határozni. Ennél pontosabb 
megfigyelést és elemzést tesznek lehetővé a 
háromdimenziós (3D) technikák. Napjaink-
ban az egyik legelterjedtebb, térbeli mozgás-
vizsgáló rendszerek markereket alkalmaznak, 
amelyek milliméter alatti pontossággal hatá-
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rozzák meg a markerek térbeli helyzetét moz-
gás közben, lehetővé téve ezzel az anatómiai 
szögek meghatározását térben és időben, non-
invazív módon.7

Jelen kutatás célja egy az alsó végtag állapot-
felmérésére alkalmas objektív mérési módszer 
kidolgozása, amely nagy pontosságú, kvalita-
tív adatokat szolgáltat a térd-, boka- és csípő-
ízületekről, valamint következtetést enged az 
ezeket összekötő izmok állapotáról, hozzájá-
rulva a sportolók állapotfelmérési vizsgálata-
ihoz. A kidolgozott módszer elsődleges célja, 
hogy kiküszöbölhetővé tegye a hagyományos 
gyógytornász vizsgálati módszerek során 
esetlegesen felmerülő szubjektivitásból adódó 
pontatlanságokat, nyomon követhetővé tegye 
a relatíve kicsi változásokat. Ezzel segíti a 
gyógytornászok munkáját, valamint a spor-
tolók – és köztük kiemelten a kézilabdázók 
– fizikai állapotának javítását. A kidolgozott 
módszer része egy mobilis, gyorsan elvégez-
hető tesztekből álló mérési sorozat kialakítá-
sa, ami megfelelően jellemzi az alsó végtagok 
állapotát. A mozgásvizsgálaton alapuló mérési 
módszer alkalmazásával a korábban alkal-
mazott ”hagyományos” mérőszámokat (boka 
dorziflexiós szöge, térdszög mozgásterjedel-
me, előrenyúlás mértéke) szeretnénk objektív 
módon, nagy pontossággal meghatározni a 
mérések során, valamint bevezetni olyan új 
mérhető paramétereket, amelyek segítik a nyo-
mon követést és a korábbi eszközökkel nem, 
vagy csak nehezen megadhatók. 

módszerek

A mérési keretrendszer bemutatása

A méréseket az Országos Sportegészségügyi 
Intézetben végeztük el egy kitelepíthető opti-
kai-alapú OptiTrack (NaturalPoint, Corvallis, 
Oregon, USA) mozgásvizsgáló rendszer se-
gítségével. A tesztek felvételéhez hat darab 
infravörös tartományban működő, Flex 13 
(felbontás: 1280×1024 px, felvétel sebessége: 

30-120 fps, FOV: 56×46°) típusú kamerát al-
kalmaztunk. A kamerák működéséhez szük-
séges Motive szoftver (Motive Inc., Austin, 
Texas, USA, 1.21) segítségével rögzítettük a 
markerek térbeli helyzetét A mérések során 
az előre beállított mintavételezés 120 Hz volt, 
az alsó végtag anatómiai pontjainak megje-
lölésére egy előre definiált, 16 markerből álló 
marker elrendezést használtunk (1. ábra). A 
markerek között található anatómiai ponton 
elhelyezkedő (12 db) és ”szabadon elhelyez-
hető” oldaljelölő marker (4 db) is. Ezen kívül 
néhány tesztnél speciálisan elhelyezett mar-
kerek kerültek felhelyezésre: két markerrel 
a vizsgálati ágy széle került kijelölésére, és a 
csípőmobilitás teszt során plusz marker került 
a vizsgált személyek kezének középső ujjára is.

A kiválasztott tesztek bemutatása

A tesztek kiválasztásánál számos szempontot 
figyelembe vettünk. A tesztek kiválasztása 

1. ábra. A használt markerösszeállítás. Anatómiai 
markerek: elülső felső csípőtövis (RASI, LASI), 

hátulsó felső csípőtövis (RPSI, LPSI), térd (RKNE, 
LKNE), boka (RANK, LANK), sarok (RHEE, 

LHEE), lábfej (RTOE, LTOE). Szegmens 
markerek: comb (RTHI, LTHI), lábszár
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során szem előtt tartottuk, hogy a feladat el-
végzése során csak minimális számú marker 
kerüljön letakarásra. Fontos, hogy a tesztekkel 
az összes ízületet (boka, térd, csípő) megvizs-
gáljuk, és ezek mozgásában résztvevő izmok 
(csípő flexorok, combhajlítók, feszítők és a 
háromfejű lábikraizom) állapotát illetően is 
többletinformációhoz juthatunk. A guggo-
lás egy úgynevezett mobilizációs gyakorlat, 
azonban számos esetben használják a bo-
kaízület állapotának felmérésére sportolók 
esetén. Az általunk végzett guggolás teszt 
kiindulóhelyzetének felvételekor a sportoló 
egy asztal előtt alkartámaszban helyezkedik 
el (2. ábra). A térdek nyújtva és a talpak csí-
pőszéles távolságra vannak. A mérés során a 
sportoló elkezdi hajlítani a térdízületét addig, 
amíg a sarkai nem emelkednek el a talajtól. 
Ezt a térdhajlítást úgy végezi el, hogy a súly-
pontja előre, a lábujjakra helyeződik. Minden 
vizsgált személy esetén egy, a leírás szabálya-
inak megfelelően elvégzett guggolás került 
rögzítésre. 

A Thomas teszt a flexor izmok, elsősorban a 
quadriceps és az iliopsoas feszességének tesz-
telésére alkalmas. A teszt kivitelezése során 
a sportoló az ágy széléhez áll, a nem vizsgált 
oldali lábát hashoz húzza és így fekszik az 
ágyra. A vizsgált oldali láb lelóg az ágyról és 
a térd is feszítetlen állapotban marad (3. ábra). 
A tesztet mindkét láb felhúzásával elvégzésre 

került. A vizsgált oldali (nem felhúzott) láb 
helyzetét a vizsgáló ágy vízszintes és függőle-
ges síkjához képest vizsgáltuk. Ehhez külön 
markereket helyeztünk fel a vizsgálóágy két 
szélére.

A térd extenziójának vizsgálatakor a mérendő 
személy hanyatt fekszik. A nem vizsgált oldali 
térd és csípőízület nyújtott állapotban a tala-
jon marad. A vizsgált oldali végtagot a nyújtott 
helyzetből felhúzza úgy, hogy a térd- és a csí-
pőízület derékszöget zárjon be. Ez a vizsgálat 
kiinduló helyzete (4. ábra). A mérés során arra 
kérjük a sportolót, hogy nyújtsa ki a térdét a 
plafon irányába. A mérést megismételjük a 
másik oldalra is. A véghelyzet során a vizsgált 
végtagnak a lehető legközelebb kell lennie a 
kinyújtott (180° bezáró) állapothoz. A kapott 
eredmény során a térdhajlító izomcsoport fe-
szességéről kapunk információt.

A sit and reach teszt esetén a kiindulóhelyzet 
felvételekor a sportoló egyenes háttal ül és 
mindkét térdízület nyújtva van. A teszt so-
rán azt kérjük, hogy hajoljon előre és próbál-
ja megérinteni a lábujjait, esetleg nyúljon túl 
a láb síkján, majd ezt a pozíciót tartsa meg 5 
másodpercig (5. ábra). A teszt során plusz mar-
kerek kerültek felhelyezésre a középső ujjak-
ra, a kezek mozgásának rögzítése érdekében. 
Abban az esetben sikeres a teszt, ha sikerül a 
sportolónak elérni legalább a lábfeje síkját.

2. ábra. A guggolás teszt kezdő (a) és végpozíciója (b) 

3. ábra. Thomas teszt kivitelezése
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A vizsgált személyek

A mérések során 11 utánpótláskorú, 16-18 
éves kézilabdázó lányt vizsgáltunk (életkor: 
16,91 ± 0,67 év, magasság: 165,77 ± 5,54 cm, 
testtömeg: 62,56 ± 5,08 kg). A lányok egy 
csapatból kerültek kiválasztásra. A beváloga-
tás során azt is figyelembe vettük, hogy kü-
lönböző poszton játszó játékosok kerüljenek 
a vizsgált személyek közé. Az összes mérési 
alanya aktuálisan fizikálisan egészséges volt, 
az esetleges múltbeli sérüléseiket feljegyeztük. 
Mindenki megfelelően kipihent és hidratált 
állapotban érkezett a délelőtti vagy kora dél-

utáni mérésekre. Minden vizsgált személy 
írásos beleegyezését adta, miután a vizsgálat 
minden részletéről tájékoztatást kapott. A ku-
tatást a Testnevelési Egyetem Tudományos és 
Kutatásetikai Bizottsága engedélyezte (TE-
KEB/17/2021).

Mért és számított jellemzők

A guggolás teszt során a boka dorsiflexiós 
szögének mozgástartományát határozzuk 
meg. Kocsis munkája alapján az anatómiai-
lag helyes bokaszög meghatározásához az V. 
lábujjra, a külső bokára és a szárkapocs fej-
re helyezett markerek térbeli koordinátájára 
van szükség.8 A mérés során egy egyszerűsí-
tett marker elrendezést alkalmaztunk, csak 
a III. és IV. lábujjak tövénél, a külső bokán, 
valamint a térdízületre helyezett markerek 
álltak rendelkezésre. Így a boka dorsiflexiós 
szögének meghatározásához ezen markereket 
használtuk fel. A teljes teszt folyamán számí-
tott szögértékek minimum és maximum érté-
keinek meghatározásával a dorsiflexiós szög 
mozgástartománya számítható.

Thomas-teszt végrehajtásakor cél a comb, és 
lábszár helyzetének elemzése a gyakorlat so-
rán. A teszt során meghatároztuk a lábszár 
sagittalis síkban vett helyzetét a vizsgáló ágy 
síkjára merőleges, függőleges síkhoz képest 
(6. ábra: α szög). Ezen kívül meghatározásra 
került a comb sagittalis síkban vett helyze-
te a vizsgáló ágy vízszintes síkjához képest  
(6. ábra: β szög). A lábszár és a comb hely-
zetének meghatározása után a transzverzális 
síkban vett oldalirányú kitéréseket is kiszámí-
tottuk. Ehhez a korábban használt egyenesek 
transzverzális síkba vett vetületét határoztuk 
meg. A kiértékelés során pozitív a teszt, azaz 
az ideális állapothoz képest eltérést mutat a 
sportoló állapota, amennyiben: 

 - a medence elemelkedik; 
 - a comb nem fekszik fel az ágyra; 

4. ábra. A térd extenziójának vizsgálata, a mérés 
kezdő (a) és végpozíciója (b) 

5. ábra. A sit and reach teszt kivitelezése 
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 - a térd magasabban helyezkedik el a csípő-
nél (ilyenkor a 6. ábrán látható β szög ne-
gatív előjellel kerül megkülönböztetésre); 

 - a comb elmozdul az ágy széle felé; 
 - illetve a lábszár előremozdul a függőleges 

állapothoz képest (6. ábra: α szög).

A térd extenziójának vizsgáló teszt során azt 
vizsgáljuk, hogy a vizsgált oldali végtag ki-
nyújtása után mekkora lesz annak a függő-
legestől való eltérésének mértéke.9 A teszt 
kiinduló pozíciójában a térd- és a csípő ízület 
90°-t zárnak be, így a térdízület vizsgált moz-
gástartománya a 0° és 90° tartományba esik. 
Ha a sportoló nem tudja teljesen kinyújtani a 
térdízületét (90°-nál kisebb értéket kapunk), 
és ez feszülő érzésen kívül más panasszal nem 
jár, akkor ez csökkent mobilitást jelent. Ha 
ehhez az állapothoz egyéb panasz (zsibbadás, 
fájdalom) is jár, akkor további vizsgálatot kell 
végezni. A térdízület extenziós szögét a boká-
ra, térdre és csípőre ragasztott markerek segít-
ségével határoztuk meg mindkét oldal esetén. 
Ezen kívül a két oldal közötti relatív eltérést is 
számítottuk. 

A sit and reach teszt kiértékeléséhez vizsgáltuk 
a kéznek a lábfejektől vett eltérését az időben, 
figyeltük a medencebillenést. Az előre nyúlást 
a III. és IV. lábujj tövére, valamint a kézuj-
jakra helyezett markerek távolságából hatá-

roztuk meg. Amennyiben a sportoló előrébb 
tudott nyúlni mint a talpa, a távolság értéke 
negatív előjelet kapott. Így mindig az abszolút 
minimumot kell keresni a távolságok között. 
Fontos, hogy a feladat elvégzésének része a ki-
nyújtózott pozíció megtartása. Így a számított 
minimum értékek összevetésre kerültek a vég-
pozícióval, ezzel elkerülve azt az eshetőséget, 
hogy a sportoló lendületből nyúljon előrébb 
a teszt során. A medence billenési szögéhez 
annak helyzetét négy anatómiai pont – az el-
ülső felső (SIAS) és hátulsó felső csípőtövisek 
(SIPS) – segítségével számítottuk. A kezde-
ti és az előre nyúlt pozíció során a medence 
helyzete ezzel a négy ponttal jellemezhető. A 
pontokra fektetett síkok egymással bezárt szö-
ge jellemzi a medence billenését. Ha a spor-
toló a mozgást nem tudja helyesen kivitelez-
ni, (nem billen a medence, a lumbális gerinc 
mozgása csökkent) akkor a teszt eredményét 
pozitívnak tekintjük (ideálistól eltér a sportoló 
állapota).

A mérés menete, adatfeldolgozás

A mérés megkezdése előtt rögzítésre kerültek 
a sportolók antropometriai adatai (név, élet-
kor, testtömeg, testmagasság, domináns oldal, 
játék-poszt), és röviden bemutatásra került a 
mérés. A sportolókat egyesével vizsgáltuk, első 
lépésként felhelyezésre kerültek a markerek a 
meghatározott anatómiai és oldal jelölő pon-
tokra (1. ábra). A tesztek felvétele előtt egy sta-
tikus, kalibrációhoz használt pozíciót (T-póz) 
rögzítettünk, majd a mérés során a négy fel-
adatot mindenki azonos sorrendben hajtot-
ta végre. Elsőként a guggolás tesztre került 
sor, ezt követte a Thomas teszt, majd a térd 
extenziójának vizsgálata végül a sit and reach 
teszt, amelyhez a középső kézujjra markerek 
csak közvetlenül a mérés előtt kerültek felra-
gasztásra. 

A méréseket követően a rögzített adatokat szö-
veges formátumban (.csv) kerültek kiexpor-

6. ábra. A Thomas teszt során számított 
szögértékek
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tálásra. Ezt követően saját készítésű Matlab 
(The MathWorks, Massachusetts, USA, ver-
ziószám: R2019a) programot használtunk az 
adatsorok feldolgozására. A felvételeket néhol 
zajosnak ítéltük meg, a rögzített adatsorok 
a beolvasást követően szakirodalmi ajánlá-
sok alapján egy hatodrendű, aluláteresztő 
Butterworth-szűrővel szűrtük (vágási kör-
frekvencia: 15 Hz).10 A szűrést követően a 
megfelelő marker koordinátákat felhasználva 
meghatároztuk az előző alfejezetben leírt mé-
rőszámokat.  

Eredmények

A guggolás teszt esetében az anatómiai boka-
szögek és a két oldal közti aszimmetria mér-
téke került meghatározásra (1. táblázat). Az 
eredmények alapján különösen hangsúlyosak 
azon sportolók eredményei, ahol az eltérés 
mértéke 10% fölött van, hiszen ez sérülésve-
szélyt vonhat maga után.

Az aszimmetriát és a bokaszöget az idő függ-
vénye jól szemlélteti (7. ábra). A bemutatott 

2. táblázat. A Thomas teszt kiértékelésével kapott eredményei

JOBB BAL

Vizsgálati 
személyek

Comb 
max. 

sagittalis 
eltérés 

[°]

Comb 
max. 

transz. 
kitérése 

[°]

Lábszár 
max. 

sagittalis 
eltérés 

[°]

Lábszár 
max. 

transz. 
kitérése 

[°]

Comb 
max. 

sagittalis 
eltérés 

[°]

Comb 
max. 

transz. 
kitérése 

[°]

Lábszár 
max. 

sagittalis 
eltérés 

[°]

Lábszár 
max. 

transz. 
kitérése 

[°]

sportoló 01 18,47 13,21 22,68 3,70 7,92 25,69 17,82 3,70

sportoló 02 8,18 10,01 24,77 3,70 7,69 19,34 19,47 5,45

sportoló 03 2,97 19,34 11,78 1,07 18,41 5,18 6,41 10,94

sportoló 04 15,88 23,18 14,65 5,66 14,86 18,62 13,47 7,63

sportoló 05 14,92 24,58 20,98 5,73 0,71 10,83 16,89 3,16

sportoló 06 17,97 23,38 13,93 9,97 10,31 12,71 19,65 5,75

sportoló 07 13,47 15,44 7,98 3,50 11,75 22,31 9,73 9,06

sportoló 08 12,79 22,57 20,91 9,38 12,65 13,43 21,18 10,33

sportoló 09 9,07 18,56 25,34 4,84 5,31 20,45 21,89 8,41

sportoló 10 -1,75 16,20 23,05 3,77 -8,03 17,70 19,75 13,54

sportoló 11 6,57 23,76 30,99 10,88 5,19 17,56 22,37 12,58

Vizsgálati 
személyek

Jobb 
boka 

[°]

Bal 
boka 

[°]

Relatív 
eltérés 

[%]

sportoló 01 26,39 27,89 5,67

sportoló 02 20,25 24,31 20,03

sportoló 03 35,63 38,95 9,33

sportoló 04 24,91 28,83 15,72

sportoló 05 20,29 17,66 12,96

sportoló 06 28,98 29,40 1,44

sportoló 07 34,46 35,30 2,44

sportoló 08 26,99 27,03 0,15

sportoló 09 29,95 28,70 4,19

sportoló 10 36,67 38,00 3,61

sportoló 11 30,18 31,24 3,52

1. táblázat. A bokaízület dorsifkexiójának 
mozgástartománya a guggolás teszt során

7. ábra. Az 5-ös számú alany bokaszögének 
ábrázolása a guggolás teszt közben 
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sportoló esetén megfigyelhető, hogy a két ol-
dali szög kezdetben megegyezik, azonban a 
mozgás végére a kétoldali érték már jelentősen 
(>10%) eltér egymástól. Ez a különbség lehet 
egy korábbi, kezeletlen sérülés következmé-
nye, de egy jövőbeli sérülést is prognosztizál-
hat.

A Thomas teszt kiértékelése során meghatáro-
zásra kerültek a vizsgált oldali lábszár és comb 
helyzetét leíró szögek a sagittalis és transzver-
zális síkban. Mindkét esetben néztük az ol-
dalra való szögkitérést (csípő abduktor izmok 
feszességének mértékét adja meg a szög nagy-
sága), a comb esetében a sagittalis síkban vett 
vízszintestől mért maximális szöget (6. ábra: 
β szög), amelynél negatív előjellel kerültek 
megkülönböztetésre az ágy vízszintes síkjából 
kiemelkedő testszegmensek. A negatív elője-
lű szögértékek a csípőízületet hajlító izmok 
kontraktúrájára utalnak. A lábszár esetében 
számítottuk a függőlegestől való eltérést a 
sagittalis síkban (6. ábra: α szög), amely ma-
ximális szögérték a térdízület nyújtásáért fele-
lős izmok kontraktúrájának mértékére enged 
következtetni, vagyis minél nagyobb értéket 
kapunk, annál nagyobb a térd extenzor iz-
mok megrövidülésének mértéke. A két szeg-
mentum transzverzális síkban vett maximális 
kitérési szögét is számítottuk Az így kapott 
szögértékeket mindkét oldal esetén a 2. táblá-
zat tartalmazza.

A térd extenziójának vizsgálata esetén a jobb 
és bal oldali lábszár vízszintestől való maxi-
mális szögeltérését is meghatároztuk (3. táblá-
zat). A 3. táblázatban a két oldal közötti relatív 
eltérést is feltüntettük, ami az aszimmetria 
mértéke enged következtetni. Az eltérés ideá-
lis esetben a 10%-ot nem haladja meg. Ennél 
nagyobb relatív eltérés esetén fokozott sérülés-
veszélynek van kitéve a sportoló.3,11

A sit and reach teszt célja annak megállapítása, 
hogy a sportoló meddig tud előrehajolni ülő 
helyzetben (4. táblázat), amellyel a csípőizmok 
kontraktúráját vizsgálhatjuk. A 4. táblázatban 

Vizsgálati 
személyek

Jobb 
oldal 

[°]

Bal 
oldal 

[°]

Relatív 
eltérés 

[%]

sportoló 01 81,51 83,56 2,51

sportoló 02 65,66 60,37 8,05

sportoló 03 55,87 60,22 7,78

sportoló 04 67,53 59,10 12,49

sportoló 05 58,68 59,02 0,57

sportoló 06 79,88 83,20 4,16

sportoló 07 52,81 48,59 8,00

sportoló 08 80,23 83,08 3,56

sportoló 09 67,60 70,33 4,03

sportoló 10 68,05 69,90 2,73

sportoló 11 78,26 82,24 5,09

3. táblázat. A lábszár vízszintes síkhoz vett maximá-
lis eltérése a térd extenziójának vizsgálata során

Vizsgálati 
személyek

Jobb 
oldal 
[cm]

Bal 
oldal 
[cm]

sportoló 01 5,73 9,28

sportoló 02 9,35 7,60

sportoló 03 10,24 8,97

sportoló 04 18,14 17,48

sportoló 05 11,22 14,37

sportoló 06 -3,18 -4,94

sportoló 07 27,20 28,54

sportoló 08 -14,84 -14,82

sportoló 09 15,16 15,88

sportoló 10 -4,13 -3,36

sportoló 11  -5,80 -3,03

4. táblázat. A kézujjak és a láb távolsága sit and 

reach teszt során

8. ábra. A medence helyzete kezdő (piros) és 
végpozícióban (kék) az 1-es számú vizsgált 

sportoló estén 
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feltüntetett eredmények esetén a negatív elő-
jellel vett értékek a lábfej síkján való túlnyúlást 
jelölik.

A láb-kézujjak távolságának meghatározása 
mellett a medence dőlésszögét is kiszámol-
tuk, hiszen ez is többletinformációt szolgáltat  
(8. ábra). Az egyes sportolók esetén kiszámí-
tásra került a medence billenési szögek maxi-
muma is (5. táblázat), amely a hagyományos 
vizsgálatokhoz képest többletinformáció.

megbeszélés

A kutatás elsődleges célja egy olyan mérési 
módszer kidolgozása, amely segítséget nyújt 
a gyógytornászoknak az alsó végtag állapot-
felmérésében. A módszer során négy tesztfel-
adatot határoztunk meg, amelyek segítségével 
sportolók esetén az alsó végtag állapota jól jel-
lemezhető. A mozgásokat és egyes anatómiai 
pontok térbeli helyzetét optikai-alapú mozgás-
vizsgáló rendszer segítségével rögzítettük 11 
utánpótláskorú kézilabdázó lány bevonásával. 
Az általunk alkalmazott gyógytornász tesz-
tek egy speciális guggolási feladat elvégzése, a 
Thomas teszt, egy a térd extenzióját vizsgáló 
feladat és az úgynevezett sit and reach teszt. 
A bemutatott tesztek során célunk a korábbi 

szemrevételezéssel vagy hagyományos méré-
si eszközökkel (pl.: goniométer, mérőszalag) 
meghatározható mérőszámok reprodukálása, 
továbbá olyan mérőszámok meghatározása, 
ami ezekkel a módszerekkel nem lehetséges, 
mégis többletinformációhoz jutunk az alsó-
végtag állapotát illetően. A guggolás tesztnél 
mért boka dorsiflexiós szöge (1. táblázat) a bal 
boka esetén átlagosan 29,61° ± 5,83°, jobb boka 
esetén átlagosan 28,45° ± 5,33°. Ez a szakiro-
dalomban olvasható, terhelt állapotban mér-
hető 7,1°-34,7°-os tartománnyal egybeesik.12 A 
Thomas teszt esetében elmondható, hogy szá-
mos olyan paraméter került meghatározásra  
(2. táblázat), amely az eredeti szemrevételezés-
sel kapott kiértékeléshez képest objektívebb, 
vagy egyáltalán nem is meghatározható (pl.: 
oldal irányú, transzverális síkban vett maximá-
lis kitérés). Így a műszerezett mérési módszer 
számos extra információt szolgáltat, valamint 
komplex képet nyújt az alsó végtag izmainak 
állapotáról. Továbbá a térd aktív extenzióját 
vizsgáló teszt során az általunk vizsgálati sze-
mélyek esetén a lábszár függőlegessel bezárt 
szöge 21,26° ± 9,74° és 20,94° ± 11,89° a jobb 
és bal oldal esetén (3. táblázat). A szakiroda-
lom a normatív értéknek egészséges lányok 
esetében 13,4° ± 6° értéket határoz meg.13 Itt a 
szakirodalmi adatokhoz képest nagyobb mér-
tékű eltérés figyelhető meg, mint a bokaszög 
esetén. A nagyobb eltérés oka vélhetően az, 
hogy a vizsgált sportolók egy speciális sportág 
mezőnyjátékosai, így a hamstring izomcso-
port a sportágtól függően eltérő feszességű 
lehet, ezáltal a térd extenziója is nagyobb a 
játékosoknál. Összességében megállapítható, 
hogy jellegre helyes adatokat kapunk, a ka-
pott eredmények a gyógytornászok számára 
használható információk. A sit and reach teszt 
során az előrenyúlás meghatározása mellett 
(4. táblázat) az alkalmazott mérési módszer 
segítségével a medence helyzete is vizsgálható 
(5. táblázat). A billenési szög maximális értéke 
megfelelő szakmai tapasztalattal rendelkező 
személy esetén is csak közelítőleg adható meg. 

Vizsgálati 
személyek

Dőlésszög 
tartománya

[°]

sportoló 01 15,97

sportoló 02 16,02

sportoló 03 12,08

sportoló 04 23,91

sportoló 05 6,35

sportoló 06 20,11

sportoló 07 3,57

sportoló 08 29,42

sportoló 09 4,37

sportoló 10 19,60

sportoló 11 18,74

5. táblázat. A medence dőlésszögének 
szögtartománya sit and reach teszt során
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A kapott maximum billenési szögértékek szó-
rása relatív nagy (± 8,21°; ~ 40%). Ennek oka 
vélhetően az, hogy a vizsgált sportolók külön-
böző poszton játszanak, így a combizmok el-
térő módon erősödnek. A kapott eredményt az 
is alátámasztja, hogy a kezek előre nyúlásának 
mértékei is széles skálán mozognak, melyek 
legtöbbje a szakirodalmi adatok alapján az el-
fogadható és jó értékek közötti.11

A mért és számított jellemzők alapján meg-
állapítható, hogy a módszer a kézilabdázók 
alsó végtag állapotfelmérésére alkalmas. A 
kétoldalon végzett mérések eredményei alap-
ján az aszimmetriák vizsgálhatók. A sporto-
lóknál általánosan – főleg az egyoldali spor-
tok esetén – elmondható, hogy a domináns és 
nem-domináns oldal esetén eltérő értékeket 
mérhetünk az állapotfelmérő tesztek során, 
azonban az eltérés mértéke nem lehet nagy 
(10%-nál nagyobb), mivel az sérülésveszélyt 
jelent.12,13 A kapott numerikus és grafikus 
eredmények felhívják az edző és a gyógy-

tornász figyelmét egyes játékosok sérülésve-
szélyére. A bemutatott mérési módszer egyik 
előnye, hogy független a vizsgálatot végző 
személytől, objektív mért értékek alapján 
mérhetők az egyes szög és távolság jellegű 
paraméterek. Lehetőséget teremt visszaméré-
sek elvégzésére is, amely segítségével akár a 
megfelelő vízfogyasztásnak, nyújtógyakorla-
toknak vagy a masszázshenger (SMR henger) 
rendeltetésszerű használatának hatása is vizs-
gálható az alsóvégtag állapotára.

A bemutatott mérési módszer egyik hi-
ányossága, hogy nem minden anatómiai 
szög meghatározásához használ elég mar-
kert. Továbbfejlesztési lehetőségként el-
mondható, hogy egy több markerből álló 
markerösszeállítást választva, több anató-
miai pontot megjelölve további anatómiai 
szögértékek meghatározása lehetséges. A 
mérést több kamerával elvégezve az esetle-
ges vakfoltok és marker kitakarások száma 
csökkenthető. 
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tatást az Országos Tudományos Kutatási Alapprogram (OTKA) K135042 számú pályázata támo-

gatta.
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