A KOZETATSZAMITAS ALKALMAZASANAK LEHETOSEGEI
ES KORLATAI

VICZIAN ISTVAN*

Osszefoglalie: A cikk felhivja a figyelmet arra, hogy sok kézetjellemz6 egyidejii
figye]embevételére alkalmasak a linedris vektoralgebra modszerei. Fzek segitségével a rend-
szerezési kérdések és az dtszamitdsi feladatok egyszerten targyalhatok

A Kkézetitszamitds tdrgyaldsa sordn kimutathaté, hogy nincs minden 4svdnyos
Osszetétel esetén egyértelmii Osszefiiggés a kémiai és asvanvtam Osszetétel kozott. Erdekes
analégia mutatkozik a kézetdtszamitas elvégzésének feltételei és az dsvanytani fazisszabaly
érvényességének feltételei kozétt. Mivel az dtszamitas klasszikus petrografiai értelemben
csak a kézetek kis részénél végezhetd el, szerz$ nem ajdnlja alkalmazdsat a kézettanban.

A kémiai és asvanyos Osszetétel kozottx matnxosszefuggés j61 haszndlhat6 viszont
egy koézet kiilonbozé analitikai modszerekkel kapott szamszerii jellemz8inek 6sszehasonli-
tasara, az elemzések pontossigdnak ellenSrzésére. Fzért a cikk végiil a bevezetett matrix-
transzformacié hibaszamitasaval foglalkozik.

1. Bevezetés

Egy kézet mennyiségi jellemzését tobb, adatsorokba rendezett szdmszerii érték-
kel szoktuk megadni. Ilyen adatsorok pl. a kémiai elemzés, a nyomelemzés, vagy az
asvanytani kimérés eredményei.

Ennek a nagyszamu jellemzonek egyidejii figyelembevétele a kézettani gondolko-
das egyik legnagyobb moédszertani problémaja**. Ezért mar a kzettan kezdete 6ta kiilén-
b6z6 olyan eljardsokat igyekeztek kidolgozni, amelyek lehet6vé teszik a sokféle adat
lehet6leg minél teljesebb figyelembevételét a kdzetek rendszerezésekor, ill. jellemzésekor.
Ilyenek a kilonb6zd koézetdtszamitési eljardsok.

A kiilénboz8 kézettani atszamitési eljardsoknak két alapvetd célja van:

a) Osszefiiggéseket kimutatni az egyes adatok kozott (elsésorban a kémiai és
4svanyos osszetétel kozott) és

b) ezek segitségével néhiny jellemzd mutatészdmra redukdlni a kozetjellemzdk
szaméat, amelyeket azutdn mar konnyebben 4t lehet tekinteni, és kiiléngsen grafikusan
szemléletessé lehet tenni.

Dolgozatomban a lineéris algebra néhény egyszeriibb tételének felhasznaldsaval
egytészt olyan matematikai maodszert kivanok alkalmazni, amely a fenti célok elérésére
jOl attekinthets segédeszkdozt nyujt, mésrészt viszont rd szeretnék mutatni e célok
elérhetségének korldtaira is.

* El6adva a Magyarhoni Foldtani Tarsulat Asvénytan—Geokémiai Szakcesoport 1966. IV, 25.-i
eléadoiilésén.

** Hasonlé nehézségek természetesen a foldtan maés teriiletén is fellépnek, az itt tirgyalt ossze-
fiiggések sok esetben alkalmazhaték lehetnek mads teriileten, pl. a biosztratigrafidban is.
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2. Az elemzés-vektorok fogalma

A killénbézs elemzések eredményeit megadd adatsorok 1in. rendezett szam-n-
eseknek tekinthet8k. Fzekben bizonyos szadmszerfi adatok meghatatozott sorrendben
vannak elrendezve. Ilyen szim-n-es pl. a kovetkez6 kémiai elemzési eredmény:

(8i0,=) I 0,7212™ ]
(TiO,=) 0,0024
0,1427
0,0041
0,0203
0,0006
0,0042
0,018¢
0,0321
0,0442
0,0084

0,0008
0,0006
0,0016__}

(Granit, Csajaghy G. 1959) vagy pl. egy kézet mennyiségi dsvanyos Ssszetételét megadé kovetkezd
adatsor:

I
@

m = (0,25 0,48 0,07 0,20).
(kvarc =) (kalcit =) (K-foldpat =) (kaolinit =)

(A szdzalékokat szdzadok formdjaban hasznaljuk ebben a dolgozatban, 100% = r,00; minden adat mellé
zérdjelben odairtuk, hogy milyen jellernzét fejez ki, ennek csak az elrendezés szempontjaboél van jelent8sége,
a szamoldst nem befolydsolja; g és m Onkényes bet(ijelzések.)

Egy ilyen szdm-n-es altaldnos alakja tehét
X = (% %y. .. #y). (2.1)

Bizonyithaté*, hogy az 4ltalunk hasznalt rendezett szdm-n-esek linesris tetet
alkotnak, vagyis vektorok. Igy teh4t a kémiai stb. elemzések eredményeit mint egy-egy
vektort foghatjuk fel, azt mondhatjuk, hogy az el6z6 példdban szereplé granit kémiai
Gsszetételét a g vektor fejezi ki, vagy a mésik példa 4svanyos Osszetételét az m elemzés-
vektor.

Az x elemzés-vektornak szemléletes képet is adhatunk. Minden ilyen szam-n-essel
megadott vektorhoz megadhatunk az n-dimenziés térben egy olyan iranyitott egyenes-
szakaszt, amely az origébol indul ki, és xy, #,, ... %, komponensei ezen egyenesszakasz
végpontjinak koordinatai az

e, = (ro...o),
e, =(01...0),
e, = (00 1)

ortogonalis bazisra (= n-dimenziés derékszégfi koordinitarendszerre) vonatkoztatva.
Hzt persze papiron nem tudjuk 4brdzolni, de felrajzolhatjuk kénnyen barmely két egység-

* g) Yirtelmezve van kozdttitk az osszeadds és a skaldrral vald szorzds oly médon, hogy a mivelet
eredménye is a rendezett szam-n-esek halmazanak eleme maradjon;
b) az emlitett két miiveletre érvényes a kommutativitds, az asszociativitas és a disztributivitas
1orvénye;
c)’van olyan null-elem, amelyet a halmaz barmely eleméhez adva, azt véltozatlanul hagyja.

3 Foldtani Kozlony
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vektor 4ltal meghatarozott sikra valo vetiiletét. (Pl. a granit elemzésvektoranak vetiilete
az ) (_s5i0,) €5 €4 (=Fe,0q) 4ltalmeghatarozott sikraaz x(*:9 = (0,7212 0,0041) vektor.)

Ilyen elemzés-vektorral formailag teljesen azonos médon irhatjuk le nemcsak
egy kozet stlyszdzalékos kémiai Osszetételét, hanem barmely dsvanyét is. Arra, hogy
a kdzetatszamitaskor teljesen elég a kézet asvanyainak siilyszazalékos dsszetételébdl kiin-
dulni, Szddeczky-Kardoss E. (1966) is rAmutatott.

3. Miiveletek az elemzés-vektorokkal

Ttt csak roviden jegyezzitk meg, hogy foldtani — kdzettani szempontbdl érdekes
lehet néhény elemzés-vektorokkal végzett miivelet eredménye. gy példéul két kézet
(vagy 4svany) osszetételének kiilonbségét jol jellemezheti a két elemzés-vektor killénbség-
vektordnak a hossza:

la—bl,
vagy hajldsszgének koszinusza:

B a‘b
T T
ahol a és b a két vektor,
a-b a két vektor skalaris szorzata és

| a

, |b|, ill. Ja—Db| a megfelels vektorok hossza.

A tavolsag-vektorok hosszat hasznaltuk fel pl. egy kérdéses kord dél-dunéntuli
analcim-bazalt k&zetkémiai rokonsigi viszonyainak kideritésére (Bar, Viczian I,
1965). Azt talaltuk, hogy a vizsgilt kézet és a rokonsagi szempontb6l szdmbajohets
kézetcsoportok elemzéseinek atlagos vektoridlis tdvolsdga a pannoniai bazaltok esetében
a legkisebb (I. tablazat).

A bari analcim-bazalt és néhany magyarorszagi (ill. jugoszlaviai) bazisos kézettipus
elemzés-vektorainak atlagos tavolsaga

1. tdbldzat

Kézet Vektor

tavolsig
Magyarorszagi pannoniai bazaltok ... ... ‘ 0,061
Bani-hegység, andezito-bazalt (miocén?) 0,088
Mecsek, alkdli diabAz telérek (alsokréta) 0,089

Duna-—Tisza koze, bazisos kréta magma
[ 0,093
Villdnyi-hegység, diabdz (alsokréta) .... 0,106
4. Néhany megjegyzés a kozetek kémiai alapi rendszerezésével kapcesolatban

Az eddig elmondottak alapjdn is l1dthatd, hogy a kdézetek rendszerezésére alapvetSen két egyszerfi
médszer kindlkozik. A ma hasznalatos rendszerezések is dltaldban e két elvi tipus egyikére vezethetSk
vissza:

1. Kozismert, hogy a természetben nem taldlunk mindenféle kézetdsszetételt egyenld gyakorisag-
gal, hanem bizonyos tipusok igen gyakoriak, a kozottik valé atmenetek sokkal ritkdbbak. Fzért statsz-
tikai médszerekkel tobbé-kevésbé egyértelmiien meg lehet hatdrozni néhdny jellemzd alaptipus kdzepes
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Bsszetételét, és minden ilyen, kdzepes Osszetételt kifejezd elemzés- vektorhoz meg lehet adni egy olyan
vektori4lis hatdrtdvolsigot, amelyen beliil a kérdéses elemzés-vektor még az itletd alaptipushoz tartozik.
Tgy pl. ha az egyik alaptipust az y, vektorral adtuk meg, egy bizonyos y, kézetelemzés-vektor akkor tar-
tozik az illet§ tipushoz, ha a ketté vektoridlis tdvolsidga az illetd tipusra jellemzd hatdrtavolsdgon beliil
vamn, vagyis ha

N
m~m=l/ 3 a= <

i=1

{d,: a vektoridlis hatartavolsag).

Mint az az egyenldtlenséghdl is lathatd, a fenti kritériumot ugy is megfogalmazhatjuk, hogy egy
kézet Osszetételét akkor sorolhatjuk az illetd tipusba, ha elemzés-vektora egy olyan n-dimenzids (hiper-)
gomb belsejébe mutat, amelynek kozéppontjit az y, tipusvektor, sugarit pedig a d, hatartavolsag adja meg.

E moédszer hitranya az lehet, hogy esetleg az alaptipusok nagy szdma a rendszer dttekinthet8ségét
nagyon lecsdkkentheti, eldnye viszont, hogy jol alkalmazkodik a természetes viszonyokhoz. Lényegében
ezt az elvet hasznaljuk, amikor mar hagyomanyossd valt jelentési kézetfogalmakkal hasonlitjuk ssze
a kdzetiinket {pl. bazalt), vagy amikor a (mar pontosabban definidlt) magmatipusokhoz valé hozzatar-
tozasat dontjiik el a kézetnek egyszerd ¢sszehasonlitds révén.

2. Az el6z8kben ismertetett n-dimenziés hiper-gombok nem toltik ki a teret hézagmentesen, igy
eléfordulhat, hogy egy-egy ritkdbb kézettipust egyik csoportba sem tudunk besomlni, csak azt mond-
hatjuk meg, hogy melyekhez 411 legkozelebb. Ez, bar szintén elényos a természetes viszonyok érzékeltetése
szempontjdbol, megls az egyértelmuség rovasira mehet. Ezt a hibat kiiszébolhetjiik ki azzal, hogy az
n-dimenziés teret — természetesen itt is lehetSleg a természetes viszonyok minél teljesebb fxgyelembeA
vételével — hézagmentesen illeszkedd n-dimenzids ,,(hiper-)téglatestekkel” toltjiik ki. Ezek olyan részletei
a térnek, amelyeket 2n (darab) (n—r1)-dimenzids altér hatarol, ezek koziil 2 —2 egybevagé és parhuzamos,
a tobbire pedig merdleges.

Célszerli ezeknek a ,,(hiper-)téglatesteknek’” az oldalait alkot6 altereket ugy felvenni, hogy mind-
egyik oldal-altér a bazisnak csak egy tengelyét metssze, a tébbivel viszont parhuzamos legyen, vagyis
minden ilyen oldal-alteret (= ,,hiper-sikot”) csak egy szdmmal, az illet§ bazissal alkotott metszéspontjanak
koordinatdjaval lehessen jellemezni. Minden bazist ily médon két hipersikkal metsziink, és akkor tartjuk
a kérdéses elemzés-vektort az adott alaptipushoz tartozénak, ha a megfelel§ bazisra vonatkoztatott ko-
ordinatai az illetd metszéspontok kozé esnek. Igy az egyes rendszertani kategéridkat egyszerfien tugy
adhatjuk meg, hogy feltlintetjiik azt az intervallumot, amelyen belill az egyes komponensek nagysiaga
valtozhat (pl. 0,45 = Y50, = 0,60, vagyis $i0; = 45—60%).

FEz a rendszer mcchamkusabb de elénye, hogy egyértelmii, kénnyen attekinthetd és szinte semmi
szdmolast nem igényel,

Meg]egy:zhet] iik, hogy formailag teljesen hasonlé médon €pithetd fel asvanytani alapu rendszer is
a kézetek dsvanyos Osszetételét kifejezd elemzés-vektorokbol.

5. A kémiai és asvanyos osszetétel kozotti dsszefiiggés mint linearis transzformicié

A csak kémiai ill. csak 4svdnytani kézetrendszerek legnagyobb hibédja éppen
elszigeteltségiikben van, abban, hogy nem érzékeltetik a kapcsolatot e két igen fontos
leirdsi méd kézott. Ennek a hidnyossignak a lekiizdésére alakultak ki a kilénbozé
atszamitdsi médszerek. Fzekr6l viszont bebizonyosodott, hogy e két jellemzs-csoport
egymadsba val6 atszamitdsat csak bizonyos korlatok koézott és csak bizonyos korldtozott
eredményességgel (valosdgos — moddlis — asvanytani Osszetétel helyett normativ
osszetétel) lehet elvégezni. Ennek okaira mutatnak r4 a kévetkezs algebrai 6sszefiiggések .

Algebrailag az dsvdnytani és kémiai elemzés-vektorok osszefiiggését tobb egymas-
sal egyenértékil modon is leirhatjuk.

1. El8szor is kifejezhetjiik a kémiai elemzés-vektort mint az egyes asvanytani
elemzés-vektorok linedris kombindciéjat:

¥ = a; + agx, . A, (5.1)
ahol y a kémiai elemzés-vektor; a;, a,, ... a, a kézetet alkoto egyes asvanyok kémiai
dsszetételét kifejezd elemzés-vektorok; x, x,, . . . x, az egyes asvanyok (suly-)szdzalékos

mennyisége a kdzetben és n az 4svanyok szédma.

3%
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2. A fenti vektorokat részletesebben kilrva és a szorzasokat elvégezve a fenti
Osszefiiggést mint n-ismeretlenes, linedris, inhomogén egyenletszerdszert kapjuk meg:

Y= anx  + apx, + ...+ e,
Yo = GorXy + Ggg¥y .. AWy (5-2)
Ym = Opy#p + Apa¥e + .o+ Cpp¥p

amelyben ismerve a;; és x; értékeit y; értékeit konnyen megkaphatjuk.
3. A matrixokra vonatkozb szorzési szabélyok ismeretében végiil az Gsszefiiggést
a kovetkezd matrix-alakban is kifejezhetjiik:

Y1 Ay @z ... Gp 1
Y2 @21 @ Aon L2

=[...... - (5:3)
Ym_| 2m1 Om2 Amn, ¥n

vagy réviden, az a;;, elemekbdl 4ll6 matrixot A-val jeldlve:
y = Ax. (5-4.)

Ez a matrixegyenlet egy linearis transzformaciét fejez ki. Ez a transzforméci6d
az 4svanytani osszetétel vektordt az A matrix segitségével a kémiai elemzés-vektorba
,képezi le”.

Bel4thatd, hogy ez a miivelet minden esetben elvégezhetd,
ha ismerjik az x, ey mennyiségeket, mésn nagysdgdra semmi-
féleelbzete s kikotést nem kell tenniink, csak természete-
sen azt, hogy minden szerepld 4svidnynak meg kell adnunk
a kémiai 6sszetételét.

Példaképpen szamitsuk ki a 2. pontban szerepls, dsvanytani elemzés-vektoraval
megadott kézet kémiai Ssszetételét:

(8i0,=) 1,00 © 0,65 0,46 0,251 {=q)
(A1,0,=) o o 0,18 0,40 <1048 (=¢)
(Ca0 =) o 0,56 © o 0,07 | (= or) =
(K,0=) o o 0,17 o 0,20 | (= k)
(H,0=) o o o 0,14
{CO,=) o 0,44 O o
——
A x
1,00 - 0,25 + 0 ' 0,48 + 0,65 - 0,07 4 0,46 * 0,20 0,30 | (Si0,=39%)
00,25+ 0 -0,48 4+ 0,18 - 0,07 + 0,40 - 0,20 0,09 (A1,0,=9%)
_ 00,25 + 0,56 - 0,48 + 0 - 0,07 + 0 - 0,20 0,27 | (Ca0=27%)
0-0,25+ 00,48 + 0,17 - 0,07 + 0 - 0,20 0,01 (R,0=1%,)
00,25+ 0048 4 0 1 0,07 + 0,14 + 0,20 0,03 | (H,0=3%)
00,25 + 0,44 - 0,48 4+ 0 - 0,07 + 0 - 0,20 0,21 | (CO,=21%)
——
y

(dsvanyok réviditései: q = kvarc, ¢ = kalcit, or = K-f6ldpét és k = kaolinit}.
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6. Az asvanytani osszetétel szamitdsa a kémiai Bsszetétel alapjan (inverz transzformicio)

Az el6z8 pontban megmutattuk, hogy az dsvdnytani (x) és a kémiai Gsszetétel-
vektor (y) kozétt a kovetkezd mitrix-Osszefiiggés dll fenn:

y = Ax. (5-4)

Ha ennek az egyenletnek mindkét oldalat balrél szorozzuk az A matrix A1
nverzével, az x vektor a kévetkezSképpen fejezhets ki:

x=A"TAx = A1y, (6.1)

Az A7l métrix az A matrixnak megfeleld linedris transzforméaci6 inverz transzfor-
mécidjat fejezi ki, szemléletesen azt a tramszformaciét, amellyel ismét megkeressiik
azt az eredeti x vektort, amelyet az A transzformécié y-ba vitt 4t.

A~1 a kovetkezGképpen fejezhets ki az A matrix elemeinek segitségével:

All A21 R Al’ll
i Ap A A,
I 12 “Yg - - - Hpp
AT et (a) | : (62)
>A1n A'_’.ﬂ MR Aﬂ!’l.

ahol
det(A) az A matrix elemeibdl képezett determindns értékét jelenti,
Ay, értékei pedig az A mAtrix a,, elemeihez tartozé aldetermindnsok értékét
(szorozva (—1)¥*inel).
Ezt felhasznalva a matrixegyenlet egy sorat (az i-edik dsvanyra vonatkozo meg-
oldoképletet) a kovetkezSképen fejezhetjitk ki:

2, Ay

=23 — Yk
i

< det (A)

A fenti kifeje2ésb6l is 1athato, hogy az inverz transzformadcid, vagyis az A métrix
invertdldsa nem végezhets el barmely dsvanytani elemzésekbdl mint oszlopvektorokbél
felépiild matrix esetében.

A matrixnak az alabbi kévetelményeknek kell eleget tentnie:

1. A métrix csak négyzetes matrix lehet, vagyis a figyelembe vett kémiai alkoté-
részeknek és dsvanyos elegyrészeknek a szama meg kell, hogy egyezzék (m = n). Ez abbol
kovetkezik, hogy csak négyzetes matrixhoz rendelhetiink hozzd determinanst.

Ez a kovetelmény énmagaban lehetetlenné teszi egy teljesen altaldnos 4tszdmitdsi
rendszer kidolgozasat. Mivel a kézetkémiailag szerepet jatsz6 komponensek szdma nagy-
sagrendekkel alatta van a k&zetalkoté dsvanyok szdménak, egy olyan mitrix, amelyik
minden kézetalkotd dsviny vektorat tartalmaznd, biztosan nem volna invertalhatd.

Ezért ilyen esetekben a matrixot megfeleld sorok (ill. oszlopok) elhagyisaval
négyzetes matrixsza kell alakitani. Sorok elhagyasaval a felesleges Ssszefiiggések szamat,
oszlopok elhagyésdval a meghatdrozand6 ismeretlenek szdmat csSkkenthetjitk. Ezt
a csokkentést addig végezhetjiik, amig ki nem valaszthaté a matrix soraibél és oszlopai-
bél egy olyan n-ed rendd determindns, amely méar nem egyenld nulldval, de ugyanakkor
a matrix elemeibdl képezett minden (# 4 1)-edrendfi determindns értéke még nulldval
egyenl6 (n-ed rangi métrix).
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2. Az igy kivalasztott négyzetes matrix és az y kémiai elemzés-vektor nem tar-
talmazhat egymadsnak ellentmondé adatokat. Ezt a kdévetkezdképpen fejezhetjuk ki:

7(A) = r(Ay),

vagyis a matrix rangjanak (»(A)) és az y oszlopvektorral kibgvitett (A,y) matrix rangjanak
(r(A,y)) egyenlének kell lenni ahhoz, hogy az inverz transzformacié egyértelmii megoldast
adjon.

Ellenkez6 eset 4ll fenn pl. akkor, ha olyan kémiai elemek szerepelnek y-ban
(pl. CO,), amelyeknek nem adtuk meg az A matrixban egyetlen hordozédsvanyat sem
(pl. nines karbonit).

Sokszor ez az ellentmondés egyszerfien a kémiai Osszetétel meghatdrozasinak
hibdjabol vagy hidnyos ismeretébdl ered. Ezzel az esettel kés6bb foglalkozunk.

Lényegében az 1. és 2. feltételek az 4tszadmitdsban figye-
lembe vett 4svdnyok minimélis és maximdlis szamét haté-
rozzadk meg: 2. szerint legaldbb annyi dsvdnyfajt figyelem-
be kell venni, mint amennyiahhoz kell, hogy minden kémiai
alkotérésznek legyen megfelels dsvénya, 1. szerint viszont
ezek mennyisége nem haladhatja meg a négyzetes matrix
rangjé4t, esetliinkben un-et.

Mind az 1., mind a 2. feltétel kizarja azt az esetet, amikor

det(A) = o, (6.4)

I z
(ekkor A -nak nem is volna értelme).

Egy |A| determinans a kovetkezs esetekben lehet egyenls nulldval:

1. Ha egy sora (oszlopa) csupa nullakbol 4ll. Ezért nem egészithettiik ki téglalap-
métrixunkat Ggy négyzetes matrixszd, hogy csupa nullabél 4ll6 sorokat (oszlopokat)
tesziink hozza.

2. Ha két sora (oszlopa) egyméssal minden tagjaban megegyezik:

a; = a;, (vagy ay = ap). (6.5
3. Ha egy sora (oszlopa) elgallithato a tébbi sor (oszlop) linearis kombindciojaként:

n n
S
a; = ch a;; |vagy ay, = 2 ¢ ;| - (6.6)
j=2 j=2

7. Az inverz transzformdcié feltételeinek Gsszefiiggése az asvinytani fazisszaballyal

Az elsz6 pontban targyalt utolsd két feltételt (2. és 3. feltétel) Osszefiiggésbe
hozhatjuk a Goldschmidt-féle 4svan ytani fazisszab4llyal
Ennek érdekében nézziik meg, mit jelent ez a két feltétel az dsvanyok fizikai-kémiai
viszonyai szempontjabol:

ad 2: Ha az 4svanyok kémiai 9sszetételét kifejez8 oszlopvektorok koziil kettd
megegyezik, akkor az 4svanyok polimorf médosulatai egymasnak (pl. kvarc és krisztoba-
lit). Hzeket nem vehetjiik kiilén figyelembe az 4tszadmitaskor.

ad 3: Ha egy 4sviny Jsszetétel-vektora elGallithatd tigy, mint ketts vagy tdbb
mdésik 4dsvany osszetétel-vektoranak linearis kombinacidja, akkor az 4svany kifejezhets
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ngy, mint ezeknek az OsszetevSknek a reakciéterméke (a kémiai reakcidk koz¢€ szamitva
a szilard oldés, vagyis az izomorfia jelenségét is). Igy pl. az 4svanyok (osszetevdk) vek-
toraival kifejezhet6k a kovetkezd j6l ismert kémiai Ssszefiiggések:

Aollastonit) = Akvare) T H(kalcit) ~~ 2CO,

(mivel
Agvarc) T A(kalcit) = A(wollastonit) + 2C0,

a g + ¢ = woll 4+ CO, ismert kémiai reakcié alapjan), vagy

A(otigokidsz) = 2 Aanortity T 0,8 Bappit) -

Nyilvanvalé tehat, hogy csak linedrisan fiiggetlen Gsszetevéket vehetiink egy-
idejfileg figyelembe az dtszamitdsnal. Ha N-nel jel6ljiik az dsszes, a rendszerben meglevd
Gsszetevs szamat, és ezek kozott R-féle kiilonboz8 kémiai reakcié jatszédhat le, akkor
nyilvén ez azt jelenti, hogy az Gsszetevék koziil R nem tekinthetd fiiggetlennek, mivel
kifejezhetd mint a reakciéban részt vevs tobbi Gsszetevd linedris kombinaciéja. Az A At-
szémitasi matrix tehat csak N—R = C darab linearisan fiiggetlen Gsszetevét tartalmaz-
hat, vagy annél kevesebbet. A figyelembe vehets dsvany-fazisok szama () tehéat a kovet-
kez&képpen fejezhetS ki (az el6z6k értelmében a polimorf moédosulatokat egy fazisnak
szamitva):

n<C (7.1)

ami pedig éppen a Goldschmidtféle 4svanytani fdzisszabdly.
Eszerint az 4tszdmitasnal figyelembe vehets dsvanyok szdmét a fazisszabsly segitségével
a kovetkezdképpen fejezhetjilk ki: Tsmert kémiai 6sszetételmellettegy
k8zet 4svanyos Gsszetételét csakis akkor szdmithatjuk
ki egyértelmtien, ha ez a kdzet kémiailag egyensulyi 411a-
potban van, és az egyenstily a P ésTdllapotjelz86k megval-
tozasdra nem érzék eny. Ilyen kdzetek pl. a széles P, T tartominyokban
stabil ortomagmds kézetek stb. Ezeknél kSzettani meggondoldsok
alapjdn kijelolhetjiik valamennyi fiiggetlen 6sszetevd 4s-
vany vektorabdél azt a métrixot, amelynek invertalasaval
az 4tszédmitds elvégezhetd

Ha a kozet nem felel meg a fenti kGvetelményeknek, pl. nincs kémiai
szempontbdl egyensulyi dllapotban, akkor az atszdmitds nem végez-
het§ el egyértelmfien, csak bizonyos kiegészits feltételezések ill. Gsszefliggések segitségével.

Nem vettitk eddig figyelembe az 4svanytani fazisszabadly Korzsinszkij
4ltal modositott alakjat, ekkor a fenti dsszefiiggésbe C helyett (-t kell irnunk, ahol ¢’
az inert Osszetevk szdma.

8. Az itszimitas pontessiga

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy az &4tszdmitdshoz sziikséges mennyiségek
mind pontosan ismertek. Kozismert viszont, hogy akédr az dsvanytani kimérés vagy
egyéb mennyiségi meghatirozds, akar a kémiai elemzés eredményeit vessziik alapul,
mindegyik bizonyos tébbé-kevésbé ismert hibaval rendelkezik. Altaldban legpontosabban
a kézet kémiai sszetétele adhat6d meg. Kevéshé pontos sokszor az A métrix Gsszetételérsl
valé képiink, mivel a kézetalkoté dsvanyok gyakran jelentSsen kiilonboznek az ideslis
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képlet szerinti Ssszetételtsl. Ezért a hibak figyelembevételével a transzformaci6 egyenlete
a kovetkezSképpen moédosul:

(y £ 4y) = (A £ 44) - (x & 4x). (8.1)
Az (y4+Ay) vektor egy eleme a kévetkezdképpen fejezhetd ki:
Vi Ayp =9 (L my) = y; pg,

ahol

Ay; az y; mennyiség meghatdrozisinak abszolit hibdja,

Ay,
m; = faidd pedig a megfelel§ relativ hiba.
Yi
A p; elemekbdl alkotott M diagonalis métrix segitségével az y + Ay vektor szorzat
alakjsban is kifejezhets:
y+dy = My.

Teljesen hasonléan x+ Ax egy eleme is kifejezhet6 azx, + Ax, = x,(1d-q,) = 2%
alakban, ill. a x; elemekb&l képezett Q diagonalis matrix segitségével

x4+ dx = Qx

szorzat alakban.
A-rél az egyszerliség kedvéért tételezziik fel, hogy sorait egyforma pontossdggal
ismerjiik:

A+ AA = {ai + Aa,] = [81(1 + Pi)] = [“i nil ,

innen a 77; elemekbdl 4116 P diagonilis métrix felhasznildséval:
A+ AA =PA.

1. Ha ismert egy kézet dsvanytani 6sszetétele és dsvényainak kémiai dsszetétele
gy ill. p; relativ hibaval, szdmitott kémiai Gsszetétele egyes komponenseinek ; relativ
hibajat az

My =PAQx (8.2)

matrixegyenletbsl kaphatjuk meg. Ennek egy sora a szorzasi szabélyok figyelembe-
vételével:

n
My = Ty G %y K
k=1
behelyettesitve és y;-vel osztva:

I n
(£ m) =— a1 £ p; £+ Pith)-
Yi k=1
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Felhasznélva, hogy p; kiemelhet$ a szumma-jel elé, hogy mivel p; és ¢, is kis szamok,
P, ~ o és hogy

n
Yi= 2 ik ¥ » (5-2)
k=1
az m; relativ hibira a kovetkezd kifejezést kapjuk:
1 n
my s pp o — 3 @y i 83)
Yi i3

Ha pl. a mar kiszamitott példaban az egyes asvanyok mennyiségi meghatirozasa-
nak hibdja rendre:

91(=kvarc) = 2%,
I3 (=karcity = 2%
95— K—fo1dpaty = 3% €S

G 4(=kaolinit) = 10%,
és pl. az Si0, mennyiségét a szamitdsnal figyelembe vett 4svinyok esetében p; = 1%-0s
pontossdggal ismertnek tételezziik fel, a szdmitott SiO,-tartalom relativ hib4ja a kévet-
kezGképpen adhatéo meg:

I
my ~ T + ——— (1,00:0,25:2 -+ 0 + 0,65+ 0,07 *+ 3 + 0,46 0,20 - 10)~= 8%,
0,39

vagyis az SiO,-tartalom az
Y1+ 4y; = y,(1 & my) = 0,39 1 0,04

pontossdggal adhaté meg.

2. Ha az inverz transzformaci6 segitségével a kémiai Gsszetétel és az egyes 4sva-
nyok kémiai Gsszetételének relativ hibdja ismeretében a szdmitott dsvanyos 6sszetétel
relativ hibajat akarjuk megtudni, az el&bbi, hibamatrixokkal kifejezett Osszefiiggést
a kovetkez6képpen médositjuk:

Qx= (PA)"IMy — A P~ 1My ~ A"1PMy (8.4)

(itt felhasznaltuk azt, hogy P diagonilis matrix, teh4t inverzének elemei egyenlSek az
eredeti elemek reciprok értékével és

1 1
S
e (1£ py)

mert p, elég kis mennyiség, és ezért P ~ P71),
Az igy kapott matrix-Gsszefiiggés egy sorat kifejtve:

Xy =

1 n
— Ay Ty Ve
D k% '

ahol D = det (A) és A,; az inverz métrix tdrgyaldsabol ismert mennyiségek (6. pont).



370 Foldtani Koziowy XCVIII. kétet, 3—4. fiizet

Innen behelyettesitve és x;-vel osztva:
l n
Vg~ — 3 Ayl x by & my £ pymy).
¥i k=1
Felhasznélva, hogy p,m;~O0, mivel p, és m, kis szdmok, és hogy

< Aui

¥ = — Yk» (6.3)
= D

=1
a g; relativ hibira a koévetkezd kifejezést kapjuk:
1 n
G =—— > Ay (b +my) (8.5)
Dux; k=1

Az ismert példa adatait felhasznélva legyen:
(= 8i0,) =1% my = 0,1% P+ my = 1,1% ¥y = 0,39
Pa(= ALO,) = 2% my = 0,5% Py + My = 2,5% Yo = 0,09
Pu(= K, 0) =1% my = 0,1% Py + my = 1,1% Y4 = 0,01,

és keressiik a K-foldpat meghatdrozdsinak relativ hibdjat a kézetben (v, = 0,07).
Felhasznilva a kovetkezd adatokat (A utolsé két sorat elhagyva):

D = —o0,038; A23 = 0; Ajg = 0 A43 = -— 0,224
0 + 0+ (—0,224)+0,01-1,1

gy ~ A 0,9%.
— 0,038+ 0,07

(Az »; adatok szamitasat 14sd a kévetkezs 9. pontban.)

Gyakorlati célra sokszor elegendd lehet az 4tszamitds pontossaganak kozelits
ismerete. I célbdl tételezzitk fel, hogy a kémiai (y) és dsvanytani (x) elemzés-vektorokat,
ill. az A 4tszdmitdsi matrixot bizonyos 4tlagos m, ¢, ill. p relativ pontossiggal ismerjiik.
Fkkor a hibara kapott kifejezéseink a kévetkezd egyszerii alakot nyerik:

matp g (8,6)
(vagy ha csak a kémiai elemzés-vektorok relativ hibait tekintjiik 4tlagosnak:
) my ~ Py +4q), 8.7)
il
g~p +m. (8.9)

9. Az atszémitds gyakorlati

Miatrixtranszformaciét alkalmazni kézi tton valdé szidmitdsokhoz 4ltaldban tiil
bonyolult lenne, Erre elsésorban a kérdés attekinthets elméleti targyaldsa miatt volt
sziikség. Hasznos lehet a métrixos szadmitdsi méd a kémiai Osszetételnek 4svanytani
Osszetételbsl vald szamitdsakor dttekinthet8sége miatt (mint az példankbdl is latszott),
illetve mindkét irdnyban végzett gépi szamitaskor, mivel a méatrixinverziora és szorzdsra
altaldban kész szubrutinok 4llnak rendelkezésre.

Az asvanyos Ssszetételt — amennyiben a fent targyaltak alapjan egyaltalan lehet—
legegyszeriibben tigy szamolhatjuk, hogy a 6. pont 2. alpontjédban felirt #-ismeretlenes
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inhomogén linedris egyenletrendszert megoldjuk #,, x,, . .. ¥, ismeretlenekre. Igy pl.
szamitsuk ki most visszafelé kémiai komponensekre kiszamitott példénkat:

Az
1,007 + 0+ 0,65% + 0,46%, = 0,39
o + 0 4+ 0,x8% + 0,40%y = 0,09
o + 0,56%, + o 4+ o = 0,27
o + o +o17x% + o = 0,01
o -+ o + o =+ 0,14%, = 0,03
o + 0,44%y + © + o = 0,21

egyenletrendszert kell csak megoldanunk, és (a szdmitasi pontatlansag hatérain beliil)
visszakapjuk az eredeti Osszetételt:

(@ =) # = o025
(c=) x, =048
(or =) #3 = 0,06
(k =) %, = 0,21
(6ssz. =) 1,00,

vagy vektoros alakban:
x = (1), ¥y #3 %) = (0,25 0,48 0,06 0,21) = m.

Lényegében minden atszimitasi eljaras folfoghato tigy, mint egy-egy algoritmus
— miiveleti utasitds — egy-egy ilyen egyenletrendszer egyiitthatéinak, ismeretleneinek
és megoldasanak megvalasztésira.
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Maglichkeiten und Grenzen der Am d von Gestei hnung hoden

ISTVAN VICZIAN

Zur quantitativen Charakterisierung eines Gesteins werden gewéhnlich in Daten-
reihen geordnete numerische Werte verwendet. Solche Datenreihen sind z.B. die Ergeb-
nisse der chemischen Analyse, der Spurenanalyse, oder die modale Zusammensetzung
eines Gesteins. Die gleichzeitige Beriicksichtigung aller dieser zahlreichen Kennwerte
stellt eines der gréssten methodologischen Probleme der Petrographie dar. Es herrschte
in der Petrographie lange die Meinung, diese Aufgabe koénne hauptsichlich mit Hilfe
verschiedener Gesteinsumrechnungsmethoden geldst werden.
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Verfasser der vorliegenden Arbeit weist darauf hin, dass die Datenteihen, durch
die die chemische und mineralogische Zusammensetzung eines Gesteins angegeben wird,
als die m- bzw. n-dimensionalen Vektoreny = (y; %, . . . ¥p) bzw. x = (%, %4, .. . x,) auf-
gefasst werden konnen, und der zwischen diesen Vektoren bestehende Zusammenhang
durch die Matrizengleichung

y = Ax

ausgedriickt werden kann (Formeln 5.1—5.4). In dieser Formel représentiert A die Matrix,
deren Spaltenvektoren a, die chemischen Zusammensetzungen der gesteinsbildenden
Mineralien zum Ausdruck bringen, natiirlich in einer Reihenfolge, die durch den Vektoren
x und y gegeben wird.

Der obige Zusammenhang gibt direkt die Ausrechnungsmethode der chemischen
Zusammensetzung im Falle an, wenn A und x bekannt sind. In solchen Féllen kann die
Operation immer durchgefiithrt werden. (Fir praktische Beispiele siche:
Punkt 5.)

Die Lage édndert sich, wenn wir die mineralogische Zusammensetzung x aus der
chemischen Zusammensetzung y des Gesteins mit Hilfe von Umrechnung bestimmen
wollen. Die Bestimmung dieser sogenannten normativen mineralogischen Zusammen-
setzung ist das Hauptziel der meisten Umrechnungsmethoden.

Diese Operation kann aber nur im Falle eindeutig durchgefithrt werden, — als
das aus den Formeln 6.1 und 6.2 ersichtlich ist —, wenn die Kehrmatrix A—1 bildbar ist.
Dazu soll die Matrix A die folgenden Anforderungen befriedigen:

1. Die Matrix kann nur eine quadratische Matrix sein (m = n).

2. 7(A) = #(A,y), d. h. der Rang der Matrix und der Rang der durch die Zugabe
des Spaltenvektors y erhaltenen Matrix sollen gleich sein.

3. Die Formel 6.4 darf nicht giiltig sein, d. h.:

3.1. Die Matrix darf nicht Zeilen und Spalten enthalten, die nur aus Nullen bestehen,;

3.2. Je zwei Zeilen (oder Spalten) der Matrix diirfen nicht untereinander gleich
sein (Formel 6.5) und

3.3. Eine von den Zeilen (Spalten) der Matrix darf nicht als eine lineare Kombina-
tion anderer Zeilen (Spalten) hergestellt werden kénnen (Formel 6.6)

Diese Voraussetzungen koénnen auch mineralogisch formuliert werden:

1. Die Zahl der beriicksichtigten chemischen Komponenten und die Zahl der mine-
ralischen Bestandteile sollen gleich sein. Diese Anforderung allein macht die Ausarbeitung
eines ganz allgemeinen Umrechnungssystems unméglich, weil die Zahl der im Gesteins-
chemismus wesentlichen chemischen Komponenten um einige Gréssenordnungen kleiner
als die Zahl der gesteinsbildenden Mineralien ist.

2. Die ausgewihlte quadratische Matrix und der Vektor y der chemischen Analyse
diirfen keine einander widersprechende Angaben enthalten, z. B. es diirfen nicht unter
den chemischen Komponenten solche erwahnt werden, fiir die in der Matrix A keine ent-
sprechenden Mineralien zu finden sind. Hiufig ist der Fall, dass der Widerspruch gerade
aus dem Fehler der chemischen oder mineralogischen Analyse stammt.

3.1. Chemische Komponenten oder Mineralien, die im Gestein nicht zu finden sind,
kénnen nicht berticksichtigt werden. :

3.2. Bei der Umrechnung koénnen polymorphe Modifikationen von gleicher che-
mischen Zusammensetzung nicht unterschieden werden.

3.3. Mineralien, die als Reaktionsprodukte anderer beriicksichtigten Mineralien
ausgedriickt werden konnen (als chemische Reaktion wird hier auch die Losung in fester
Phase, d. h. auch die Isomorphie betrachtet), siud bei der Rechnung ebenfalls nicht
anwendbar.

Alle diese Voraussetzungen kénnen mit der mineralogischen Phasenregel von
Goldschmidt interessant parallelisiert werden (Formel 7.1, wo C die Zahl der linear un-
abhingigen Komponenten und » die Zahl der Phasen ist). Das bedeutet, dass die
mineralogische Zusammensetzung eines Gesteines bei be-
kannter chemischer Zusammensetzung nur dann eindeutig
gerechnet werden kann, wenn dieses Gestein sichin einem,
der mineralogischen Phasenregel entsprechendem Zustan-
de befindet, d.h., es ein chemisches Gleichgewichtssystem bildet, und dieses
Gleichgewicht fiir die Verdnderungen der Zustandsgréssen P und T nicht empfindlich ist.
Solche Gesteine sind — auch bei bestimmten idealen Voraussetzungen — selten.

Hat also das Gestein die erwidhnten Eigenschaften, kann man auf Grund petro-
graphischer Erwédgungen aus aller unabhingigen gesteinsbildenden Mineralien die Matrix



Viczidn: A kizetdtszdmitds alkalmazdsdnak lehetdségei 373

A Dbestimmen, mit deren Invertieren die Umrechnung durchgefithrt werden kann. (Das
praktische Beispiel siehe: Punkt 9.)

Entspricht aber das Gestein den durch die mineralogische Phasenregel gegebenen
Voraussetzungen nicht, d.h. es sich z. B. in keinem chemischen Gleichgewicht befindet,
kann die Umrechnung nicht eindeutig — und nur mit Hilfe bestimmter zusétzlicher
Voraussetzungen — durchgefiihrt werden.

Darum ist die Umrechnung — nach der Meinung des Verfassers — fiir die Losung
der aus der klassischen Petrographie genommenen Gesteins-Charakterisierungs- und
Systematisierungs-Aufgaben nicht geeignet. Ks soll erwihnt werden, dass der
Verfasser zur Systematisierung der Gesteine im Sinne der Vektortheorie einige geeignete
und einfach ausrechenbare Aufteilungen des n-dimensionalen Raumes fiir zweckmassig
hilt,

Die eingefithrte Matrixtransformation kann aber eine wichtige Rolle z.B. bei
der Vergleichung verschiedener Materialpriiffungsmethoden spielen. Im Zusammenhang
damit ist die Beriicksichtigung der Messfehler von grosser Bedeutung. Darum versuchte
der Verfasser am Ende der Abhandlung die imi Launfe der Rechnung der chemischen und
mineralogischen Zusammensetzung auftretenden Fehler, im Falle, wenn die Fehler
der Ausgangsangaben bekannt sind, zu schitzen (Formeln 8.3 bzw. 8.5). Fiir Ndherungs-
rechnungen sind auch die einfachen Zusammenhinge 8.6 und 8.8 geniigend.



