A HAJLITHATO MATHEMATIKAT INGA MOZGASAROL.
Szabi Péter tandrjelolttol.

1.

A dynamika alapja: a D’Alembert-féle elv. De ez elv csak azon
esethen alkalmazhatd, ha a feltételek egyenletek alakjiban’ vannak
adva és nem egyenlitlenségek dltal. Ha a feltételek egyenlitlenségek
altal vannak képviselve, a szélsd értékekre nézve kilon kell a moz-
gist definidlnunk, mert errél a D’Alembert-féle elv semmit sem mond.

A kivetkezikben egy pont-mozgistani problemit targyalok, mint
példdjit az emlitett esetnek. A jelzett kérdéssel vald foglalkozis, dgy
litszik, nem régi. Lagrange értekezése ,Sur le mouvement d'un corps
suspendu par une file flexible® (Misc. Tauriens. T II. p. 242.) csak
litszolag tartozik ide. 188G-ban Nouvel citheni tandr vizsgdlta azon
tirgyat, melylyel e sorok foglalkoznak. 1)

Eldszor a  sikban lengd hajlithaté mathematikai inga elméle-
tét fogom tirgyalni. Azutin térre vald kiterjesztését az elméletnek, a
mennyihen ez sikertlt.

Hajlithaté mathematikai inga alatt értiink egy stlyos pontot,
melyet egy mozdulatlan ponttal tokéletesen hajlithaté, de nem nyuijt-
hatd, silytalan fonal kot ossze. Feltételink tehdt az: hogy az inga-
szal hosszaval mint sugdiral leirt kovin belGl és annak keriiletén a
pont dltaliban minden helyzetet elfoglalhasson.

Vilasszuk meg coordindta rendszeriinket dgy, hogy origéja a
felfiiggesatési pontba essék, a z tengely fiiggdlegesen felfelé irdnyul-

H Programm des Gymn. zu Cothen 1886, ,Ueber die Bewegung ecines
Fadenpendels, welches in ciner Ebene schwingt. S. 3—20,
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Jon positiv felével, az y tengely uz inga mozgisi sikjaba essék, a z-re
merdlegesen,

Jelilje az ingaszil hosszit r, a mely constans; a  pont dltal
leirt pilya elemét ds, a folyé idit ¢ és a graviticzid constansit g,

aldkor w pont kivis mozgisit megillets differenczidlis egyenletek
dry l o ds )‘J ¥y
) ] am - LY ( dt It
1 ] ” ( ds )J] z .
St I

=z [
Lt
72 ,_|__ yZ = 714,

A midén mar z* —y? < r* a pont szabadon mozog, és felivt
egyenleteink csakis addig dllitjdk el6 a mozgdst, mig a pont kir-
pilyin mozog. Az (1) egyenlethil

2 s \2 .
() ( 4 ) = 2g (h—z—1)

az

tovibha

dt
irvin: vo* = 2gh, hol v, azon értéke a sebességnek. mely z = —1-
hez tartozik. Az inga legmélyebb helyzetét nyilvanvallag minden len-
gés kozben most is eléri és az nem mds, mint z= — r.

Az inga lengési idejére nézve kivetkez$ kifejezésiink van :

2 ¥ t.iip
B ey P
Yo VYot —2gr (1l —cosg)

hol y és z polris coordindtikban fejezvék ki:
y=n1sin ¢, z=— 1005 ¢,
jelolve g-vel, az inga-szdl és a negativ z tengely dltal bezirt sziget.

Kérdés: az (1) egyenletek mikor dllitjdk be szabad pont moz-
gasit 2 Minthogy ekkor
d2z

dzy
a0 Tae T B

tartozik lenni, akkor, midén

i
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hol z, azon ponthoz tartozik. melyben a megszabadulis torténik.
Innen

5

@ = ()

Azonban I-b6l kivetkezik, hogy z, >0, e szerint:

h S=r
misfelél 2 nem lehet »-nél nagyobb, az inga-szél nyijthatlansigandl
fogva, és ez adja a feltételt, hogy:

h<%1‘.

Meg kell azonban még vizsgdlnunk, hogy ezen megszoritisok
mellett 7 valés marad-e? mert megszabadulis esak ekkor johet valé-
ban létre.

E véghtl (2) alatti egyenletink szevint z= —1 és z =z
kizitt

h—z—r >0
tartozik csak lenmi. De a baloldal z néttivel fogy, tehit mivel z=2z,
esetében positiv, z = — 1 és z =1z kozitt is az.

Tehat az adott megszoritis Ji-ra nézve, a mozgds realitisat is
biztositja. Irvin tehit:
h = kr

az dttérés lehetdségének szitkséges és elégséges feltételei:

(I 1 <k<g
A megszabadulds pillanata :
R \‘TP;_ dj
(i}) +-1 =— \'2_? N \}h_—-g'l':-ﬁ]g 1{9%
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tehit dltaliban egy elst osztilyu ellipticus integralis dltalr van meg-
hatdrozva, melyet Legendre F. symbolummal jeldlt.

A z,——rcosep,, kifejezéshil kivetkezik, mivel z, positiv, r
per definitionem positiv,

P>

0| 3

Irjuk ennélfogva ; T
J -- 6) o= +e

akkor Zy=1rsine Y 2 ]
T I 1 !, sing = — (k—1)
3
| i=rcose ;
A : B ]
e, legnagyobb értékét éri el, a mikor k = 5 68 aklkor

S e T
sm g = 1, g = —2— v
Ugyanekkor z, maximum, y; pedig minimum érték.

A t=+t, id6t6l kezdve a pont pardbolin fog tova mozogni.
A paraholicus mozgéis ismert egyenletei :

dzy’ d2z
Az 8 vyt

(=]

T o e Honnan ;

® y=BI+B, #=—Loimic,

ha a parabolihoz tartozé coordindtikat index-szel kiilonbiztetjik meg
s az Attéréstdl szimitott idét 0 jeloli. Ezen parabolikus mozgdsndal
a constansokat az a koriilmény adja ki, hogy a =0 id6ben a pa-
rabolira és a kirre kiszdmitott sebességi componensek, valamint
coordinitdk ugyanazon értékiiek legyenek. Evvel vagyon definidlva
a vilsigos pontban a mozgds. A mondottakbdl kivetkezik, hogy

(9) {B':’yia C'::z'i
iB:— %‘vi, C::lll— vy hol v,2= gz,

v, jelentvén a z,, y; ponthoz tartozd sebességet,
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Evvel mar ki van mondva, hogy a kér érint6je az y, , z; pont-
ban, egyszersmind a paraboldnak is érintGje. Mert jelilvén a para-
yola érint6jének hajlisat az 7 tengelyhe: a korét dy dltalab:
bal t6jének hajlisat az y tengelyhez ¢, a korvét Italdban

C—gb
tang ¢p = ——Bg-
tange e —t— ——g—

M_idfin =10, y=y; ¢ 2==0g)s aikét ériek osszeesik, és ha &, by
alatt a legkisebb ivetaka rjuk érteni, melynek tangense a felirt érték :

dp =i, a mikor 6 = 0.

A parabola helyzetének kizelebbi vizsgilata czéljabdl irjuk ki
részletesen a coordindtikat.

i 7,V : LV
@) ¥y =—2"04y, s=—L20400042; v = g
i dz
A parabola csdcsdban =T 0 honnan

10) =L

o
g

A cstiespont coordindtdit jelen vendszeriinkben jelilve a, b-vel: van

9 2
8 = Vs [1 — —?5—] A [1 - ;i_z ]

Konnyii latni, hogy a® b2 < r2 a <<y, b > 2. Haacsies-
pontba toljuk 4t a kezdd pontot, a parabola egyenlete

(11)  72=2p%, a 0 elimindlisa utin, hol p = r sin’s,.

A (11)-b&l ldthaté, hogy a parabola fStengelye egykozli a mi
z tengelyiinklkel.

Akkor, ha z, =0, y, =1r; vagy z, =1, Y, =0 a pont vég-
telen kicsiny parabola-ivet, ir le, bsszeesvén a csiespont és a meg-
szabadulds pontja.

A kir palydva visszatérést czélszeri dgy megillapitani, hogy
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vizsgdljuk :

i kezdGponttal vald tivol mikor lesz az inga-gzil hosz-
szaval egyenld, Jeldljiik a parabolin mozgis alatt o kezdd ponttal
vald tivolt R-e

R8 =y |- z*

7 (%) alatti értékeit, a kelli Grszevonidsok ufin

i g20° V1% )
2 2= g 43 9.
(12) Ret=rx® T (4 0

Beirvin ide y’

g
Miutin a zirjelzett mennyiség nem negativ, R2<r? : ezek egyenl@k, ha
: LV
(18) H=4q "

Lo rg

Bz fejezi ki azon teljes idGt, melyet a pont parabolin tilt, Ha
a (10) egyenletet a (15)-al dsszehasonlitjuk. e kivetkezd tételt mond-
hatjuk ki:

Ha 0, 1d6t t6lt a pont parabolin, 17,0, idd alatt éri el a pa-
rabola csfesdt. 1)

0, ismeretes lévén, a kivee visszatérés helyzetét
Ha a mondott pont coordindtdi y,. z,

van:
{14‘ 2y =2 (4 ST 3) y Y731 (4‘ }1‘1:; —:’))
agy az ¢ argumentumot haszndlva

(14) =

kijeliilhetjiik.

—rsm dg , Yy, =108 3g
Az ntébbi formulikbol, adva lévén a megszabadnlis e-ja
ge

- ds e-ja,  egy-
szer(i geometriai szerkesztéssel meghatirozhatjuk a visszatérés pontjit
A mozgisrdl nehdany esetre képet ad kivetkezid kis

tablizat
mikor ¢==10;

=0, \u=§ 5= U, Yoa =17
i T 1 \f
mikor & = s R a T ——1 ; Zg = —T,

) T tétel Nonvel értekezéséhben nem talilhatd, A kirre vald visszatérést
kissé hosszadalmas eliminatioval intézi ¢l (i h. 8.lap)
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= i 4 = - r, ¥, = 9 r; 4, =10, yo=—vr
w

£ = T T = Yi=0U; zg=r, yo=0U

Lathatd, hogy a pont birmely pontban visszatérhet a kirre, ki-

véve azon kivnegyedet, melyben épen dttér. Kétszer esik issze a

- - hd - - ’ i ””
megszabadulds és a visszatérés helye: ha e=0, ése= - . Els6

esethen a pont ¢ = 5 szigig kitérvén visszatér, misodik eset-
-

ben egész kirim mozog tova. Mindkét eset felfoghatd gy, hogy vég-

telen kis parabola ivet ir le a pont. Legmélyebbre esik vissza, midén

T

T
€=, ay tengelyen legnagyobh darabot metsz le, ha By
\ 0 T _r - ._}.—

A mudén e = L m=N "_“\..'_9 8 g == —-——\/—2 ]

A mozgd pont olyan kirbeli pontra nem térhef vissza, melynek
z-je nagyobh volna, mint a megszabadulis z-je.

Kinnyen  észrevehetd, hogy a z, maximnma vagy minimuma
nem esik issze z; szélsG értékeivel. Mintin z, csak h-tol fiigg, a

szélsds drtékelkndl

dz,
— =},
ilh '
-
i 5.
honnan I/ = 47 Za=-—r minimum

és hi' = S ' A= 1 maximum.

1 Ay
A parabolikus pilyin a sebesség dltalinos kifejezése

v =v,? — 2g (z2—32)

Amikor z = z,, =0, legyen. Ekkor a parabola érintdjébe est sebesség
1

Orvos-ferm -tud. Ertesiti, Il
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v, = v; y9—8 sin? ¢

Azonban a kir és parabola érint6i az (y,, 2,) pontban nem es-
nek ossze. ls igy a mozgis folytonossiga itt megsziinik, a midén

ujra
2 _|__ 72 — r?

lesz. Definicziéhoz kell folyamodni: a sebességet két komponensre
bontjuk : egyik a kir érintGjére merSleges, a mdsik bele esik abba,
6s a mozgdst tgy definidljuk, hogy a v’y sebességnek a kor érintg-
jébe es6 componensével mozog tova a pont. Jelslje 4% ', a kor, il-
letve a parabola érintdjének hajlasit az y tengelyhez, 2 a kettd dltal
bezdrt szogit, akkor

cos & = cos Y’ cos by - sin ¢, sin Py ”

Amde
(), (i),
; db do
cos d'p = 5 8 q;l,:.f._u_
cosQJ'k:—}H;fL, sin " = — ZI’
honnan

(18). cos b= —1 , At — 3Y1 Yo

v )
A v," azon componense, melylyel a pont a kirén tova mozogni kezd
y : ;
V= Vg cos & vagyis:

(19) vy D% — 31 Vs

Vo =V =

Ezen sebesség positiv, zérus, negativ, a szerint, a mint

. >
2y 79 — 3Y1Ya *-_<" 0.
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Hogy kinnyebben kiolvassuk a misodszori megszabadulishoz
szitksdges feltételeket, irjuk be z,, Zy, Y1, Yotrigonometrikus  alakjait és
azutan fejezzitk ki az elGjivé formulikat cos 2, altal. Ha kiovetkezd
rividitést hasznaljuk :

F (cos 2¢,) = 2cos? 2¢; -~ 2cos 2¢; — 1

van: _
(20) 2z, 2y — 3y1 Y9 = —1* F (cos 2¢;)
Tehat
Vg zll, a szerint a mint I (cos 251)§U.

interval-

vo| A

Az F funkezio magaviselete az g =0 —p ¢, —

lumban a kivetkezd. Tekintsitk dgy, mint cos2s, racionalis egész
funkezigjat. Mivel a derivilt a maga jegyét megtartja, a mondott
intervallumban egyenld gyokik nincsenek. Csak egyszer valt jegyet
az F, még pedig ha az gytk értékhez tartozé argumentum v ,

n
0 < B
Az F aze, = 0-nal positiv, & > 7-nél mér negativ, innen kovet-

kezik, hogy amint &, é'r; a szerint v, z 0. Mikor &, =#u; vpy=0, 8

ekkor cos 8 =0, 8= 1;
Egyébirint
o B
cos 2'.-'} —— L—E\'f 7 tehat N = 340 15" 435"

A vi-et akkor tekintve positivnak, mikor a lengés az déra mu-
taté jardsival ellenkez irdnyban torténik, a mint v, pos. vagy neg.,
vele a lengés az éramutaté mozgdsdval ellenkezdleg, vagy egyezéleg
inddl meg.

Miel6tt tovabb kutatnok, miné feltételek szikségesek és elég-
ségesek ahhoz, hogy az inga tobb izben térhessen at parabolikus pa-
lydra, meg kell vizsgalnunk, vajjon nem lehetséges-e, hogy a korre
visszatérés utdn nem a koron folytatja mozgisit. A kérre nézve al-
lanak az (1) alatt felirt mozgdsi egyenletek. Csakis akkor volma le-
hetd, hogy a z,.y, pontba érve a mozgh pont ne kiirin folytassa pa-
Iydjit, ha :

.[_*
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s\
oz, — =10
8% ( dt )z

== Z,

¥y=h
volna. Kz azonban nem lehetséges. Ha z--t trigonometricns alakban
. , ds \2 o —— oolh
irjuk, azutin (_lt_) = v,2mnak cos 2e,-ben kifejezett drtékét beivjuk
dt 2

a kivetkezs kifejezés jelvidltasiarél van sz

(21)  g(cos 2&,) = 2cos* 2¢; - 4cos?2e; — cos 2¢, - 1

Azonban ha & =0 —p ¢ —_—.—Tj-ig valtozik, g nem vilt je-
gyet, folytonosan positiv. Ha ¢, =-—:--, g(e;) =0, de ez csak azon

mar megdllapitott eset, a midén végtelen kis parabola ivet i le a
pont. Az alsé félkirre ez mar a priori viligos volt, nem tgy a fel-
stre, de a bizonyitas az egész kirpalydara all.

Attérhetiink ezek utdn az (jra megszabadulds lehetiségének
vizsgilatdra. Az elsG parabolira térésnél dintG volt a h étékének
megszoritasa, melyet nyertink az inga azonsilyi*) helyzetéhez tartozo
sebességh6l. Most az azonstilyi helyzethez tartozé sebesség (w) meg
van szoritva az el6z6 feltételekbl. Altaldban :

vi=w? —2¢g(z-1).

Miutin v egy értéke ismeretes nevezetesen z = z,-nél, igy w;
meghatirozhaté, még pedig a (19) tekintetbe vételével :

Irvin w?=2gh’, h’ nem mds, mint a zirjelezett kifejezés. Arra,
hogy 1) dttérés lehetséges legyen, h'-ra is dllani kell ugyanazon meg-
szoritdsoknak, mint a melyeket h-ra megillapitottunk.

Az mér elére bizonyos, hogy h'>h nem lehet, mert ez azt
tenné, hogy a pont mozgisi energidja, minden recompenziczi6 nélkiil

*) Azonsily, silyazonsidg, helyes az cgyensily. silycgyen szé helyetf.
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gyarapodott. Azért azon hLossoadalmas vizsgilat, melyel o h—h" kii-
lénbségre vonatkozdlag Nouvel ur tesz®), nézetem szerint nem épen

szitkségképeni. Minthogy a tett megjegyzés szerint h-val b’ is<g T

csupan arra keresiink feltételt, mikor lehet
h' 2 r

Most (22)-b6]l vilasszuk ki h'-et. Ha a L — 1 killénbséget az
%

egyenlet egyik oldaldra hozzuk, trigonometrikus Gsszevondsokkal a ko-
vetkezd alakhoz jutunk :
= h = :
(23) —11 — 1= 5 sing [4 cos*2e; - 8 cos?2e; — 8 cos 2¢;, — 1],
legyen rividség okaért
f(cos 2e,) = 4 cos* 2¢; |- 8 cos?2e;, — 8 cos 2e; — 1.

A kérdést az donti el, hogy faz g-el miként viltozik. Kz-
dltal meg lesz dllapitva az is, hogy h' miként viltozik h-val, mint-
hogy a hése, kozitti reliczié (4)-b6l (7) dltal ismeretes.

Midén f(cos 2¢,)=0, h'=1r, tehit tibb dttérés nem lehetsé-

T b
ges. Olyan érték pedig az e =0-—p¢ = - intervallumban
kett6 van, melynél f(cos2¢)=0. Ezen értékek kozil az egyik
0 és -%ami’tsik—g—
jegyet vilt f positivrél negativra, misodik esethen negativrél posi-
tivra. Mivel f (cos2¢) csak egyszer vilt jegyet a mondott interwal-
lumban, f*(cos 2¢,) pedig jegyét megtartja, tehdt f(cos 2¢,)nek két és

¢ (U flot : Eo
68 —= kozitt van. Még pedig elsd izben

csakis két realis gyoke van az g =0 —» g =~ Inter allumban.

(Rolle tétele). Jelolje a két gyokhoz tartozé e értékeket ¥y, akkor

T

7 T
0<"11<Ta —4—<3'1< 5

#) L. e, 14—17. old,
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h’ ; ik ;
Ha e<7;. akkor o kitlimhsdg positiv. mert sin g, foly-
r _

tonosan positiv. Kkkor még lehetséges dttérés. Ha

< & <Vy,

P

g " . - » - an -, » 13 ¢
f (cos 2¢,) negativ, attérés tibh énem lehetséges. Ha pedigthy <Te < —

akkor a kitlonbség djra positiv, attérés qjra lehetséges.
Megjegyzendd, hogy azon v szig, melynél v, jegyet vilt 7, ésdy
kizitt fekszik; kivetkezik ez onnan, hogy ezen 7 értékre dll

1

N e i R de ha &=

=T

f(cos 2e,) mdr negativ, és anndl nagyobb értékit negativ e = v-nil.

Ha 0 <Ze <1, akkor a pont még végtelen sokszor attérhet
parabolikus pilydira. Még pedig, ha az elsd ¢ ezen két hatir kozé
esett, az inga ¢ dltal meghatirozott z,-nél levalik a korpalydrdl
attér parabolikus pdlydra, az dttérés utin ivinyt viltoztat. Visszaleng
egy bizonyos g -ig, mely az elsi eg-nél kisebb, és ez ugy megy to-
viibb, mert ha a harmadik, negyedik attérésre vonatkozd h-t h”, h"
Jeloli a (28) ismételt alkalmazisdval lathatolag :

sl S =S o (ST

Ha Nouvel szerint*) az e =0 — % e =1, terjeds kirivet el s
dvnek nevezzitk, akkor all a tétel

Ha a z, az elsd Gvben fekiidt, akkor a pont végtelen szokszor
dttérhet parabolikns palyira. és pedig mindannyiszor lengési irdnyt
viltoztatva.

. '
Ha pedig 7, <e <y, --II_— — 1 negativ lesz. A mozgd pont
egyszer attér parabolikus pilydra, de azutin visszatér a korpdlydra,
még pedig iranyvaltozassal, vagy anélkill, a szerint, a mint ¢, ; M.
Ezen szakaszt nevezzitk mdasodik mellék-6 vnek. Innen a pont
visszatérvén korpélydra, ide-oda leng. Nevezziik (p definitidja 44 old.) a
p=0 —bp=-—

# L ho17. 1.
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szakaszt els6 mellék-6vnek. Innen folyolag: Ha a mdsodik mel-
lék-6vhél tért at a pont parabolikus palydra, egyszeri attérés utin az
elsti mellékivben marad és ide-oda leng.

Ha g >, az dttérések mis viszonyt mutatnak.

Tegyiik fel, hogy k-szor lehetséges a visszatérés, egy bizonyos
g-nél, akkor az egymdsutin kivetkezi h-kat kovetkezs egyenletsor
kiti dssze

h i 3 .
— — = ——sins
r 2 v
i | 3.
= 1= 5 sing f(cos 2¢;) = —5 - sin &
(24) b [ _ 3
= I = —-sin &,f (cos 2¢,), = —- sin g
T e
-— 1= —-sinegg_f(cos gy ) = sin ER4-1
r 2 oot (gnen ) -

Megjegyzendd, hogy két egymdsutin kivetkez6 e-et osszekotd
egyenlet fgy irhatd:
o : . ok o
(25) sing; == —— sin g 4 (3— (4. sin%;_; cos';_y)

5]
o)

(24)-ben &, & ... g jelslik e-nak azon értékeit, melyekkel bir a md-
sodszori, harmadszori . . . k-adszori dttérésnél.

Vegyiik kiizelebbi vizsgilat ald a (24) misodik egyenletét, mintdin
a mit erre nézve megdllapitottunk lesz, ép ngy kivetkeztethets to-

. . , . » . v 1 . T
vibbra 1s. A mige 00— 58 viltozik, { kétszer zérus, positivhol

negativ és Gjra positiv lesz. Azonban az egyenlet jobb oldalin az els6
faktor folyton positiv és 0 — 3 1-ig né. A sine, egyértelmiileg ha-

tiarozott minden g,-nél. ¢, =0, ha

minden mds esetben kiilonboz6 e,-oknak kiilonboz6 ey-k felelnek meg.
Ha a s, =1,, vagy g =%, akkor frvin sin 7, =n, sind, = m,
latni vals, hogy n < m, és ¢, szamdira valé két egyenletiink, melybél

g, az m ¢és n-hez tartozé értéket nyeri.
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1
0

¥

- s1n g 1 (cos 2e, ) =m

———

—};— sin g, f(cos 2¢,) =n
Az els6bol meghativozott g-nek értékét jeldlje 7, a miso-
dikbol eredsét ¥y, Viligos, hogy thy > 7,. Mert g, > ¥, feltevés miatt
1y >tk 6s dh-en tdl a baloldal folyvist positiv. marad és nivekvd
g,-el nd.
Vigtelen sok dttérést kaphatunk, e -et gy kell vilasztva, hogy
thy <& < 7 legyen. Ugyanis ha << e, <7, akkor g,-re nézve ll

O, <.

Mert ha ¢ = ¥, =0 ha g =1,,¢e =1;. Nevezzitk a
Uy ¥ 7y szakaszt mdsodik 6 vnek. Akkor dll a tétel: ha a md-
sodik dvbe esett z,. egyszerl parabolira térés utin elsd ovhe jut
a pont, melyben megmarad : végtelen sokszor dttérve és ivinyt vil-
toztatva.

Az 1y % Uy szakaszt harmadik mellék-6 vnek nevez-
zitk. Ha 7, <eg <Py, akkor 7, <e <<¥,. honnan kivetkezik: a
harmadik mellék-ovhil  egyszert dttérés utin a masodik  mellék-ivhe
ér a pont, honman még egyszeri attéréssel (iranyt valtoztatva, vagy
nem) az elsd mellék-tvbe tér, melyben megmarad és ide-oda leng,

Az viligos, hogy ha egyszer valamely év hatdrdn volt a pont,
a kovetkez( dttéréseknél is mindig hatdrpontokhoz jut.

lgy folytathaté a mozgds vizsgalata tovibb, de a tovibbvitel az
eddigiek utdn felesleges, mert nem kell mds tenni, mint az f fiige-
vényt iteralni.

Az dvek és mellék-Gvek a mondottak szerint gy kivetkeznek:

LM.O, 1LO, MO, IO, HLMO, HLo.....

Lathaté, hogy minden évet két mellékiv vesz kizre. Azt is konnyii
észre venni, hogy a mellékivek dsszege nagyobb, mint az tveké, mert
az elsé mellékav egyediil akkora, mint a tébbi f6- és mellékiv egyiitt
veve. Az dvek szima elméletileg hatdrtalan, de mivel f minden e 6=




-
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téknél 0 - 5 kivzott véges, kell hogy az dvek ¢s mellékivek
-
"_I' v - s » ’ ., 'y
e = -felé Gsszezsifolodjanak. *)
-

Ha tehat valamely silyos pont hajlithatd sdlytalan fonalon mo-
zog, megillapitjuk a hozzd tartozd & azutin ¢, illetve eziltal z,
értéket.

Az iveket e helyett z-re szimitva mely g dltal teljesen
adva van, kivetkezs eseteket kitlinbiatetjitk meg :

1. z, >r. Ekkor a pont folyton-folyvist kirin mozog, és egy
meghatirozott pontha mindig ugyanazon gyorsasiggal dr.

2.z, a z-ik ivhen fekszik. Ezen esetben a pont (x—1)-szeri
dttérés utdn a »—1, k—2 ... -k ivin keresztiil az elsd Gvbe jut,
melyben megmarad és végetlen sokszor dttér, mindannyiszor irdnyt
villtoztatva.

3. 2z, a %-ik mellék-dvhen fekszik. Ekkor a pont (z—2)-szeri
attérés utin még egy attéréssel vagy ivinyt wviltoztatva vagy nem,
az elsd mellékivbe jit, melyben megmarad és ide-tova leng.

4. z, hatér-érték a z-ik, vagy = -+ 1-ik mellék- és a =-ik
f5-ov kozott. Akkor (z—1), illetve % dttérés utin az Osszes kisebb
hatdirértékeken 4t az y tengelyhez ér a pont, melyet azutin minden

ide-oda lengésnél érint az inga-szdl.
111
Attérek a hirom dimenziés térben valé mozgis esetére. Meg-

artvian az elGbb haszndlt jeloléseket s a harmadik coordindtat x-szel

Jelolvén, mozgdsi egyenleteink
d2x ) ds 2\ x dry _ds g)i
Cdtr T ("“5 o ( dt ) )F e T (gz . dt zd°

2z ol ({lu_)-’)i -
ae = (gé —\a/ /e 8

2= x? + y‘—' —]— 72,

(
o
|

*) Lisd Nouvel 18—1i. |,
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A megszabadulis feltétele, illetdleg a sebessée dltalinos kifejezdse
= ) b - i
a kivetkez
( ds )2
—— ) =gz
dt 8

ds \?2
(T) =l

A b constansot mds maédon kell meghatiroznunk, mint a sik-
ban. Itt ugyanis z-nek legkisebb értéke nem -—r, mert ha egyszer
— volt, akkor mdr dllanddan sikban leng a pont. Altalinosabban
jeloljitk 2 minimdlis értékét —e-vel. Akkor hasonlé eljardst kovetve,
mint a sikban mozgis esetén :

2
ha (, (Lll;—) — 2¢h fratik, és z, a megszabadilis z-jét jeldli.

fe— v
2 .
2) == ES (h—-c)

Tényleg bekovetkezik a megszabadulds, ha a 2= — ¢ —» 2=z,

érték intervallumban minden z-hez redlis x, y, |ez (1) utolsé egyen-
letébol lithatolag bekivetkezik, mihelyt

0 < z, <1
s ; i e dz .
6és egyszersmind redlis 7, illetGleg —dt tartozik.

Az, r, t kozott fenndilé egyenlet

\2
3) (_(tl]i_) = 2g (1*—2*) (h—c—z) —a®

Azonban «® constans nem tetsz6leges ; z=-— ¢ minimumnil
1 ; dz ;
—rl-:—zo megszabja. A ¢—t nem a % =° egyenlethdl, (mely

z-hen harmadfokd) meghatirozva gondoljuk, hanem adottnak tekint-
jJitk. Ezek szerint

(4) a?= Zgh (r*—c?)
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Legyen gy a pont tivola a = fengelytdl, s a mikor z=
w, ugyanezen ponthoz tartozd szigsebesség, azaz

V2eh

“o

=1t Wo= gy
a=w; g%
Hatra van megvizsgdlni ¢ ming értéket vehet fol, hogy f, ille-
" dz .
tiileg — valds maradhasson.
[t

Irjuk risviditésképen

F (z) == (r2—2%) (h—c—z) — h (x?—c?).

A (B) és (4) szerint ez tartozik positiv lenni,
A jobb oldal egyik raczionalis faktora ¢ -z, mert feltevésiink
szerint z=— ¢ az F-nek gyike. Még pedig, ha

f(z) =2*— 12+ (c—2) b,
akkor : F(z)= (¢ + z)f ().
Az elst faktor positiv, mert z legkisebh értéke mellett zérus

és aztin folyvist nG. Hogy a masodik faktor positiv maradhasson,

szitkséges, hogy
) >z

legyen. Mert a két elsd tagnak mindig negativ érték felel meg. Ez
a korilmény egyszersmind h—t is megszoritja, nevezetesen ennek
révén a 2) egyenlethil kivetkezik

(Y h <T; c.

X h ;
Az f funkczidonak minimuma van, mikor z == -, azonban ezen

értéket z, nem érheti el, mert 2)-hdl kivetkeznék It =4e¢, a mi (H)-
tel ellenmonddsban van. Mivel f folyton fogy, mikor z a z=—c—%
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z=z,-ig nd, nyilvinvald, hogy ha egy bizonyos ¢ z==z,-nél f—t posi-
tivvi teszi, akkor mir z =-—c¢-nél is positiv lesz.
Irjuk h =ke. Akkor (2) igy alakil:

9
=g (k—1) ¢

De 1-bél kifolydlag z, > o, tehit k> 1. Ezt a megszoritist (5)-tel
egybevetve - o

(6) 151(<—f;:—

e—1{ is a hozzi tartozd megszoritdsok ald vetjitk, ha F (z) > o
egyenlitlenségnek megfeleldleg =

b4

ol

e
V (1 +2k) (4—k)
tessaitk, hol v faktora <1 és tekintetbe vesszilk, hogy a probléma
alap-feltevéseinél fogva ¢ <r tgy, hogy

Br

y (14 2k) (d—k). °

6) és T) egyiitt a probléma lehetGségének szitkséges és elégsé-
ges foltételei.

Legkozelebbi feladatunk : a mozgé pont coordindtdiinak, mint
az id§ funkezidinak kifejezése. Ha a formulikban z =z, t=t, ir-
juk, kinyerjitk a megszabadilishoz tartozd coordindtdikat.

(1) r>c¢>

Mér dltalinosabban ismeretes z mint elliptikus funkezidja f-nak.

még pedig (3)-bdl folydlag :
(%) z=vsn? (pt)—ec,

hol v, p az integral norméil alakra hozisinil fellépd constansok,
melyek ha kivdnatos, kénnyen felivhatok az adott constansokkal ki-
fejezve.

Egyszerliség okdért czélszeridt poliris coordindtak r, ¢, & be-
vezetése:

(9) x=1rsinpcosd, y==rsingsing, z=-—1rcos§.
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oo (8) alatti egyenlettel z értékébil kizvetetlend] meg van hatiavozva.
A b sziigre vonatkozdlag az dltalinos elmélet a kivvetkezd alakot adja

d=a \ dt -

o 12— 22

hol @ a (4) altal van értelmezve. Beirvin ide z  kifejezését, reduk-
ezidk utdn ¢ mint két harmadik faja elliptikns integrilis Osszege dl-
lithat eli. 1) Tgy mindenik coordindta elé van allitva, mint t funk-
czioja. A megszabadulishoz tartozdk pedig:

2 N e
(10) z, = EY (k—1) ¢, yy=y\rt—z%sind;, x, =\r2—z%cos

hol a négyzet gyik positiv jellel veendd. A megszabadulds pillanata-
tol kezdve a pont szabadon fog esni, tehat parabolit ir le. A moz-
gisi egyenletek ennélfogva :

d2x d2y d2z

- — — =), e —— — g,
der = e e :

(11)

Honnan kétszeri integriczioval :

o
1. S i r R r LN 1= a ™ r
(12) X =A04A, y=BI4+B, 27=—-024C04-C

-
hol 0 a t=t; pillanattél szamitott id6t jelenti. Azon megfontolishoz
folyamodunk, hogy az dttérés pillanatiban a parabolin mozgis kezdd
sebességi  componensel Osszeessenek a gombi mozgds végsG sebességi
componenseivel. A sebességi  componensek  kiszdmitdsdra  szolgdlo
egyenletek

( - dx o dy dz
e TV e A <
o dy dx
(13) S T R
e (9 ) = 2g (et G c—mh—r)

) A szférikus inga mozgisa részletesen van targyalva: Darége, Elliptische

Funetionen 307, 68 kov.




G2
A két elsibil

( dx ZX ilz ay

! at - [12 7zt dt 4 o _z‘T]‘
dy __ zy dz ax

l' dat ['F;? S T e p—— ]

Jelolje ezen componenseket a t=+t, idében, v', v’y vy, Akkor a (12)
alatti egyenletek {gy irhatok :

12y x'=vild4x, y=vylity, 7=— g) 24", 0 z,.

A gimbre visszatérés idejét azon modon szimithatjuk ki, mint

(13Y

a sikra nézve. Az eredmény, fO,-el jelezvén a visszatérés idGpontjit :

r

i, =4 —=
' g
Tehit a visszatérds pontjinak helyhatirozoi
; ’ ' V “ \',7_ a
(14) }“'—‘“}‘I‘l“i—_'ah——h 44—z, =24 -

g g 8
A teljes sebesség irdny-cosinusai a gémbre vald visszatéréskor az
(X2, Yo, 2y) ponthan

L} r

Vi vy —3v,
(15) e e
\f\?,K —i—v 3—|—-‘)\r7~\;v +\' 3—]~‘J‘s—\\!, —]—vyﬂ—}—‘}\ Y

Azonban nem ez lesz a tovibbmozgis sebessége, hanem dgy
definidlunk, hogy az a compenens, a mely a gimb érints sikjiba esik.
Az (Xy, Yo, 2,) ponthoz tartozd érintd sik:

XXg - yYo -+ 22, — 12 = 0.

Azon irdnyi componenst kell kiszamitanunk, "mely a parabola
sikja és ezen érinté stk metszése dltal van meghatirozva. Ha o, ', v/
ennek ivdny-cosinusait jelolik, az analitikai geometria ismert formuldi
segélyével taldljuk :

f £=2[(x2z+3Vixs)z— (Vy X — Vx Vo) Yo
(16) { B=XA[(vyxs — ¥x ¥a) Xa + (3 Ve yo + vy 2,) 4]
l =B Vaya VY 2) yo — (Vi 2 3 V5 Xo) X

-

—et
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Itt & egy constans faktor, mely az dltal van meghatirozva, hogy
mind a jobb, mind a baloldalok négyzeteinek isszege az egységgel
egyenld. A sebességet (v,), melylyel az inga atjit a gémbin  tényleg
folytatja, kinyerjitk, ha az (x, y, z,) pontbeli teljes sebességnek (o,
B, ) iinyl componensét képezzilk :

(17) Vpg=Vy & +2,8 —3V.Y

Meglehetts complikilt kifejezéshez jutndnk, ha o, [, v, Vs
Vi, v, kifejtett alakjait beirndk, dgy, hogy kivetkeztetések kihuzi-
sira kevéssé  volna alkalmatos. Hozzdjarul a complikiltsighoz az,
hogy Xy, ¥y, 2zo-vel bejutnak x,, y,, 2, ezekkel meg elliptikus funk-
czidk combindtiol trigometriai filggvényjelek mogott. Lithaté tehit,
hogy mekkora analitikai nehézségbe iitkiznék a targyalis véghez vi-
tele olyan formdan, mint az a sikban tirtént.

lgyszeriien utalni akarok csak azon mddra, melylyel a nume-
rikus szimitas elddntheti, vajjon egy adott ¢ mellett tirténhetik-e még
egyiltaldban visszatérés, vagy nem?

A gimbre érkesds utin dllanak a szférikus mozgds egyenletei.
Ha a mozgds constansait vonasos betiikkel kitlonbiztetjitk meg:

(18) r? (_‘lﬁ_)z = (r*—z?) (b'—2gz) —a'?
ot

Feladatunk : a constansokat a mdr ismert constansok segélyével
kifejezni. A (16), (14) sth. dltal az G gémbi mozgis kezdd sebes-
ségdt (vy) az Xy, Yo, 2, ponthan meghatirvozottnak tekintsitk. Ha az
altalinos sebességet v jeloli

(19) vi="h — 2gz
lévén, z =z, irtiaval nyerjiik:
h' = Vg2 + 207,.
Ezen értéket ivjuk be (18)-ba, melyet most z-re vonatkoztassunk.

Megfontolva, hogy:
dz )2 V. )2
( dt =(th

Z= 2

rg e

(20) o= o8 [Pyt
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Most a™ és b értékeket irjuk be z minimumara vonatkoztatott

(—{Lll:— =o0 ) utdn (18)-ba ; kapunk egy harmadfokd kifejezést, mely-

ben a 2 valtozon kiviil csupa ismeretes mennyiségek fordilnak eld.
Ennek mindig van egy negativ gyike, a melyik z minimumdnak felel
meg. Sziamitsuk ki az Gj ¢—t, és hasonlitsuk dssze a (7) alatti alap-
filtétellel. Megillapitanddk, hogy bir-e értelemmel a problema tovibh
vitele, szitkséges W-t kiszamitni. Ezen czéla megjegyezzik, logy
b constans még irhatd

b =v,? — 2g¢

alakban is, hol v, a —c¢" ponthoz tartozd sebesség. De megfelelileg,
mint az elsd dttérésnél v, 2==2gh’ frva, tekintetbe véve (19)-t, 1
kifejezhetd igy:

(21) hi= (Vx & VB — 3V, ¥)»R 42, +¢

Hogy ¢-nak a (7) feltételt kielézité értékel mellett atbérés ji-
hessen létre, szitkséges, hogy

M=kc¢, 1<K<-

legyen. Azon esetben, ha z, positiv, (21)-bdl folyilag a tett felteve-
sek mellett, mindig lehetséges még dttérés. A h" mindenesetre  kisebh,
mint h, mert a pont mozgisi energidgja a gimhbre tévésnél veszitett,

Minden tovibbi visszatérésnél hasonld vizsgilat ismerteti veliink
meg a mozgast. Nouvel Gr az els6 részben idézett értekezésének ele-
jén kijelenti, hogy & kidolgozta ezen részét is az elméletnek, de kiz-
lését. mds alkalomra igéri. Azonban mindeddig nines tudomdsom réla,
hogy értekezésének ezen része is publicdlva volna.






