
593

Bevezetés

A statisztikus módszerek alkalmazása a 
makroszkopikus rendszerek vizsgálatában 
a 19. század fizikájának jelentõs újítása volt. 
A makroszkopikus folyamatokhoz képest 
szinte végtelen gyors, bonyolult, rendezetlen 
atomi mozgások, a mikroszkopikus dina-
mika nyomon követése elvileg lehetetlen 

– makroszkopikus mérõmûszereink nem 
tudnak mikroszkopikus részleteket mérni 

–, de tulajdonképpen nincs is szükségünk 
erre a feldolgozhatatlan adathalmazra. Ez a 
helyzet, amit nevezhetünk a „lehetetlen, de 
egyben fölösleges is” elvének, kényszeríti 
ki a valószínûség-számítás módszereinek 
bevezetését: a mikroszkopikus dinamika 
részletei helyett a mikroszkopikus állapotok 
általa generált valószínûségi eloszlása, illetve az 
ebbõl származtatható átlagok és momentumok 
az elméleti vizsgálódások tárgya.

Látjuk, hogy a rendezetlenség a statisztikus 
tárgyalásmód alapja, mégis a mai termi
nológia a rendezetlen rendszerek fogalmát 
más értelemben használja (lásd a következõ 
fejezetben). A James Clerk Maxwell és Lud
wig Eduard Boltzmann által kifejlesztett el
mélet, amit késõbb Josiah Willard Gibbs rend- 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
szerezett és tökéletesített, egyszerû egy
komponensû rendszerekre szinte receptsze
rûen alkalmazható: kiszámítjuk az állapot
összeget, alkalmazzuk a disszipáció-fluktuá
ció tételt … stb. A rendezetlenség ekkor 
tisztán hõmérsékleti jellegû, a Hamilton-
operátor alapállapota (ahova a rendszer 
zérus hõmérsékleten, azaz T = 0-ra eljut) 
nem elfajult, a kisenergiájú gerjesztések 
számossága pedig az exponenciálisnál ki-
sebb. A termodinamika harmadik fõtétele 
nyilvánvalóan érvényes ilyenkor: az entrópia 

– a „rendezetlenség mértéke” – nullához tart 
a hõmérséklettel együtt.

Rendezetlenség

Azok a rendszerek, amiket manapság rende
zetleneknek nevezünk, a rendezetlenséget 
magában a Hamilton-operátorban hordozzák 

– azaz a mikroszkopikus energia-kifejezésben, 
ami meghatározza a dinamikát –, illetve ha 
nem, akkor bizonyos kísérleti körülmények 
esetén ehhez hasonlóan viselkednek (ilye-
nek az „igazi” üvegek, mint az ablaküveg, 
lásd az alábbi (b) példát). A statisztikus fizikai 
kutatások igen jelentõs hányada – mind kí-
sérleti, mind pedig elméleti szinten – irányult, 
a múlt század hetvenes éveitõl kezdve, ezen 
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rendszerek legfontosabb tulajdonságainak 
a megértésére. Mindazonáltal a probléma 
nehézségét jelzi, hogy három évtized igen 
intenzív kutatása után, a prototípusnak 
tekinthetõ spinüvegek (Mézard et al., 1987) 
([a] példa) néhány alapvetõ kérdése még 
napjainkban sem tisztázott (De Dominicis 
et al., 1998). Tekintsünk meg három tipikus 
példát: 

(a) A spin üvegek Edwards–Anderson-
féle modelljének Hamilton-függvénye 
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kristály rácspontjaiban helyezkednek el, a J
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viszont véletlenszerû kölcsönhatási energiák 
(váltakozó elõjellel) a mágneses momentu
mok között. Ez utóbbiak szimulálják a 
valódi spinüvegekben (például CuMn) a 
véletlenszerûen elhelyezkedõ mágneses 
momentumok (Mn) közötti oszcilláló – hol 
ferro-, hol pedig antiferromágneses kölcsön-
hatást. 

(b) Túlhûtött folyadékok elkerülhetik a 
kristályosodást. Ilyenkor alacsony hõmér
sékleten egy rendezetlen atomi konfiguráció 
körüli lokális oszcillációk jelentik a termikus 
mozgást. Ez az üvegállapot valójában me
tastabil, a rendkívül lassú folyamatok a me
tastabil állapotok közötti aktivációs dinamika 
következményei.

(c) Fehérjemolekulák rendezetlenségét 
azok elsõdleges szerkezete, azaz az amino
savak véletlenszerû sorrendje okozza.

A rendezetlen, illetve komplex rendsze
rek fogalmát ma már szinte szinonimaként 
használjuk, habár vannak olyan esetek, 
amikor a rendezetlenség nem jár együtt 
komplex viselkedéssel. (Gondoljunk egy 
kristályos kettõs ötvözetre: a benne T =0 -n 
megmaradó, ún. reziduális entrópia pusz-
tán a keveredés következménye.) Habár 
nincs elfogadott általános definíciója annak, 
hogy mit nevezünk komplex rendszernek, 
a „lehetetlen, de egyben fölösleges is” elv 

egy magasabb szintû érvényesülése látszik 
annak a közös aspektusnak, ami ezeket az 
annyira különbözõ jelenségeket összefog-
ja: egy ilyen rendszer konkrét realizációja 
lényegében tárgyalhatatlan (elsõsorban 
az inhomogenitások miatt), de az ered-
mények esetlegessége miatt szükségtelen 
is. Újra csak a valószínûség-számításra van 
szükség, most azonban a makroszkopikus 
mennyiségek realizációk közötti eloszlása 
szolgáltatja a tipikus információkat (szem-
ben az esetlegesekkel). A „mikroszkopikusan 
bonyolult dinamikát”1  most a makroszkopi-
kus mennyiségek rendkívüli érzékenysége 
kíséri a rendszer paramétereinek csekély 
megváltoztatására. 

A teljesség igénye nélkül tekintsünk né
hány olyan jelenséget, amelyek rendezetlen 
rendszerekben széleskörûen elõfordulnak: 

(a) Az egyensúlyi termodinamika nem 
írható le egyszerû Gibbs-eloszlás alkalmazá
sával: bonyolult ergodicitássértés lép fel, és/
vagy az alacsony energiájú metastabil állapo
tok szerepe jelentõs (az ún. komplexitás – vagy 
más néven konfigurációs entrópia –, ami az 
adott energiájú metastabil állapotok számának 
logaritmusa, makroszkopikussá válik). 

(b) A – fentebb említett – nagyfokú érzé
kenység a rendszer mikroszkopikus pa
ramétereinek kis megváltozására nem az 
egyetlen káoszszerû jelenség (a káosz definí
cióját a következõ részben adjuk meg). Az ún. 
sztatikus káosz esetén egy kontrollparaméter 
infinitezimális megváltoztatása egy olyan új 
termodinamikai állapotot ad, amelyik telje-
sen korrelálatlan az elõzõhöz képest (például 
a metastabil állapotok átrendezõdnek) (Bray 

– Moore, 1987). Példaként említhetjük a 
spinüvegeket, amelyekben a hõmérsékleti 
káosz (vagyis az a sztatikus káosz, ahol a 
hõmérséklet a megfelelõ kontrollparaméter) 
divatos és máig nem teljesen tisztázott prob-
léma.
1 Ludwig Boltzman kinetikus elmélet kidolgozásakor 
bevezetett szóhasználatában „molekuláris káoszt” említ.
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(c) Az egyszerû statisztikus fizikai rend
szerek egy véges relaxációs idõ eltelte után 
egyensúlyi dinamikát követnek: az ún. két
idõfüggõ mennyiségek mint a korrelációs- és 
válaszfüggvények, csak a két idõ különb
ségétõl függnek (idõeltolási invariancia), és 
mindig teljesül a fluktuáció-disszipáció tétel. 
Ezzel szemben a komplex rendszerek tulaj
donképpen soha nem jutnak el a termikus 
egyensúly állapotába, a relaxációs idõk egy 
végtelen spektrumával rendelkeznek. Min
dennapos kísérleti tapasztalat, hogy az ilyen 
rendszerek viselkedése függ a preparációs 
idõtõl (ezt hívják várakozási idõnek). Az 
idõeltolási invarianciának ez a sérülése egy 
permanens öregedési folyamat (aging), a 
polimerek világában régtõl fogva ismert.

A komplex fizikai rendszerek újszerû fo
galmai, elméleti megközelítései, a kifejlesztett 
számítógépes szimulációs eljárások és kísér-
leti protokollok más tudományokat is elértek. 
Nem törekedvén teljességre, elsõsorban az 
ideghálózatokat és az optimalizációs problé-
mákat említhetjük (Mézard et al., 1987), de 
fontos alkalmazások születtek a biológiában 
(evolúcióelmélet, illetve makromolekulák) 
(Stein, 1992), vagy akár a pénzügytudományban 
(Bouchaud –Potters, 1997).

Dinamikai káosz

A nagy szabadsági fokú rendszerek bonyolult 
mikroszkopikus dinamikáját, a boltzmanni 
értelemben vett molekuláris káoszt, manap
ság a zaj szinonimájaként használjuk. A 
zajos mozgás a nagyon sok összetevõbõl 
álló rendszerek valamely komponensének 
véletlenszerû viselkedése (például egy ré-
szecske Brown-mozgása, termikus zaj), mely 
a környezettel való bonyolult kölcsönhatás 
következménye. Ennek fényében meglepõ 
az a megfigyelés, hogy bonyolult mozgás 
egyszerû rendszerekben is kialakulhat. A 
bonyolultság ilyenkor nem az igen sok 
összetevõ jelenlétébõl adódik, hanem a ke-
vés komponens erõs (de egyszerû törvényt 

követõ) kölcsönhatásából, a belsõ dinami-
kából. Az 1980-as évek óta a tudományos 
szóhasználatban elterjedt „káosz” fogalma (Gle-
ick, 1999; Szépfalusy – Tél, 1982) a szó eredeti 
értelmében ezért idõbeli folyamatokra utal. 
A kaotikus viselkedés az egyszerû, kevés 
változóval leírható rendszerek olyan moz-
gása, melynek fõ tulajdonságai (Götz, 2001; 
Tél – Gruiz, 2002):

(a) idõben szabálytalan, nem áll elõ véges 
számú periodikus mozgás összegeként 
sem, aperiodikus;

(b) hosszú távon elõre jelezhetetlen, és ér
zékeny a kezdõfeltételre;

(c) a fázistérben komplex, de rendezett: frak
tál szerkezetû.
Káosz már minden háromváltozós, elsõ

rendû, autonóm differenciál-egyenletrend
szer esetén megjelenik, ha az kellõen 
általános, pontosabban nemlineáris. Ennek 
megfelelõen bármelyik gerjesztett egydimen-
ziós nemlineáris mozgás lehet kaotikus. Az 
egyik tipikus és egyben legegyszerûbb példa 
kaotikus mozgásra ezért az

x = – αx – ω
0
2x – εx3 + A cos (2πt / T )

egyenlettel leírt szinuszosan gerjesztett an
harmonikus oszcillátoré.

A káoszt a fent felsorolt tulajdonságok 
közül gyakran a másodikkal definiálják. Egy 
rendszer akkor érzékeny a kezdõfeltételeire, 
ha a közeli kezdõpontokból induló mozgá
sok idõben exponenciális ütemben válnak 
szét, azaz kis kezdeti különbségek jelentõs 
végállapotbeli különbségre vezetnek. A szét
válás átlagos erõsségét mérõ mennyiség az ún. 
átlagos Ljapunov-exponens. Érdemes rámu-
tatni azonban arra, hogy a fenti tulajdonságok 
általában egymást feltételezik, egyszerre 
vannak jelen. Ha tehát egy fizikai rendszer 
hosszú távon aperiodikus, akkor idõbeli 
fejlõdése elõre jelezhetetlen, és egyben 
alkalmas ábrázolásban fraktál szerkezetû. 
Talán éppen e tulajdonságok együttes 
jelenléte miatt szokás idõnként a kaotikus 

• • • 
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viselkedésû rendszereket is komplex rend
szereknek tekinteni.

E tulajdonságok mögött egyetlen közös 
vonás áll: az, hogy a hosszú idejû viselkedés 
csak valószínûségi fogalmakkal írható le. A 
kezdeti feltételekre való érzékenység miatt a 
hosszú idejû állapot ugyanis még a lehetõ legki-
sebb, de óhatatlanul véges kezdeti pontatlanság 
esetén sem adható meg pontosan. A hosszú 
idõ után beálló lehetséges állapotok száma 
igen nagy, ezért ismét a „lehetetlen, de egyben 
fölösleges is” elvének követésével járunk el. 
Érdemes annak a valószínûségét vizsgálni, 
hogy egy mozgó pont a fázistér egy pontjának 
közelébe esik. Elegendõen hosszú idõ után ez 
az eloszlás független az idõtõl (stacionárius), 
és kiderül, hogy tetszõleges pontossággal 
megadható. Periodikusan gerjesztett rendsze-
rekben érdemes ezt az eloszlást a T gerjesztési 
idõ egész számú többszöröseinek megfelelõ 
pillanatfelvételeken vizsgálni. A gerjesztett 
anharmonikus oszcillátor esetén ez az eloszlás 
az (x, v  ≡ x) kétdimenziós fázistér egy fraktál 
részhalmazán, az ún. kaotikus attraktoron ül. 
Az eloszlás rendkívül egyenetlen, nagyon 
nagy és kis értékek tetszõlegesen közel 
kerülhetnek (Tél – Gruiz, 2002). Az eloszlás 
maga is fraktál, végtelen sok, de különbözõ 
súlyú Dirac-delta összege. Az átlagos Ljapunov-
exponens a lokális távolodási rátáknak ezzel 
az eloszlással képzett átlaga.

Érdemes hangsúlyozni, hogy csak azok 
a bonyolult idõbeli viselkedések tekintendõk 
kaotikusnak, melyek egyszerû törvényekbõl 
következnek. A káosz átmenet a szabályos 
és a zajos mozgás között. A zajos mozgások 
a fázisteret egyenletesen töltik ki, bennük 
fraktál struktúrák nem alakulhatnak ki, el-
oszlásuk sima.

A kaotikus mozgások egy további tulaj
donsága, hogy paramétereinek csekély 
megváltoztatása jelentõs viselkedésbeli 
különbségekre vezet (akár a valószínûség-
eloszlás jellege is alapvetõen megváltozhat, 
a mozgás kaotikusból szabályosba válthat). 

Ez az a tulajdonság, mely a rendezetlen 
rendszerek elméletében a sztatikus káosz 
fogalmához vezetett.

Kaotikus mozgással számos hétköznapi 
jelenség is kapcsolatos, mint például a tész
tagyúrás, melynek során az egyes anyagok 
(só, vaj stb.) részecskéi kaotikusan sodród
nak, s éppen ez vezet a jó keveredéshez. A 
turmixgép annál hatékonyabb, minél kao
tikusabb benne a folyadékelemek mozgása. 
Ma még kevesen tudják, hogy a környezeti 
szennyezések nagyskálájú terjedése is kao
tikus folyamat.

A káosz jelensége számos tudományban a 
matematikától kezdve (Szász,  2000), a mérnöki 
tudományokon (Károlyi – Domokos, 1999; 
Stépán, 1991), a meteorológián (Götz, 2001) és 
biológián (Cushing et al., 2003; Scheuring et al., 
2003) keresztül az égi mechanikáig (Érdi, 2001) 
alapvetõ szemléletváltásra vezetett. A káosszal 
járó gondolkodásmód a társadalomtudomány 
számos területét is új megvilágításba helyezi 
(Fokasz,  2003) .

Térbeli és idõbeli káosz

Hosszú ideig tartó kaotikus viselkedés csak a 
termodinamikai egyensúlytól távol esõ rend
szerekben alakulhat ki, melyeken energia- 
vagy részecskeáram folyik keresztül. Az ilyen 
rendszerekben a térbeli kiterjedés is gyakran 
fontos szerepet játszik. Minden parciális diffe
renciálegyenlettel leírt térbeli és idõbeli folya
matban (pl. áramlások, kémiai reakciók, inge
rületvezetés) nem túl nagy energiabefektetés 
esetén elõfordulhat, hogy a mozgásban a sza
badsági fokok bizonyos csoportjai vesznek 
csak részt, így a mozgás effektíven alacsony 
dimenziós. Egyszerû példa az égés elméletében 
használt Kuramoto–Sivasinszkij-egyenlet:

A megfigyelõ számára a véges sok sza
badsági fok szereplése azt jelenti, hogy töb
bé-kevésbé szabályos térbeli mintázatok 
(például hullámok) vonulnak át a rendszeren, 

• 

∂ ψ 
∂  t  = a∆ψ − b∆

2
ψ  + c( ∇ ψ)

2
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de ezek ismétlõdése idõben sohasem pontosan 
periodikus. Az ilyen térbeli és idõbeli káosz 
(spatiotemporal chaos) tehát elsõ közelítésben 
bizonyos térbeli struktúrák elõfordulási gyako-
riságában mutatkozik meg (Pandit et al., 2002). 
Az ilyen folyamathoz alacsony dimenziós 
kaotikus attraktor is tartozhat. Ugyanakkor a 
jellemzõ térbeli struktúra megjelenése számos 
új jelenséggel (nemlineáris hullámok, csúcsok, 
frontok, határréteg, szinkronizált viselkedés) 
kapcsolatos. A determinisztikus káoszhoz 
hasonlóan a térbeli és idõbeli káosz jelenléte 
sem dönthetõ el az egyenletek és paraméterek 
ismeretében, csak méréssel vagy szimulálással. 
Mára sok, elsõ közelítésben tisztán idõbeli 
káosznak tûnõ jelenségrõl (mint például a popu
lációk viselkedése, járványok) derült ki, hogy 
pontosabban megfigyelve térbeli káoszt is 
mutatnak.

Összefoglalás, kitekintés

A komplexitásnak számos megjelenési for
mája lehetséges. E fogalom pontos definíció
jának megadását ezért meg sem kíséreljük, 
csupán jelezzük, hogy az itt felsorolt jelen

ségeken kívül sok más összefüggésben is 
megjelenik (Kocarev – Vattay, 2005). A komp
lex rendszerek vizsgálata kétségtelenül igen 
jelentõs modern kutatási terület.

Ennek illusztrálására egyetlen példa: a 
komplex viselkedés szabályozása. Az egyszerû 
idõbeli káosz kontrollálható, azaz a mozgás 
alkalmas külsõ beavatkozással egyszerûvé, 
periodikussá tehetõ (Petrov et al., 1993). Ennek 
analógiájára remélhetõ, hogy a térbeli és 
idõbeli káoszt mutató rendszerek is periodi
kussá tehetõk, azaz bizonyos térbeli mintáza
tok stabilizálhatók (Pandit et al., 2002). Még 
általánosabban: az a kérdés merül fel, hogy a 
sokkomponensû komplex rendszerek, például 
egy repülõgép esetében található-e olyan 
munkapont, ahol bármelyik összetevõ kis 
megváltozása esetén a rendszer visszatér az 
eredeti állapotba, vagyis globálisan stabil. Ennek 
megválaszolása a jövõ feladata.

Kulcsszavak: mikroszkopikus dinamika, 
rendezetlenség, termodinamika, komplex 
rendszerek, káosz, nemlinearitás, valószí
nûségi leírás
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