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A populdciodinamika alapmodelljei

A populaciédinamika a bioloégiai populaci-
Ok létszamanak iddbeli valtozasat vizsgalja.
Aszerint, hogy a létszamot illetve az idét foly-
tonosnak vagy diszkrétnek tekintjiik, négy
alapveté modelltipust kiilonboztethetiink
meg. Folytonos ideji modelleket akkor alkal-
maznak, ha a létszam gyakran, rendszerte-
lentil valtozik. Ilyen esetben a létszamot is
folytonosnak szoktak tekinteni, és a feladat
kozonséges differencidlegyenlet(ek)re
vezet. Diszkrét idejii modelleket akkor alkal-
maznak, ha a létszam szabalyos id6kozon-
ként valtozik, viszonylag ritkdn. Ilyen esetben
a feladat véges dimenzios leképezés(ekre
vezet. Tekintettel a vizsgalt populaciok nagy
méretére, korabban a létszamot folytonos
mennyiségnek tekintették ezekben a mo-
dellekben is. Az utdbbi években vet&dott
csak fel a kérdés (King et al., 2002; Domokos
—Scheuring, 2002), hogy nem kovetiink-e el
ezzel lényeges hibat. Dolgozatunkban ennek
a kérdéskornek néhany érdekes részletét
targyaljuk.

Az irraciondlis szamok furcsasageai

A probléma gydkerei messzire nytlnak vis-
sza, folytonos létszam feltételezése esetén

ugyanis azt is megengedijiik, hogy a létszam

irraciondlis értékeket is felvegyen. Az irracio-
nalis szamok 1étére elGszor a pithagoreusok
kovetkeztettek, ez az Gj fogalom azonban

annyira ellentétes volt vilagképiikkel, hogy
felfedezGjét megoltek, és megtiltottak, hogy
barki beszéljen az Gj tipust szamokrol. ElsG

pillantasra talan furcsa ez a heves reakcio,
mégis érthetébbé vilik, ha meggondoljuk,
hogy egyetlen irracionilis szim végtelen

mennyiségd informacidval irhato csak le. Jo-
gosnak tlinhet tehata XX szazadi intuicionis-
tak megkozelitése, akik szerint mas moédon

tekinthetSk létezének a racionalis és az

irraciondlis sziamok (Brouwer, 1975). Mig

az elébbiek ,statikus” értelemben léteznek,
az utObbiakat csak mint egy végtelen, soha

be nem fejezdd folyamatot képzelhetjiik el.
Ha az irracionlis szamokat a raciondlisokkal

azonos modon létezS objektumoknak fogjuk

fel, akkor godeli értelemben feloldhatatlan

(vagyis egyszerre bizonyithatatlan és cifol-
hatatlan) allitisokhoz juthatunk.

Rényi Alfréd mutatott ra elscként (Rényi,
1957), hogy az irraciondlis szimok nem csupan
aformilisan eldonthetetlen kérdésekkel, dea vé-
letlennel is szoros kapcsolatban dllnak. Az altala
vizsgilt leképezésosily talin legegyszeribb
illusztracidjaként tekintsiik az
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x  =2xmod1 D

(Ggynevezett diadikus) rekurzioval megadott

sorozatot, mely véletlen jellegti tulajdonsagot

mutat, ha az x kezdéeérték irracionalis szam.
Konkrétan a diadikus leképezés esetében, ir-
racionalis kezdGpont esetén a sorozat elemei

egyenletes eloszlast fognak mutatni az egy-
ségintervallumon, fliggetlentil a kezdSpont

helyzetét6l. Rényi olyan determinisztikus

rendszerre mutatott itt példat, melynek hos-
sza tavu viselkedése megjosolhatatlan, az

ilyen rendszereket nevezziik kaotikusnak.
Ilyen tipust viselkedést valos populacidkon

is megfigyelhetiink.

A lemmiingek titokzatos élete

Alfred Brehm (Brehm, 1990) szerint a lem-
mingek (Lemmus lemmus) Skandinavia

legrejtélyesebb allatai. Az egérhez hasonlo

kis ragcsalok hossza idészakokra eltiinnek,
majd hirtelen ellepik a kornyéket. Nem

kiséreljuk meg, hogy megmagyarazzuk a

lemmingek titokzatos viselkedését, csupan

egy rendkivil egyszerd, kvalitativ modell

segitségével probaljuk meg bemutatni, hogy
milyen populaciédinamika allhat esetleg a

jelenség mogott. Tételezzik fel, hogy a lem-
mingpopulacié azonos idénként megdupla-
z6dik, viszont ha elér vagy tallép egy rog-
zitett N kiiszobszamot, akkor N lemming

elpusztul, a tobbi elvandorol, és a korabbi

szabaly szerint tovabbszaporodik. A kiiszob-
szamot indokolhatja a lemmingek adott kor-
nyezetében fellelhets taplalék mennyisége.
Képletbe foglalva a lemmingpopuliciot

szabalyozo6 torvényt egy rekurziohoz jutunk,
mely azi-edik dllapotban mérhet6 X létszam

fuggvényeként adja megaz (i+1)-edik allapot

X, létszamat:

X, =2xmod N 2)

Lathatjuk, hogy minddssze az x, =X/N
transzformaciot kell végrehajtanunk, és
maris a diadikus leképezéshez érkeztiink.

Az utobbit mar részletesen targyaltuk,
felmertil tehat a kérdés, hogy mit tudunk
mondani Rényi eredményei alapjan egy nagy
létszama lemmingpopuldcio hossza tiva
viselkedésérdl. Masként fogalmazva: milyen
statisztikat kapunk, ha véletlenszerd id6pon-
tokban megszamoljuk a lemmingeket (nagy
N kiszobszamot feltételezve). Vajon nagy
N esetén a diadikus leképezés irracionilis
kezdGeértekbdl induld trajektoriaira jellemza,
determinisztikus de megjosolhatatlan, ergo-
dikus viselkedést vagy jol megjosolhatd
dinamikat fogunk-e latni? Vegyulk észre,
hogy a két feladat kozott alapvetS killonbség
van: mig a diadikus leképezés (szakaszosan)
folytonos, addig a kis rdgesalok populacioit
leir6 leképezés diszkrét.

El6szorvizsgaljuk meg kis N kiiszobszam
esetén a lemmingpopulacio viselkedését!
Az egyszerlség kedvéért tekintsiink el attol
a problématol, hogy egy lemmingbdl ho-
gyan lesz két lemming. Ha N=13, és harom
lemminggel inditunk, akkor a kovetkezs vi-
selkedést tapasztalhatuk: 3>6—>12—11—
9555105751 >2-54>8->3.(Vegyiik
észre, hogy ez egy K=12 hosszisigi cik-
lus.) Természetesen, ha zérus lemminggel
kezdiink, akkor is ,ciklikus” a viselkedés,
a ciklus hossza egy: 0—0. Azt mondhatjuk,
hogy az N=13 eset ,emlékeztet” az irraci-
onidlis szamoknal tapasztalt viselkedésre,
amikor is a diadikus leképezés a teljes inter-
vallumon egyenletes valoszinGségeloszlast
produkilt. Gyokeresen mds a helyzet, ha
az N=16 esetet vizsgaljuk, ekkor ugyanis
azttapasztaljuk, hogy fiiggetleniil az indul6
létszamtol, a populacio legfeljebb négy
lépésben kipusztul, vagyis az egyelemd
0—0 ciklusba (mas néven fixpontba) fut
bele a trajektoria legfeljebb négy iteracid
utan. Néhany példa: 3—>6—>12—8—-0; 5>
10>4—>8—0; 7>14—>12—>8—0. Nagy
N-ek esetén is azt tapasztaljuk, hogy az N
kiiszobszam kismértékd megvaltoztatisa
teljesen atrendezi a dinamikat.
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Bar a lemmingpopulicio kétségkiviil
igen komplex viselkedést mutat, els6 rané-
zésre taldn nem egyértelmd, hogy ennek a
komplexitdsnak mi a kapcsolata a Rényi altal
a diadikus leképezésben felfedezett komp-
lexitassal. Az utobbi esetében beszélhettiink
a kezdeti feltételekre valo érzékenységrdl.
Bir a lemmingeknél esetenként tapasztalha-
tunk analog jelenséget, de altalinossagban
nem érvényes ez a tulajdonsag: gyakran el6-
fordul ugyanis, hogy a trajektoriadk nemhogy
tavolodnanak, de éppenséggel kozelednek,
példaul a korabban emlitett N=16 esetben
minden trajektoria befut az X=0 fixpontba. Mi
tehat az egzaktul megfogalmazott kapcsolata
diszkrét rendszer lemmingek) és a folytonos
(diadikus leképezés) kozot? A lemmingek
leirasara végtelentil sok diszkrét leképezést
hasznalunk, minden N-re mis a leképezés
szerkezetét jellemzG graf. Figyeljik megazon-
ban, hogy az 6sszes diszkrétleképezés Osszes
egyértelmien hozzarendelhet6 a folytonos le-
képezés egy-egy trajektoridja, éppena mirbe-
mutatott X, =X/N transzformacio segitségével.
A fenti megfigyelésbdl az kovetkezik, hogy a
folytonos esetben tapasztalt, kezdeti feltételre
vald érzékenységgel analog tulajdonsig a
diszkrétleképezésnél az N kiiszobszamra vald
érzékenység. Legyen példaul X =5, N =100,
N,=99. Az elsG esetben négyelemd, a maso-
dik esetben harmincelem ciklusba jutunk. A
radiklis eltérést a folytonos leképezés kezdeti
feltételekre valo érzékenysége vilagitja meg, itt
ugyanis az elsé trajektoria az x =5/100=0.05,
a misodik pedig az x,=5/99=0,050505

kezdGeértéknek feleltethetd meg.

Cillusok tavolsaga
és az eloszldsok aszimmetridja

Iménti megfigyelésiinket Ggy is megfogal-
mazhatjuk, hogy a diadikus leképezés ese-
tén egymashoz kozeli N értékekhez tartozo
ciklusok egymastol tavol esnek. Megfigye-
léseink szerint ennek oka a dinamika tagito

jellege, hiszen az ,N-érzékenység-r6l meg-
mutattuk, hogy a kezdeti feltételekre valo
érzékenység okozza. A tovabbiakban ezt
az intuitiv allitast probaljuk matematikai
tartalommal megtolteni. Mivel nagyon rovid
(n<3 hosszisagh) ciklusok esetén a dinamika
tagitd hatdsa nyilvan nem jelentkezik, ezért
ezeket a tovabbi vizsgalatokbdl kizarjuk.
Definidljuk két ciklus tavolsagat: legyen a
kétciklus C, és C,, hosszuk n, és n,, elemeik
legyenek egész szamok és jelolje ket

’Yi:/,l'= 152;]': 1727 s T
az utdbbi jelolést periodikusan kiter]'esztj&'i]ﬁ,
legyen tehat 5
Cﬁ/'= Vi mod ), i= 1,2;j= 1,2, ...

Két ciklus tavolsaganak a kovetkezs m(eﬁ—
nyiséget fogjuk nevezni:

NG, )= min] _

=0,1,..05-1 )

A definici6 szerint tetszGleges ciklus 6n-
magatol mért tivolsiga zérus. A tavolsag
két ciklus kozott éppen d, ha az egyikbdl
a masikat gy hozzuk létre, hogy minden
elemhez hozzaadunk d-t. Az iméntleirtakbol
kovetkezik, hogy rogzitett N esetén két ciklus
tavolsiga legalabb egységnyi, hiszen nem
lehet koz0s elemtik a ciklusoknak.

Vizsgaljuk mostmeg, hogy iménti intuicionk
(nevezetesen, hogy kozeli N értékekhez tartozo
ciklusok tavol esnek) mennyire igazolhato a
mostbevezetett tivolsigfogalom segitségével. A
numerikus vizsgilat soran  kozelinek” tekintet-
tink két N értéket, ha kiilonbségtik legfeliebb
2. A diadikus leképezés Osszes, n>2 hossza-
sag ciklusira (1 <N <5000) meghataroztuk,
hogy az adott C, ciklushoz melyik C, ciklus
esik legkGzelebb a kozeli N értékek esetén. A
legkisebb A(C,,C,) tavolsdgothozzarendeltiik
a C, ciklushoz, és elkészitettiik a tavolsigok
statisztikajat, melyet az 1. dbra mutat a 2 <
N <500 intervallumra.
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1. abra » A diszkrét diadikus leképezés (2 < N < 500) dsszes, n>2 hosszisaga (2763
db) ciklusihoz rendelt legkisebb A tavolsagok statisztikdja kozeli N értékek esetén.
Figyeljiik meg, hogy alig talalhato kis (A<1) tavolsag (atlag: 72,68) és az eloszlas kozel

szimmetrikus (ferdeség= 0,04).

Azt figyelhetjiik meg, hogy a statisztika
varhat6 értéke meglehetGsen nagy (72,68),
és a ciklusoknak alig van kozeli (A<1) szom-
szédjuk. Ez igazolja korabbi intuicionkat.
Tévedés volna azonban azt gondolnunk,
hogy ez altalanosan jellemz6 a kaotikus
leképezésekre. Egy misik, igen gyakran
példaként is vizsgalt, nevezetes kaotikus
rendszert ja le az Ggynevezett logisztikus
leképezés:

xz‘+1 = l(.X’i) = l‘lxl (1‘-x,-)7 (6)

melyre u=4 esetén szintén jellemzd, hogy
tipikus kezd6pontbol induld trajektoriai
véletlenszerten jarjak be az egységinterval-
lumot (itt a jellemz6 valoszintségstriiség
azonban tavolrol sem egyenletes). Benniin-
ket természetesen a logisztikus leképezés

diszkretizaltja érdekel:
x,, = L(x) = [px, (1-x)], @)

mely hasonléan a diszkrét diadikus leképe-
z€shez, szintén véges hosszasigha ciklusok-
bol és azokba bevezets trajektoriaszaka-
szokbol all. (A képletben [ ] a lefelé kerekitett
egészeértéket jeloli) A logisztikus leképe-
z€snél, u=4 esetében szintén meghataroztuk
minden n>2 hosszasigh (2<N<5000) ciklus
legkozelebbi szomszédjat, és elkészitettiik a
minimalis tivolsagok statisztikajat, melyet a

2. abra illusztral logaritmikus 1éptékben. Ez

a statisztika gyokeresen eltér a diadikus le-
képezésnél latottol: nemcsak varhat6 értéke

kisebb lényegesen, de markansan megjelen-
nek a kozeli (A<1) szomszéddal rendelkezé

ciklusok is. A A-statisztikak kozotti kiilonbség

leginkabb az aszimmetria (ferdeség) segitsé-
gével szamszerUsithetd:

k
SAA, . A)= [%ZA_G_E ] ®

ahol Ea statisztika varhato értékét, 6 pediga
szorast jeloli; f értékeket az dbrakon feltiin-
tetttik.

Talan a A-statisztikik ferdeségénél is
élesebben mutatja a két leképezéstipus ko-
zotti kiilonbséget a ciklusokon értelmezett
szomszédsagi graf. A graf cstcspontjai a
ciklusok, él pedig ott létezik, ahol A<I.
Minden cstcsponthoz (ciklushoz) hozza-
rendelhetjik a rajta athalado leghosszabb
él-at hosszat, ezt az egész szamot nevezzik
élindexnek. A diadikus leképezés esetén a
szomszédsagi grafnak nincs €éle, tehat min-
den élindex azonosan zérus. A logisztikus
leképezés esetében azonban igen magas
élindexek is léteznek, ezek eloszlasat mutat-
jaa 3. abra. A numerikus vizsgalatok tehat
azt mutatjak, hogy diszkretizalt, kaotikus
leképezések szerkezete kozott gyokeres
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eltérés mutatkozhat, most ennek egyik f&
okat fogjuk elemezni.

A kritileus pont és az optimdlis ciklusok

A diadikus és a logisztikus leképezés kozotti
legmarkansabb kiilonbség az, hogy mig
az elébbi tagito jellegl, tehat derivaltjanak
abszolut értéke egynél mindig nagyobb,
addig az utébbindl a derivalt egy pontban
(x=1/2) zérussa valik, vagyis rendelkezik
kritikus ponttal. A folytonos leképezések
kozotti ezen markans kiilonbség okozza
a diszkretizalt leképezések szerkezetében
tapasztalt 1ényeges eltérést is. A kritikus
pont koryezetében a diszkrét leképezés
azonos értékeket (X=N-1) vesz fel. Mivel a

10000

(D) leképezés masodfoku, ezért a koryezet
nagysagrendileg

VNsugart, és(7) alapjan LN-1)=3, ezértazN/2

komyékén elhelyezkeds, kivzelittleg VNdarab

cella képe a [3] cella lesz, birmely N esetén.
Amennyiben a (3] cella valahdnyadik képe

beleesik azN/2 VNsugari komyezetébe, tgy
egy ciklus jon létre. Kiilondsen érdekes ez a

ciklus, ha minimalis szamu elemet tartalmaz,
vagyis [3], és [N-1] kozott monoton ndvekszik.
Az ilyen ciklusokat optimilisnak nevezziik,
ugyanis kilonleges tulajdonsagokkal ren-
delkeznek. Természetesen altaliban nem

talalunk ilyen ciklusokat, hiszen a [3] cella

iterlt képe altalaban nem esik bele az N/2

VN sugari komyezetébe.
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2.dbrae A diszkrétlogisztikus leképezés (2 < N < 5000) 6sszes, n>2 hosszisagu ciklusahoz
rendelt legkisebb A tavolsdgok statisztikdja kzeli N értékek esetén logaritmikus léptékben.
FElesen kiilonvalnak a kozeli (A<1) és tavoli (A>1) ciklusok, az eloszlis ferdesége f=45,37.
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3. abra e Az egyes ciklusokhoz rendelt legmagasabb élindexek eloszlasa N figgvényében
a logisztikus leképezés esetén a 2 < N < 5000 intervallumban.
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Konnyen belathaté azonban, hogy mivel N/2
komyékén a fliggvényérték dllando, ezért N
éntékének kisebb modositasa (vagyis a diszkrét
négyzetracs kismértékd zsugoritasa/tagitasa)
tipikusan nem valtoztatjia meg az optimalis
ciklusok szerkezetét. Ha tehat N=N, esetén
taldltunk optimalis Gi* ciklust, melynek hos-
szan,, akkor N=N +1 esetén tipikusan talalni
fogunk egy masik, azonos hosszasaga opti-
malis G* ciklust Ggy, hogy A(C,*,C,) = 1/N.
Az 1/Ntavolsagot éppen a legnagyobb fligg-
vényérték 1-gyel torténd modositisa okozza,
egyébkent a két ciklus azonos. KellGen nagy
Nesetén a fliggvény meredeksége a (3] cella
kornyékén ~4, ezértha N=N| esetén talaltunk
egy optimalis C,* ciklust, melynek hosszan,
= n,+k. A fentieket 6sszefoglalva megllapit-
hatjuk, hogy N értékét egyesével novelve,
optimalis ciklusokat (melyek egymastol A=1/
N tavolsigra helyezkednek el) csoportosan
N0<N<%+c-\/]\{) kozott majdnem minden
N-re talalhatunk, a kovetkezd csoport elsé
elemét pedig N=4N, kornyékén kell keres-
nitink. Néhany ilyen csoport (zardjelben az
optimalis ciklusok hossza):
15 <N<26 (n=3),
64 <N<86 (n=4)

266 <N <307 (n=5)

1086 <N < 1167 (n=6)

4378 <N <4545 (n=7)

Ezek a csoportok tartalmazzak a legma-
gasabb élindexszel rendelkezs ciklusokat, a
csoportokhoz rendelt négy torony” viligosan
elkilonil a 3. dbran. Megjegyezzik: a
diszkrét leképezés optimalis ciklusai lénye-
gében a folytonos leképezésben p=4-¢
paraméterértéknél fellelhets, Ggynevezett
szuperstabil ciklusok diszkrét képének te-
kinthetGek. Ezek a ciklusok athaladnak a
kritikus ponton, ebbdl adodik szuperstabi-
litasuk.

Osszefoglalds

Dolgozatunkban diszkrét, kaotikus leképe-
zések szerkezetével kapcsolatos néhiany

kérdést vizsgaltunk populaciddinamikai mo-
dellekkel kapcsolatban. ElsGként a diadikus

leképezést mutattuk be, és azt is illusztraltuk,
hogy a biologiai paraméternek tekintheté N

szam kis megvaltozisa a dinamika drasztikus

valtozasahoz vezetett. A valtozas leginkiabb

a diszkrét ciklusok hosszanak és szerkezeté-
nek modosuldsaval volt illusztralhaté. Ennek

szamszerUsitése céljabol bevezettik a két

ciklus tavolsagat méré A mennyiséget, és

bemutattuk a diadikus leképezés ciklusain

végzett numerikus vizsgalat eredményeét.
Ez igazolta kordbbi, intuitiv megallapitasa-
inkat, mely szerint kdzeli N értékhez tartozo

ciklusok tipikusan tavol esnek egymastol.
Ezutdn bemutattuk a populiciddinamikai

modellekben hasznalt logisztikus leképezést

és annak diszkrét valtozatat. Itt a tavolsag-
statisztikdra vonatkozd numerikus vizsgalat

gyokeresen mast mutatott, ugyanis kiderult,
hogy a ciklusok jelentGs hanyadanak van

kozeli szomszédja. A két eloszlas kozotti

kiilonbséget leginkabb ferdeségiik, vagyis

a harmadik momentum segitségével lehe-
tett szimszerdsiteni. Ezutin megkiséreltiik

megmagyarazni, hogy mi okozza a radikali-
san eltéré viselkedést. Megmutattuk, hogy a

kritikus pont jelenléte Ggynevezett optimalis

ciklusok létrejottéhez vezet. Ezek a ciklusok

szabdlyos szerkezetben, nagy csoportokban

bukkannak fel, és egymastol mért tivolsaguk
minimalis. Ezek és hasonl6 tarsaik okozzak a

logisztikus leképezésre vonatkozo tivolsag-
statisztika nagymeértékd ferdeségét.

A diadikus és logisztikus leképezésnél
tapasztalt viselkedést mas példikon (tdbbek
kozott a jol ismert Ricker-modellen) is vizs-
galtuk, ésazttapasztaltuk, hogy lényeges eltérés
mutatkozik aszerint, hogy az adott leképezés
rendelkezik-e kritikus ponttal. A vizsgalt példak
jellemzG adatait az 1. tabldazatban foglaljuk
ossze (tovabbi részletek: http://www.iit.
bme.hu/~domokos/doc/domokos_bo-
hak_1.doc) A bemutatott leképezések kozil
kritikus ponttal rendelkezik a logisztikus, a
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Megnevezés Leképezés

D
Diadikus X, =2X mod N 81797
Logisztikus = [4x(1-x)] 21210
Negyedfolii X, [N— }\g( X- ]EV )'] 16 581
Ricker .{’*1? [b-X,:e('Xf )_i] 18 994
p-adikus | =[2.1-X] mod 1 27975

Ciklusokat jellemzG paraméterek (2< N <5000)

D$ ndﬂ Cd!l F CI
75132 2988 1636 0,05  0,00%
12707 10,65 424 4537 38,84%
9035 934 331 49,64 76,00%
11192 570 380 4591 88,40%
16973 13,15 559 0,174 0,00%

1. tablazat » A bemutatott leképezések és a 2< N <5000 intervallumra vonatkozo statisztikai adatok

(d - a ciklusok szdma; d* — a ketténél hosszabb ciklusok szama; n, —a ciklusok atlagos hossza; C,

atl

— dtlagos ciklusszam rogzitett N esetén(C,, =d/4999); E —a c1klu€ok legkozelebbi szomszédjainak
atlagos tavolsaga; f —a tavolsagstatlsztlka ferdesege (" a (2) leképezés esetén ezt az adatot a ciklu-
sok nagy szama miatt a 2<N<500 intervallumbol szamoltuk, de azt tapasztaltuk, hogy f ért¢ke N
fliggvényében alig viltozik, tehit ez j6 nagysdgrendi becslésnek tekinthetd.) ; ¢, —azon ciklusok

aranya, melyek rendelkeznek kozeli (A<1) szomszeéddal)

negyedfoku, valamint a Ricker-modell, ta-
gito a diadikus, valamint a p-adikus modell.
Figyeljiik meg, hogy a ferdeség alapjan vila-
gosan elvalnak a tagito és a kritikus ponttal

rendelkez6 leképezések. Természetesen

leteznek olyan leképezések is, melyek se

nem tagitdak, se nem rendelkeznek kritikus

ponttal. Ilyen esetre az itt vazolt elmélet nem

ad egyértelmd utbaigazitast.

A bemutatott elmélet és a vizsgalt példak
alapjanabiologiai alkalmazasok szempongabol
érdekes tanulsagokat sztrhettink le. Amennyi-
ben a populacié dinamikaja kaotikus, és azt
tagito leképezés irja le, gy az igen érzékeny
azon kiils6 paraméterek megvaltoztatisara,
melyek a populdcié maximalis létszamat
szabalyozzdk. Amennyiben a dinamika ka-

otikus ugyan, de a leir6 leképezésnek van
kritikus pontja, akkora diszkrét rendszerjoval
stabilabban reagal az emlitett kiilsG paraméter
kis valtozasara. Természetesen az itt emlitett
érzékenység/stabilitds nincs kozvetlen kap-
csolatban a populacio létszimanak véletlen
megzavarasaval szembeni érzékenységgel/
stabilitassal. Utobbiak megallapitasa tovabbi
vizsgalatokat igényel.

SzerzSk Scheuring Istvannak és Tél Tamasnak
mondanak koszonetet értékes javaslataikért
és megjegyzéseikért. A munka az OTKA TS
(049885 témaja tiamogatasaval készilt.

Kulcesszavak: populdaciodinamika, diszkrét
leképezes, kdosz, stabilitds
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