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A kvantummechanikában a lendület valamely irányú
összetevõjét a hullám adott irányban vett térfüggése
határozza meg. Az x összetevõ például a ∂ψ / ∂x deri-
válttól függ. Forgó mozgás esetén, polárkoordináták
használata mellett a perdület z tengelyre esõ összete-
võjét a ∂ψ / ∂ϕ derivált, vagyis a hullám ϕ polárszög
mentén megfigyelhetõ viselkedése határozza meg [1].
A lendület és perdület szempontjából tehát a hullám
térbeli „formája” a mérvadó. Az alábbiakban azzal
foglalkozunk, hogy ez a forma a Lorentz-transzformá-
ció esetén – áttérve egy másik vonatkoztatási rend-
szerre – miként változik.

Ha a hullám különbözõ pontjai között valamely
vonatkoztatási rendszerben nincs fáziskülönbség,
akkor azt hihetnénk, hogy egy másik, az elõzõhöz
képest mozgó vonatkoztatási rendszerben sincs. Ez
esetben egy állóhullám egy másik vonatkoztatási
rendszerben is állóhullám lenne, legfeljebb a relatív
sebességnek megfelelõen tolódna. Csakhogy a rela-
tivitáselmélet transzformációs képletei egyszerre
transzformálják a tér és az idõ koordinátáit, ez pedig
az egyidejûség relativitásának megjelenéséhez vezet.
Ha a rezgések valamely vonatkoztatási rendszerben
mindenütt azonos fázisban is zajlanak, egy hozzá
képest mozgó vonatkoztatási rendszerben ez nem
lesz így.

Az egyidejûség relativitásának következményeivel
a haladó és a forgó mozgás esetén is számolhatunk.
Egy állóhullámból a megszokott Lorentz-transzfor-
mációval valódi haladó hullámot kapunk, de a forgó
mozgáshoz is konstruálhatunk olyan transzformá-
ciós képleteket, amelyek a hullám ilyen jellegû át-
alakulását eredményezik. A transzformációk követé-
sével közelebb kerülhetünk a de Broglie-hullám
értelmezéséhez, forgó mozgás esetén pedig a perdü-
let adagos jellegének mechanizmusát is megfigyel-
hetjük.

Transzformáció egyenesvonalú egyenletes
mozgás esetén

Tekintsük át, hogyan transzformálják a megszokott

Lorentz-transzformációs képletek (x a helykoordináta,

(1)x ′ = x − v t

1 − v 2

c 2

és t ′ =

t − v x

c 2

1 − v 2

c 2

t az idõ az eredeti, K vonatkoztatási rendszerben, x ′

és t ′ a K -hoz képest v sebességgel mozgó K ′ rend-
szerben, c a fénysebesség) a

Ψ = A sin(ω t ) (2)

függvényt, amely valamilyen mennyiség harmonikus
változását fejezi a K vonatkoztatási rendszerben. A
függvényt az egész teret kitöltõ konstans amplitúdójú
(végtelen hullámhosszúságú) állóhullám megadásá-
nak is tekinthetjük. Valójában az érdekelhetne ben-
nünket, hogy egy összetettebb, Compton-hullámhosz-
szal jellemezhetõ hullámtér hogyan transzformálódik,
de (2) transzformációjával is fontos információt ka-
punk a de Broglie-hullámokról.

A K ′ rendszerben akkor látjuk a rezgések térfüggé-
sét tisztán, ha egy adott t ′ pillanatban készítünk fel-
vételt, vagyis a K ′ rendszerben egyidejû eseménye-
ket vizsgálunk. Belátható, ha a (1)-ben a t koordinátát
növeljük, akkor ugyanannál a t ′ koordinátánál, rez-
gések esetén pedig ugyanannál a fázisnál akkor mara-
dunk, ha a

tagban is egy megnövelt x koordinátát veszünk. Ha a

v x

c 2

K rendszerben T periódusidõvel növelt t+T idõpontra
térünk át, akkor K ′-ben az azonos fázis megtartásá-
hoz egy olyan x+Δx koordinátájú helyre kell áttér-
nünk, ahol teljesül a

feltétel. A K ′ rendszerben a szomszédos, azonos fázi-

(3)T = v Δ x

c 2
, azaz a Δ x = T c 2

v

sú helyek egymástól való távolságát keressük, ez je-
lent λ ′ hullámhosszat.

A transzformációs képletekkel azt vizsgáljuk, hogy
az (x, t ) adatokkal és az (x+Δx, t+T ) adatokkal adott
eseménypár hogyan jelenik meg a K ′ rendszerben.
Tekintettel (3)-ra, (1) alapján ezek az események a
K ′ rendszer
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koordinátájú pontjába transzformálódnak.

1. ábra. A K rendszer végtelen hullámhosszúságú állóhulláma a [−1; 1] függvényértékek között
rezeg, a K ′ rendszerben viszont ezt haladó hullámként látjuk.

(4)
x − v t

1 − v 2

c 2

, illetve
x − v t + c 2 T

v
− v T

1 − v 2

c 2

Távolságuk

ahol a

(5)λ ′ =

T c 2

v
− v T

1 − v 2

c 2

= T 1 − v 2

c 2

c 2

v
,

szorzat a K ′ rendszerben mérhetõ lecsökkent perió-

T ′ = T 1 − v 2

c 2

dusidõ (K ′-ben nagyobb a konstans x ′ helyen ta-
pasztalható frekvencia, mint a K rendszerben a kons-
tans x helyen tapasztalt frekvencia). A K ′ rendszer-
ben az azonos fázisú helyek fázissebességgel mozog-
nak, (3)-ból és (5)-bõl pedig látjuk, hogy ez a sebes-
ség c 2/v.

Az eddigiekbõl az látszik, hogy egy (2)-vel meg-
adott egyszerû függvény hogyan transzformálódik
Lorentz-transzformációval. De ha (5)-be egy m0 nyu-
galmi tömegû kvantum

periódusidejét helyettesítjük és figyelembe vesszük az

Ł

m0 c 2

összefüggést, a

m =
m0

1 − v 2

c 2

de Broglie-hullámhosszat kapjuk (általános, relati-

(6)λ ′ = Ł

m0 c 2
1 − v 2

c 2

c 2

v
= Ł

m v

visztikus esetben). Ebbõl látható, hogy a de Broglie-
hullámra, mint valamilyen állóhullám relativisztikus
transzformáltjára tekinthetünk. (5) alapján rögzíthet-
jük a

összefüggést. A c 2/v fázissebesség csak a K és K ′

(7)λ ′ = T ′ c 2

v

rendszerek egymáshoz viszonyított v sebességétõl (és
a fénysebességtõl) függ, és mivel v < c, a fázissebes-
ség nagyobb, mint a fénysebesség. Felírhatjuk, hogy

vf v = c 2, (8)

vagyis a fázissebesség és a két vonatkoztatási rend-
szer egymáshoz viszonyított v sebességének szorzata
c 2 (lásd [2]-ben is).

Mérlegelésünkben a v sebességet olyan kvantum
„haladási” sebességének tekinthetjük, amely a K rend-
szerben van nyugalomban, a K ′ rendszerben pedig v
sebességgel mozog. Ilyenkor általában csoportsebes-
ségrõl beszélünk, de esetünkben nem foglalkoztunk
különbözõ hullámhosszúságú hullámokból összetett
hullámcsomaggal. A „kvantum” szóba egyébként vala-
milyen véges kis térfogatot kitöltõ képzõdmény fogal-
mát nem célszerû beleérteni.

A K és K ′ rendszerekben zajló történések közti
különbséget olyan ábrával szemléltethetjük, amely
egy végtelen hullámhosszúságú állóhullám K ′ rend-
szerbe való transzformációját mutatja (1. ábra ). Ez a
transzformáció egy általam készített GeoGebra-szimu-
lációban is tanulmányozható [3]. A kép felsõ felében
egy konstans függvény „rezeg”, az alsó felében pedig
e függvény K ′ rendszerbõl szemlélt képét látjuk, mint
haladó de Broglie-hullámot.

A K rendszerben meglévõ állóhullám K ′ rendszer-
beli hullámmá való „gyûrõdése” az egyidejûség relati-
vitása nélkül nem lépne fel. (7)-bõl látjuk, hogy ha a v

sebesség a nullához tart, ak-
kor a fázissebesség a végte-
lenhez tart és megszûnik a
különbözõ helyeken fellépõ
rezgések közt a fáziskülönb-
ség, visszakapjuk a végtelen
hullámhosszat.

A de Broglie-hullám frek-
venciája

ν ′ =
ν0

1 − v 2

c 2

.

A Łν ′ szorzat a kvantum
K ′-beli energiája. A K rend-
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szerben csak az idõbeli periodicitásnak megfelelõ Łν0
nyugalmi energia van jelen, a K ′ rendszerben viszont
a Łν ′ = ¥ω′ energia mellett a k ′ = 2π/λ ′ hullám-
számmal leírható térbeli periodicitás és a neki megfe-
lelõ Łk ′ lendület (impulzus) is. Az energia és impul-
zus együtt négyesvektort alkot. Az (ω ′/c ; k ′) négyes
hullámszám az (ω0/c ; 0) négyes hullámszám relati-
visztikus transzformáltja. Számítással ellenõrizhetjük,
hogy ezek azonos nagyságú vektorok. Belõlük
Planck-állandóval való szorzás után az (E ′/c ; p ′)
négyesimpulzus kapható, amelynek nagyságát az

összefüggés mutatja gyökvonás után (bal oldalon a

(9)E ′2 − p ′2 c 2 = m 2
0 c 4

pszeudoeuklidészi metrika miatt a négyzetek különb-
sége van). A négyesimpulzus nagyságában a kvantum
m0 nyugalmi tömege szerepel. Ez a transzformáció
során nem változik, ez az invariáns tömeg.

A kvantumot az õ nyugalmi rendszerében csak há-
rom dimenzióban mûködõ sajátdinamika jellemezhe-
ti, amely az adott kvantum sajátságait hordozza és a
kvantum létezési módját is tükrözi. Egy geometriai
pont nem foglalhatja magában a teljes kvantumot,
egy pontban legfeljebb azt követhetjük, hogy a kvan-
tum dinamikája ott milyen tér- és idõbeli változások-
kal jár. A pontszerûség végtelen energiasûrûséget
jelentene, ami a fizikában nem megengedett. Egy
kvantum teljes hatása esetenként igen kis tartomány-
ban is jelentkezhet, de ez nincs ellentmondásban a
hullámjelleggel.

A kvantumok hullámjellegének elsõdlegességére a
kvantumelmélet jellegébõl is következtethetünk. A
részecskejelleg a kvantumok megszámlálhatóságá-
ban és változatlan formában való reprodukálhatósá-
gában merül ki (nem állíthatunk elõ harmad vagy ne-
gyed elektront), de ez a részecskejelleg nem jár vala-
miféle véges mérettel vagy pontszerûséggel. A „ré-
szecskék” pontszerûségének gondolatától Dirac is
elzárkózott [4].

Transzformáció egyenletesen forgó rendszerbe

Felmerül a kérdés, milyen formában jelentkezik a K
inerciarendszert állóhullámként kitöltõ tér olyan K ′
vonatkoztatási rendszerben, amely a K rendszerhez
képest egyenletesen forog például a z tengely körül.
Ez a forgás az x és y koordinátát érinti.

Jelentsen a (2) függvény csomófelületektõl mentes
háromdimenziós állóhullámot a K rendszerben. Ψ
csak az idõtõl függ, a térkoordinátáktól nem. A K ′
rendszer szögsebessége legyen Ω, az O és O ′ kezdõ-
pontok végig essenek egybe. A vonatkoztatási rend-
szerek egymáshoz viszonyított helyzetét mérjük a ϕ
azimutszöggel. Mivel a z tengely mentén nem történik
változás, a valóságnak csak egy „szeletét” vizsgáljuk,
mintha csak kétdimenziós rezgést transzformálnánk.

A haladó mozgások esetén érvényes (1) transzfor-
máció mintájára a transzformációt a

képletekkel végezzük (nézzük a hasonló képletet [2]-

(10)ϕ′ = ϕ − Ω t

1 − r 2 Ω 2

c 2

és a t ′ =

t − r 2 Ω ϕ
c 2

1 − r 2 Ω 2

c 2

ben, de hasonlítsuk össze [5] 2. fejezetével is). Az elõ-
zõekhez hasonlóan két eseményt transzformálunk,
most az origótól adott r távolságban megfigyelt

(ϕ, t ) és (ϕ+ Δϕ, t+T )

eseményeket. Azt keressük, hogy a K ′ rendszerben
mekkora Δϕ ′ szög választja el a szomszédos, azonos
fázisú rezgéseket hordozó irányokat. A K ′ rendszer-
ben egyidejû eseménypárt kell kapnunk.

Ahhoz, hogy a (ϕ+Δϕ, t+T ) és (ϕ, t ) események
egyidejû eseményekbe menjenek át, (10) alapján tel-
jesülnie kell a

összefüggésnek. Az origótól adott r távolságban meg-

(11)T = Δ ϕ r 2 Ω
c 2

, azaz a Δ ϕ = T c 2

r 2 Ω

figyelt (ϕ, t ) és (ϕ+ Δϕ, t+T ) esemény (10) alapján a

szögkoordinátájú pontba transzformálódik. Az eltéré-

ϕ − Ω t

1 − r 2 Ω 2

c 2

és a ϕ + Δ ϕ − Ω (t + T )

1 − r 2 Ω 2

c 2

sük, tekintettel (11)-re,

Rögzíthetjük, hogy egy elkészített pillanatfelvételen a

Δ ϕ ′ = Δ ϕ − Ω T

1 − r 2 Ω 2

c 2

=

T c 2

r 2 Ω
− Ω T

1 − r 2 Ω 2

c 2

=

=

T 1 − r 2 Ω 2

c 2
c 2

r 2 Ω
.

K ′ rendszerben az azonos fázist hordozó irányok
szögeltérése

A (12) összefüggés úgy ad meg mérõszámot a forgás

(12)
Δ ϕ ′ = T c 2

1 − r 2 Ω 2

c 2

r 2 Ω
.

hatására fellépõ fáziskülönbségekre (gyûrõdésre), mint
a (6) összefüggés haladó mozgás esetén. A fáziskülönb-
ségek akkor is megjelennek, ha a ∂ψ/∂ϕ derivált értéke
a K rendszerben mindenütt nulla volt (a transzformált
függvény értékei nem függöttek ϕ -tõl).
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Nézzük, mi történik, ha a K

2. ábra. Rezgések transzformációja forgó vonatkoztatási rendszerbe.

rendszerben a rezgések olyan

periódusidõvel zajlanak, ami

T = Ł

m0 c 2

egy kvantum nyugalmi frek-
venciájának felel meg. A (12)-
be való behelyettesítés v = Ω r
és

m =
m0

1 − v 2

c 2

figyelembevételével a

eredményt adja, ahol L ′ a K ′ rendszerben mérhetõ

Δ ϕ ′ = Ł

m0 c 2
c 2

1 − r 2 Ω 2

c 2

r v
= Ł

m v r
= Ł

L ′
(13)

perdület (lásd [6]-ban a (29) képletet). Erre a haladó
mozgásoknál érvényes Δx ′ = λ ′ = Ł/p ′ képlet min-
tájára számíthattunk is. A Δϕ ′ szögeltérés a forgó K ′
rendszer adott t ′ pillanatban rögzített „pillanatfelvéte-
lén” lenne látható, ezt mutatja a 2. ábra [3] alapján.

A K rendszerben a különbözõ ϕ szögkoordinátájú
helyek közt nincs fáziskülönbség (a program egy lük-
tetõ kört mutat), a K ′ rendszerben viszont fáziskü-
lönbségek jelennek meg a (10) transzformáció ered-
ményeként, miközben a hullám forgást is végez. Δϕ ′
nagysága a két vonatkoztatási rendszer egymáshoz
képest mért Ω szögsebességétõl függ (állandó r ese-
tén). Egyértelmû fázis a K ′ rendszerben csak bizo-
nyos kitüntetett Ω szögsebességek beállításával kap-
ható. Ilyenkor Δϕ ′ teljesíti a

feltételt, ami annak kifejezõdése, hogy K ′ rendszer-

(14)Δ ϕ ′ = 2 π
n

, n = 1, 2, 3, 4 stb.

ben a fázis 2π szögû körülfordulás után a kiindulási
értékbe tér vissza. A transzformáció eredményeként
elõálló (13) és (14) összefüggések együtt az impulzus-
momentum kvantáltságát jelentik, hiszen

Szoros összefüggés van tehát a forgó vonatkoztatási

(15)2 π
n

= Ł
L ′

, illetve L ′ = n Ł
2 π

.

rendszerbe vivõ (10) transzformáció sajátságai és az
impulzusmomentum kvantáltsága közt.

A 2. ábrán a K ′ rendszerben n = 3 periódus látha-
tó (Δϕ ′ = 2,09471 ≈ 2π/3), amely alkalmas Ω szögse-
besség mellett áll elõ. Más alkalmas szögsebességek
esetén más természetes n -nek megfelelõ képhez ju-
tunk. Adott r sugár mellett minél nagyobb az Ω, annál
több periódusból áll a „stabil” hullámtér. A (14) össze-

függés teljesítésével nem együtt járó szögsebességek
esetén a K ′ rendszerben nem egyértelmû a fázis, ön-
magát zavaró a hullámtér.

Mivel egy fordított (forgó vonatkoztatási rendszer-
bõl inerciarendszerbe történõ) transzformációnál ha-
sonló viszonyokra számíthatunk, a kapott megkötést
úgy is megfogalmazhatjuk, hogy egy inerciarendszer-
hez képest forgó vonatkoztatási rendszerben csak
olyan frekvenciájú rezgések lehetnek jelen, amelyek
jól illeszkednek a forgó rendszer szögsebességéhez.
Jól mutatja ezt az, hogy amikor a szimulációban a T
periódusidõt megváltoztatjuk, az állandósult hullám-
tér széthangolódik.

Összefoglalás

Leírásunkban a de Broglie-hullám, mint a kvantum
nyugalmi vonatkoztatási rendszerében lévõ állóhul-
lám relativisztikus transzformáltja jelenik meg (a vo-
natkoztatási rendszerek kis relatív sebessége esetén
is). A gondolatmenet haladó mozgások esetén a de
Broglie-hullámhosszat szolgáltatja tetszõleges v < c
sebességre. Egyenletesen forgó vonatkoztatási rend-
szerre áttérve követhetõ, hogy a hullámtérben jelent-
kezõ fáziskülönbségek csak akkor osztói 2π-nek, ha a
forgás szögsebessége jól illeszkedik a K rendszerben
felvett frekvenciához. Egy kvantum nyugalmi frekven-
ciáját felhasználva ilyenkor a Ł/2π mennyiség egész
számú többszöröseit kapjuk, érzékelve a perdület
kvantáltságának mechanizmusát.
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