A LENDULET ES A PERDULET OSSZEFUGGESE
A LORENTZ-TRANSZFORMACIOVAL

A kvantummechanikaban a lendiilet valamely iranya
osszetevgjét a hullam adott iranyban vett térfiiggése
hatdrozza meg. Az x Osszetevs példaul a dy/ dx deri-
valttol figg. Forgd mozgas esetén, polarkoordinatak
hasznalata mellett a perdilet z tengelyre esG Osszete-
vGjét a /@ derivalt, vagyis a hullim ¢ polarszog
mentén megfigyelhetd viselkedése hatiarozza meg [1].
A lendilet és perdiilet szempontjabol tehat a hullim
térbeli ,formaja” a mérvadé. Az alabbiakban azzal
foglalkozunk, hogy ez a forma a Lorentz-transzforma-
cio esetén — attérve egy mdasik vonatkoztatasi rend-
szerre — miként valtozik.

Ha a hullam kulonb6z6 pontjai kozott valamely
vonatkoztatidsi rendszerben nincs faziskilonbség,
akkor azt hihetnénk, hogy egy masik, az el6z6hoz
képest mozgd vonatkoztatasi rendszerben sincs. Ez
esetben egy allohullim egy masik vonatkoztatasi
rendszerben is allohullam lenne, legfeljebb a relativ
sebességnek megfelelGen tolodna. Csakhogy a rela-
tivitaselmeélet transzformacios képletei egyszerre
transzformaljak a tér és az id6 koordindtait, ez pedig
az egyidejlség relativitisinak megjelenéséhez vezet.
Ha a rezgések valamely vonatkoztatasi rendszerben
mindeniitt azonos fazisban is zajlanak, egy hozza
képest mozgd vonatkoztatasi rendszerben ez nem
lesz igy.

Az egyidejlség relativitisanak kovetkezményeivel
a halado és a forgd mozgas esetén is szaimolhatunk.
Egy allohullimbol a megszokott Lorentz-transzfor-
macioval valodi halado hullamot kapunk, de a forgd
mozgashoz is konstrudlhatunk olyan transzforma-
cios képleteket, amelyek a hullam ilyen jellegi at-
alakuldsat eredményezik. A transzformiciok koveté-
sével kozelebb kertilhetiink a de Broglie-hullim
értelmezéséhez, forgd mozgas esetén pedig a perdi-
let adagos jellegének mechanizmusat is megfigyel-
hetjiik.

Transzformdci6 egyenesvonalt egyenletes
mozgas esetén

Tekintstk at, hogyan transzformaljak a megszokott
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Lorentz-transzformacios képletek (xa helykoordinita,
t az id8 az eredeti, K vonatkoztatdsi rendszerben, x’
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és t" a K-hoz képest v sebességgel mozgd K’ rend-
szerben, ¢ a fénysebesség) a

Y= Asin(wt) 2

fuggvényt, amely valamilyen mennyiség harmonikus
valtozasat fejezi a K vonatkoztatdsi rendszerben. A
fuggvényt az egész teret kitoltd konstans amplitadoja
(végtelen hullamhosszasagt) allohullam megadasa-
nak is tekinthetjik. Val6jaban az érdekelhetne ben-
ntinket, hogy egy 0sszetettebb, Compton-hullaimhosz-
szal jellemezhetd hullamtér hogyan transzformalodik,
de (2) transzformaciodjaval is fontos informaciot ka-
punk a de Broglie-hullamokrol.

A K’ rendszerben akkor latjuk a rezgések térfiggé-
sét tisztan, ha egy adott ¢’ pillanatban készitiink fel-
vételt, vagyis a K’ rendszerben egyidejd eseménye-
ket vizsgalunk. Belathato6, ha a (1)-ben a t koordinatat
noveljik, akkor ugyanannal a ¢* koordinatinal, rez-
gések esetén pedig ugyanannal a fazisnal akkor mara-
dunk, ha a

tagban is egy megnovelt x koordinatat vesziink. Ha a
Krendszerben T periodusidével novelt t+ T'idSpontra
térink at, akkor K’-ben az azonos fazis megtartasa-
hoz egy olyan x+Ax koordindtdja helyre kell attér-
niink, ahol teljestl a

2
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v
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feltétel. A K’ rendszerben a szomszédos, azonos fazi-
st helyek egymastol valo tavolsagat keressik, ez je-
lent A” hullamhosszat.

A transzformacios képletekkel azt vizsgaljuk, hogy
az (x, t) adatokkal és az (x+Ax, t+ T) adatokkal adott
eseménypdar hogyan jelenik meg a K’ rendszerben.
Tekintettel (3)-ra, (1) alapjan ezek az események a
K’ rendszer
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szorzat a K’ rendszerben mérhetd lecsokkent perio-
dusidé (K’-ben nagyobb a konstans x’ helyen ta-
pasztalhato frekvencia, mint a K rendszerben a kons-
tans x helyen tapasztalt frekvencia). A K’ rendszer-
ben az azonos fazisu helyek fazissebességgel mozog-
nak, (3)-bol és (5)-bdl pedig latjuk, hogy ez a sebes-
ség c*/v.

Az eddigiekbdl az latszik, hogy egy (2)-vel meg-
adott egyszerd fliggvény hogyan transzformalodik
Lorentz-transzformacioval. De ha (5)-be egy m, nyu-
galmi tdmegld kvantum

Osszeflggést, a

1. dabra. A K rendszer végtelen hullimhosszisaga allohullama a [-1; 1] figgvényértékek kozott

rezeg, a K’ rendszerben viszont ezt haladé hullimként latuk.

A hullamhossz: \' = 3238.46

id6 =386.9

K'sebesség =264

fénysebesség = 300
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de Broglie-hullimhosszat kapjuk (altaldnos, relati-
visztikus esetben). Ebbdl lathato, hogy a de Broglie-
hullimra, mint valamilyen 4llohullam relativisztikus
transzformaltjara tekinthetiink. (5) alapjan rogzithet-
juk a

@)

Osszefiiggést. A ¢?/v fazissebesség csak a K és K’
rendszerek egymashoz viszonyitott v sebességétdl (és
a fénysebességtoD) fiigg, €s mivel v < ¢, a fazissebes-
ség nagyobb, mint a fénysebesség. Felirhatjuk, hogy

€©)

vagyis a fazissebesség és a két vonatkoztatisi rend-
szer egymashoz viszonyitott v sebességének szorzata
c? (lasd [2]-ben is).

Mérlegelésiinkben a v sebességet olyan kvantum
,haladidsi” sebességének tekinthetjiik, amely a K rend-
szerben van nyugalomban, a K’ rendszerben pedig v
sebességgel mozog. Ilyenkor altalaban csoportsebes-
ségrdl beszélink, de esetinkben nem foglalkoztunk
kilonb6z6 hullimhosszisdga hullimokbdl dsszetett
hullaimcsomaggal. A kvantum” szoba egyébként vala-
milyen véges kis térfogatot kitolts képzédmény fogal-
mat nem célszerd beleérteni.

A K és K’ rendszerekben zajl6é torténések kozti
kilonbséget olyan abraval szemléltethetjik, amely
egy végtelen hullamhossztsaga allohullim K’ rend-
szerbe valo transzformiciojat mutatja (1. dbra). Ez a
transzformacio egy altalam készitett GeoGebra-szimu-
lacioban is tanulmanyozhato6 [3]. A kép felsé felében
egy konstans fliggvény ,rezeg”, az also felében pedig
e fuggvény K’ rendszerbdl szemlélt képét latjuk, mint
halad6 de Broglie-hullamot.

A K rendszerben meglévd allohullam K’ rendszer-
beli hullamma valo ,gyrédése” az egyidejlség relati-
vitdsa nélkil nem lépne fel. (7)-bdl latjuk, hogy ha a v
sebesség a nullihoz tart, ak-
kor a fazissebesség a végte-
lenhez tart és megszinik a
kilonbozs helyeken felléps
rezgések kozt a faziskulonb-
ség, visszakapjuk a végtelen
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A K' rendszer sebessége a K rendszerhez képest 264

1 V(1 )= 047 hullimhosszat.
A de Broglie-hullam frek-
venciaja
V,
V, - 0
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Osszehlzott hullamhossz: 3.24
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A hv' szorzat a kvantum

A fazissebesség 340.91 K’-beli energidgja. A K rend-
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szerben csak az idébeli periodicitisnak megfelels v,
nyugalmi energia van jelen, a K’ rendszerben viszont
a hv' = i@’ energia mellett a & = 2n/A” hullam-
szammal leirhat6 térbeli periodicitds és a neki megfe-
lel6 hk’ lendilet (impulzus) is. Az energia és impul-
zus egyutt négyesvektort alkot. Az (@’/c; k') négyes
hullamszam az (@y/c; 0) négyes hullimszam relati-
visztikus transzformaltja. Szamitassal ellendrizhetjik,
hogy ezek azonos nagysagi vektorok. BeldSlik
Planck-alland6val valé szorzas utin az (E’/c; p’)
négyesimpulzus kaphato, amelynek nagysagat az

E?=p'?c? = mict ©)

Osszefiggés mutatja gyokvonds utin (bal oldalon a
pszeudoeuklidészi metrika miatt a négyzetek kiulonb-
sége van). A négyesimpulzus nagysiagaban a kvantum
m, nyugalmi tomege szerepel. Ez a transzformacio
sordn nem viltozik, ez az invarians tomeg.

A kvantumot az 6 nyugalmi rendszerében csak ha-
rom dimenzidéban mikodds sajatdinamika jellemezhe-
ti, amely az adott kvantum sajatsagait hordozza és a
kvantum létezési modjat is tikrozi. Egy geometriai
pont nem foglalhatja magaban a teljes kvantumot,
egy pontban legfeljebb azt kovethetjik, hogy a kvan-
tum dinamikaja ott milyen tér- és idébeli valtozasok-
kal jar. A pontszerlség végtelen energiastriséget
jelentene, ami a fizikiban nem megengedett. Egy
kvantum teljes hatdsa esetenként igen kis tartomany-
ban is jelentkezhet, de ez nincs ellentmondisban a
hullamjelleggel.

A kvantumok hulldmjellegének elsGdlegességére a
kvantumelmélet jellegébdl is kovetkeztethetlink. A
részecskejelleg a kvantumok megszamlalhatosaga-
ban és valtozatlan formaban val6 reprodukalhatosa-
giban meril ki (nem allithatunk elé harmad vagy ne-
gyed elektront), de ez a részecskejelleg nem jar vala-
miféle véges mérettel vagy pontszertséggel. A  ré-
szecskék” pontszerlségének gondolatitol Dirac is
elzarkozott [4].

Transzformdci6 egyenletesen forgd rendszerbe

Felmerul a kérdés, milyen formaban jelentkezik a K
inerciarendszert allohullimként kitolt6 tér olyan K’
vonatkoztatasi rendszerben, amely a K rendszerhez
képest egyenletesen forog példaul a z tengely kortl.
Ez a forgas az x és y koordinatat érinti.

Jelentsen a (2) figgvény csomofeliiletektS] mentes
haromdimenzios allohullimot a K rendszerben. ¥
csak az id6tsl fugg, a térkoordinataktdl nem. A K’
rendszer szogsebessége legyen Q, az O és O kezdd-
pontok végig essenek egybe. A vonatkoztatasi rend-
szerek egymashoz viszonyitott helyzetét mérjik a ¢
azimutszoggel. Mivel a z tengely mentén nem torténik
valtozas, a valosagnak csak egy ,szeletét” vizsgaljuk,
mintha csak kétdimenzi6s rezgést transzformalnank.

A halad6 mozgisok esetén érvényes (1) transzfor-
maci6é mintajara a transzformaciot a

128

. Qe
2
o222 - — o
2 2 2 2
1_rQ 1_V.Q
CZ CZ

képletekkel végezziik (nézziik a hasonld képletet [2]-
ben, de hasonlitsuk 6ssze [5] 2. fejezetével is). Az el6-
zGekhez hasonloan két eseményt transzformalunk,
most az origotol adott rtavolsagban megfigyelt

(p, 1) és (p+A@, t+T)

eseményeket. Azt keressiik, hogy a K’ rendszerben
mekkora A@’ szog valasztja el a szomszédos, azonos
fazisa rezgéseket hordoz6 irdinyokat. A K’ rendszer-
ben egyideji eseménypart kell kapnunk.

Ahhoz, hogy a (p+Ag, t+T) és (¢, 1) események
egyideji eseményekbe menjenek at, (10) alapjan tel-
jestilnie kell a

T =

2 2
M7 azaz a A¢ =T ¢ (11)
c? r’Q

osszefliggésnek. Az origotdl adott rtavolsiagban meg-
figyelt (@, 1) és (p+Ag, t+T) esemény (10) alapjan a

-0t és a O+Ap-QU+T)
( r? ° ( r? °

,\Jl_ o2 ,\Jl_ o2

szogkoordinatdju pontba transzformalodik. Az eltéré-
stik, tekintettel (11)-re,

: -QT
Ao’ = Ap-QT _ re Q _
2 2 2 2
1_r.(2 1_7.(2
o2 o2
2 2
T 1—79 c?
r2Q

Rogrzithetjik, hogy egy elkészitett pillanatfelvételen a
K’ rendszerben az azonos fazist hordozé irdnyok
szogeltérése

ZQZ
1-— (12)

r’ Q

A (12) osszefliiggés tgy ad meg mérGszamot a forgas
hatasara fellépé faziskiilonbségekre (gytrédésre), mint
a (6) osszefliggés haladd mozgis esetén. A faziskilonb-
ségek akkor is megjelennek, ha a dy/d@ derivalt értéke
a K rendszerben mindenttt nulla volt (a transzformalt
fuggvény értékei nem fliggottek @-t6D).
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Nézziik, mi torténik, ha a K
rendszerben a rezgések olyan

h idésebesség = 0.004

periodusidével zajlanak, ami
egy kvantum nyugalmi frek-
vencidjanak felel meg. A (12)-
be val6 behelyettesités v= Q27
és

K rendszer

T=18

idé =341.315 fnyseb=15

® orsit lassit
Q=0.5331

®

sugar=17

A@' = 2.09471

1/gamma = /(1 — r* Q‘-’/cz) = 0.79685

forgo K' rendszer

2 2. dbra. Rezgések transzformacidja forgd vonatkoztatasi rendszerbe.

T

movr L

eredményt adja, ahol L’ a K’ rendszerben mérhetd
perdilet (lasd [6]-ban a (29) képletet). Erre a halado
mozgasokndl érvényes Ax” = 1” = h/p’ képlet min-
tajara szamithattunk is. A A@’ szogeltérés a forgd K’
rendszer adott ¢’ pillanatban rogzitett ,pillanatfelvéte-
lén” lenne lathat6, ezt mutatja a 2. abra [3] alapjan.

A K rendszerben a kilonboz6 ¢ szogkoordinataja
helyek kozt nincs faziskiilonbség (a program egy lik-
tetd kort mutat), a K’ rendszerben viszont faziskii-
lonbségek jelennek meg a (10) transzformacio ered-
ményeként, mikdozben a hullam forgast is végez. Agp’
nagysaga a két vonatkoztatdsi rendszer egymashoz
képest mért £2 szogsebességétdl fligg (allando r ese-
tén). Egyértelmd fazis a K’ rendszerben csak bizo-
nyos kitlintetett £2 szogsebességek bedllitasaval kap-
hat6. llyenkor Ag’ teljesiti a

2T
n

Ao’ = , n=1,2 3 4 stb. (14)
feltételt, ami annak kifejez&dése, hogy K’ rendszer-
ben a fazis 2n szogl korilfordulds utin a kiindulasi
értékbe tér vissza. A transzformicié eredményeként
elGallo (13) és (14) osszefiiggések egytitt az impulzus-
momentum kvantaltsdgat jelentik, hiszen

2n _ h

_, illetve I’ = n (15
n L 2T

Szoros Osszefliggés van tehat a forgd vonatkoztatdsi
rendszerbe vivé (10) transzformaci6é sajatsagai és az
impulzusmomentum kvantaltsaga kozt.

A 2. abrdan a K’ rendszerben n = 3 periddus latha-
to (A@” = 2,09471 = 21t/3), amely alkalmas £2 szogse-
besség mellett all el6. Mas alkalmas szogsebességek
esetén mas természetes n-nek megfeleld képhez ju-
tunk. Adott r sugar mellett minél nagyobb az £2, annal
tobb peridodusbol all a ,stabil” hullamtér. A (14) 6ssze-
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fuggés teljesitésével nem egyltt jard szogsebességek
esetén a K’ rendszerben nem egyértelmd a fazis, 6n-
magat zavaro a hullamtér.

Mivel egy forditott (forgd vonatkoztatasi rendszer-
bdl inerciarendszerbe torténd) transzformiciondl ha-
sonld viszonyokra szamithatunk, a kapott megkotést
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy egy inerciarendszer-
hez képest forgd vonatkoztatasi rendszerben csak
olyan frekvencidju rezgések lehetnek jelen, amelyek
jol illeszkednek a forgd rendszer szogsebességéhez.
Jol mutatja ezt az, hogy amikor a szimuldcidéban a T
periodusid6t megvaltoztatjuk, az allandosult hullam-
tér széthangolodik.

Osszefoglalds

Leirdsunkban a de Broglie-hullim, mint a kvantum
nyugalmi vonatkoztatasi rendszerében 1évs allohul-
lam relativisztikus transzformaltja jelenik meg (a vo-
natkoztatasi rendszerek kis relativ sebessége esetén
is). A gondolatmenet haladé6 mozgisok esetén a de
Broglie-hullimhosszat szolgiltatja tetszSleges v < ¢
sebességre. Egyenletesen forgd vonatkoztatasi rend-
szerre attérve kovethetd, hogy a hullamtérben jelent-
kezé faziskiilonbségek csak akkor osztoi 2m-nek, ha a
forgas szogsebessége jol illeszkedik a K rendszerben
felvett frekvenciahoz. Egy kvantum nyugalmi frekven-
ciajat felhaszndlva ilyenkor a //2n mennyiség egész
szamu tobbszoroseit kapjuk, érzékelve a perdulet
kvantaltsiganak mechanizmusit.
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