retusalt természetfotokon a Napot atlagosan 1,08-szor
nagyobbnak képzelték a Holdnal. A holdas és napos
természetfotoknal kapott eredményeket 0sszehasonlit-
va, a tesztalanyok két csoportra oszthatok: az egyik ré-
sziik a Napot nagyobbnak allitotta be a Holdnal, a ma-
sik részlk viszont kozel egyformanak. Ennek tobb oka
lehet: (i) A Holdat felhétlen estéken/éjjeleken konnyd
megfigyelni, mert viszonylag gyenge fénye nem vakitja
el szemiinket a sotétség ellenére sem. Igy a holdko-
rong mérete jol megbecsiilhets. Mivel ezzel szemben
a Napot a nappali égen nem konnyld megfigyelni a
vakitéan erds fénye miatt, ezért nehéz megbecsilni a
napkorong hatardt, ami talbecslést eredményezhet.
(ii) Napnyugtakor vagy napkeltekor szabad szemmel
huzamosabb ideig is megfigyelhets a gyenge fényd,
narancssarga vagy vords napkorong. Mivel ilyenkor a
Nap a horizonton vagy ahhoz kozel van, igy a holdil-
lazi6 miatt ekkor érzékeljik a legnagyobbnak. Ez be-
folyasolhatja a Nap méretérdl az emberekben kiala-
kult belsé képet, ami a kisérleteinkben a holdkorong-
nal nagyobb napkorongként jelent meg.

5) A holdillazié mértékére kisérleteinkben kapott Q
=1,56; 1,57; 1,68; 1,72; 1,77; 2,12; 2,75 és 2,85 értékek
zome (2. tablazat) nagyobb a korabbi pszichofizikai

kisérletekben mért Q = 1,0; 1,08; 1,16; 1,19; 1,20; 1,21;
1,26; 1,30; 1,42; 1,50; 1,64; 1,76 és 1,80 értékeknél
(lasd cikkiink 1. részében szerepld 1. tabldazatot). Hol-
way és Boring (1940) Q = 1,76/1,80 [5], Taylor és Bor-
ing (1942) Q = 1,64 [6], valamint Ross és Cowie (2010)
Q=1,50[15] mérési eredményei dllnak legkozelebb az
altalunk kapottakhoz. A Ross és Cowie altal végzett
kisérlet [15] metodikaja volt a mi kisérleteinkéhez leg-
jobban hasonlé (tajképekre rajzoltak be a Holdat a
horizontra vagy az égre), mig a tobbi korabbi kisérlet
modszertana jelentSsen eltért a miénkétdl.

6) A vizsgalt 100 festményen és 100 természetfo-
ton eldfordulé hold/napmagassigok szik tartoma-
nya miatt nem volt tapasztalhaté a holdilltziora jel-
lemz8 magassagfiiggés, vagyis a hold/napkorong
festményeken abrazolt méretének és festményeken,
valamint természetfotokon tesztszemélyek dltal beal-
litott méretének csokkenése a horizont folotti szog-
magassig novekedésével.

Irodalom

2. Kovics Z., Udvarnoki Z., Papp E., Horvath G.: Psychophysical
study of the moon illusion in paintings and landscape photos.
Proceedings of the Royal Society A 477(2021) 20200737 (doi: 10.
1098/1rspa.2020.0737)

ABSZTRAKT VEKTORFOGALOM ES KVANTUMMECHANIKA

Hétkoznapi elképzelés szerint egy vektor egy irdnnyal,
allassal' és hosszisdggal jellemezhetS mennyiség. A
fogalommal a matematikat tanuld diadkok mar altalanos
iskolaban talalkoznak és szamtalan alkalmazasaval
ismerkedhetnek meg a geometriatol kezdve a fizikan
at késébb minden olyan teriileten, ahol a linearis al-
gebra elSkertl (Iasd akar a biologiat vagy a kozgazda-
sagtant). A vektort, mint absztrakt fogalmat a fizika
alapszakos hallgatok egyetemi tanulminyaik elsG fél-
évében tanuljak, azzal a nem titkolt céllal, hogy ké-

IEgyesek (egyes konyvek) az iriny fogalmaba beleértik az 4llast
is. Példaul észak—dél iranyba haladtam, azaz északrol dél felé. De
van, aki masképp gondolja: észak—dél irinyt egyenes mentén mo-
zogtam, a mozgas értelme dél volt.

Fejos Gergely (PhD 2011, ELTE részecskefi-
zika) elméleti fizikus, egyetemi adjunktus
(2019). 8 évet toltott Japan meghatarozo
egyetemein és kutatdintézeteiben (Univer-
sity of Tokyo, RIKEN, Osaka University,
Keio University). Kutatasaiban erésen kol-
csonhat6 kvantummezé-elméletekkel foglal-
kozik nemperturbativ funkcionalis technikak
alkalmazisdval. ErdeklSdési teriiletei kozé
tartozik a kvark- és maganyag fazisszerke-
zete, szupravezetés, topologikus fazisatala-
kulasok. Bolyai- és UNKP osztondijas.
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s6bb féként az (dltalanos) relativitiselmélet és a kvan-
tummechanika fogalmait konnyebben sajatitsak el [1].
Jelen, matematikai precizitdst mell6z6 ismeretterjesztd
irds célja, hogy ravilagitson: a kvantumelmélet vonat-
kozasiaban a hagyomanyosan tanitott absztrakt vektor-
fogalom amennyit segit, adott esetben hasonlé mér-

tékben fogalmi zavarhoz is vezethet.

Vektorok a haromdimenzios térben

A hiromdimenzios tér egy adott P pontjahoz a koor-
dinata-rendszeriink orig6jabol huzott nyilrol ugy véle-
kediink, hogy egy vektor a térben, de azt gondoljuk,
hogy vektor példaul egy részecske sebessége, impul-
zusa, vagy éppen a ra hato erd is. A P pont helyzete a
térben nyilvinvalé6 modon 3 valds szimmal adhato
meg, ezért egy vektorra szamharmasként is szokas
gondolni. Mivel a pont helyzete egy valos, fizikailag
létezG hely a térben, azt akdr egy masik szamharmas-
sal is megadhattuk volna, amennyiben a koordinata-
rendszeriinket masképp valasztjuk meg. Tengelyeit
példaul elforgathatjuk, vagy origdjanak akar egy ma-
sik pontot is kijelolhetiink, a P pont helyzete leirdsa-
nak szempontjabol ezek teljesen egyenértékd valasz-
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tasok. Az Gj szamharmas azonban nagyon szoros kap-
csolatban van a régi szimharmassal, egyikbdl a masi-
kat a forgatas és eltolas szabdlyai szerint kell kikever-
ni. Minden olyan mennyiséget, amely 3 szimmal rep-
rezentdlhatd, és Uj koordinata-rendszerre valod atté-
réskor a tér egy pontja helyzetének leirdsara szolgalo
haromkomponenstdi mennyiséggel azonos modon
transzformalodik, vektornak hivunk.

Mindezek alapjan a fizikdban a vektor fogalma nem
pusztin egy szamhdrmast jelent. A fentiek szerint Ggy
gondolkozhatunk, hogy a vektor val6jaban absztrakt
objektum, amelyet az 6sszes lehetséges koordinata-
rendszerhez tartozd reprezenticiok Osszességeként
definialunk. Eszerint azonban egy szamhdrmas nem
feltétlentil alkot vektort. Ahhoz, hogy vektorrol be-
szélhessiink, a szoban forgd szamharmashoz tartoznia
kell egy koordinata-rendszernek olyan moédon, hogy
ha egy 4j rendszerre térink at, akkor a szamhdrmas
komponensei a feljebb emlitett médon keverednek
Ossze. Példaul, ha egy testre két kilonbozé erd hat,
amelyek mindegyike vektor, és adott koordinata-
rendszerben (F, F,,, Fi.) €s (I, 1), F,.) szamhar-
masokkal reprezentalhatok, akkor konnyen belathato,
hogy az (F *Fyy, I+ By, F +F,,) szamhdrmas is
egy vektort reprezentdl, vagyis létezik egy koordina-
ta-rendszertdl fuggetlen eredd erd, mint vektor. Ellen-
ben, példaul egy hétartaly belsé energidja, térfogata
és részecskeszama (U, V,N) hiiba rendezhet6 egy
szamharmasba (az entropia természetes valtozoiként
ez gyakran hasznilatos), az sosem alkot vektort, mert
a koordinata-rendszer megvaltoztatasakor ezek a
mennyiségek egyaltalan nem valtoznak.

Az absztrakt vektor és reprezenticidinak megku-
lonboztetése azért nagyon hasznos, mert az elGbbi
segitségével a fizikai torvényeket olyan modon fejez-
hetjik ki, amely semmilyen formaban sem tartalmaz-
za azt az informaciét, hogy milyen koordinata-rend-
szert hasznalunk. A torvényektdl pedig el is varjuk,
hogy ne legyenek érzékenyek a koordinata-rendszer
valasztasara. Az, hogy példaul a tengelyeket hogyan
forgatjuk el, vagy hova tessziik az origot, nem viltoz-
tathat azok matematikai alakjan. Konnyen belathato,
hogy a sebesség mint a hely idS szerinti derivaltja
vektor, és mint ilyen, annak id6derivaltja, vagyis az a
gyorsulas is az. Ha feltesszlk, hogy egy testre hat6 F
erd vektor, és egy adott koordindta-rendszerben azt
talaljuk, hogy F = ma (m a test tdbmege), akkor rogton
arra jutunk, hogy ez az egyenlet tetsz6leges koordina-
ta-rendszerben igaz. Newton torvénye minden koordi-
nata-rendszerben azonos alaka.

Négyesvektorok

A torvények koordinata-rendszertdl fliggetlen megfo-
galmazasanak lehetGsége kilonosen fontos értelmet
nyer példaul a relativitiselméletben. Itt nem a tér pont-
jait reprezentil6 hiaromkomponensd mennyiségek,
hanem eseményekhez rendelhets, a térkoordinatak
mellett az id6t is tartalmazé szamnégyesek keriilnek

f6szerepbe. Kiderul, hogy egy, az egymashoz képest
egyenes vonall egyenletes mozgast végzG megfigye-
16k altal érzékelt esemény mint fizikailag létezG ,valo-
sag” (négyes)koordinatai — a hAromkomponensi ,ha-
gyomanyos” helyvektorok a koordinata-rendszer elfor-
log moédon — a Lorentz-transzformacio képletei szerint
keverednek 6ssze. A fentiekhez hasonléan pedig min-
den olyan szamnégyest, amely az eseményekhez tarto-
70 1d6-tér négyessel azonos modon transzformalodik,
egy absztrakt vektor adott reprezentacidjanak tekin-
tlink, az absztrakt vektort pedig a vonatkoztatasi rend-
szertdl figgetlentl létez6 négyesvektornak nevezzik.
Ez azt jelenti, hogy ha a fizikai torvényektdl elvarjuk,
hogy egymashoz képest egyenes vonali egyenletes
mozgast végzé vonatkoztatdsi rendszerekben azonos
alaktak legyenek (hasonléan ahhoz, ahogy feljebb
amellett érveltiink, hogy példaul a koordinatatenge-
lyek elforgatisira ne legyenek érzékenyek), akkor
azokat négyesvektorokon, illetve azokon alapuloé fo-
galmakon at kell tudnunk felirni.

(Megjegyezziik, hogy a fentiek szerint bevezetett
absztrakt vektorfogalom a differencidlgeometridban
matematikailag precizen is definidlhat6. Egy sima
sokasag (legyen az példaul a 3-dimenzios, akar gor-
bult tér, vagy az események 4-dimenzios tér-idé kon-
tinuuma) valamely P pontjaban definialt vektorok a
pont egy nyilt kornyezetén atmend Osszes lehetséges
sima gorbe ekvivalenciaosztilyait jelentik, ahol az
ekvivalenciat a gorbék azok paraméterei szerinti deri-
valtjainak egyenlGsége adja a P pontban. A definicio-
bol logikusan kovetkezik, hogy az igy definialt vekto-
rok nem fliggenek attél, hogy a pont szoban forgd
nyilt kdrnyezetében hogyan koordinatizzuk a sokasa-
got. Az altaluk, mint ekvivalenciaosztilyok altal kife-
szitett linearis teret a P pont érintSterének hivjuk.)

Kvantummechanika és reprezentacio

A Kklasszikus fizikaban bevezetett absztrakt vektorok
és reprezentacioik kozotti megkilonboztetés a kvan-
tummechanika torténetileg két nevezetes megfogal-
mazasa kapcsolatinak megértésében is segit. A schro-
dingeri hullammechanika és a heisenbergi matrixme-
chanika Dirac-féle egyesitése azt illitja, hogy a két
megkozelités ugyanannak az absztrakt linearis térnek
két kulonbozs reprezenticidja. Az elmélet szerint
Schrodinger €s Heisenberg is egy-egy adott konkrét
koordinita-rendszert definial ahhoz, hogy példaul a
harmonikus oszcillator spektrumat meghatarozza, de
egy kvantumos fizikai rendszer jellemzéi ezen repre-
zentacioktol teljesen fiiggetlenek. Dirac azt feltételez-
te, hogy egy részecske lehetséges kvantumallapotai
egy absztrakt, végtelen dimenzi6s, komplex, linearis
tér (Hilbert-tér) elemei, amelyeket ket-vektoroknak, a
hozza tartoz6 duilis tér elemeit pedig bra-vektorok-
nak nevezett el. Ezek nyilvinvaléan egymasra egyér-
telmiden leképezhetSk, hiszen egy Hilbert-tér izomet-
rikusan izomorf a sajat dudlisaval. Egy adott diszkrét
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bazison a bra-vektorok sor-, mig a ket-vektorok osz-
lopvektorokkal reprezentilhatok (Heisenberg-abrazo-
las, I, tér). Folytonos bazison a bra-vektorok egy
komplex fliggvénnyel adhatok meg, a ket-vektorok
pedig ennek komplex konjugaltjat adjak (Schrodin-
ger-dbrazolas, <, tér), amit hullimfiiggvénynek neve-
zink. A kvantummechanikai 4llapotot idében fejlesz-
t6 Schrodinger-egyenletet viszont reprezentaciotol
fuggetleniil is érvényesnek varjuk, ugyantgy, ahogy a
Newton-torvény sem fligghetett attol, hogy milyen
koordinata-rendszerben irjuk fel az er§ és a gyorsulds
komponenseit. A klasszikus fizikai torvények abszt-
rakt vektorokkal val6 felirasival analég médon most
is azt gondoljuk, hogy ha egy adott reprezentacidoban
(példaul schrodingeri) megtalaltuk a kvantummecha-
nikai dllapot idébeli fejlédését leird egyenletet, akkor
az az absztrakt vektorokra, és igy azok barmilyen mas
reprezenticidira vonatkozoan is érvényes kell legyen.
Igy aztin rajtunk all, hogy milyen 4brizoldsban
(,koordinata-rendszerben”) szeretnénk dolgozni, és
nyugodtan vilaszthatunk olyat, ami jol illeszkedik az
adott problémankhoz.

Az alabbiakban ezt a széles korben ismert és elfo-
gadott képet szeretnénk arnyaltabba tenni, és amellett
érvelni, hogy valojaban félrevezet§ a kvantummecha-
nika absztrakt vektorfogalmat és azok reprezentacioit
parhuzamba allitani azok klasszikus fizikai parjaival.
Ugy véljiik, hogy amennyire sokat segithet ezen ana-
logia segitségével megérteni a bra- és ket-vektorok, és
azok reprezenticidinak szerepét a kvantummechani-
kdban, annyira sok fogalmi zavarhoz és késébbi para-
doxonhoz is vezethet.

Nemkorldtos operatorok

A probléma ott kezdédik, hogy a kvantummechanika-
ban a fizikai mennyiségek a Hilbert-téren hato, valos
spektrummal rendelkezé operatorokkal azonositan-
dok, és mint ilyenek, altalaiban nemkorlatosnak kell
lennilik. Egy részecske helye, impulzusa, vagy akar az
energidja értelemszerden nem szorulhat véges érté-
kek kozé, vagyis ezeket a mennyiségeket nemkorla-
tos operatorokkal kell leirni. A funkcionalanalizisben
azonban a zart graf tétel kimondja, hogy minden, a
teljes Hilbert-téren értelmezett szimmetrikus operator
szliikségszerlen korlatos, amibdl az kovetkezik, hogy
a fizikdban el6fordul6 fizikai mennyiségek egy jelen-
t&s részéhez olyan operator tartozik, amely nem értel-
mezhetd a teljes Hilbert-téren. Ez pedig azonnal azt a
kovetkeztetést vonja maga utan, hogy a Hilbert-tér-
ben vannak olyan elemek, amelyek bar tokéletesen
normdalhatok, és igy elvben megfelelnek a valdszinG-
ségi értelmezésnek, mégsem lehetnek fizikaiak. A
legtobb, amit tenni lehet, hogy a szo6ban forgd nem-
korlatos operator(oka)t a Hilbert-tér egy mindenttt
strd részhalmazan definialjuk Ggy, hogy az operato-
r(ok) hatasa nem vezet ki ebbdl a halmazbol [2].
Tekintsiik példaul 1-dimenzidban a hely- és impul-
zusoperatorokat schrodingeri 4abriazolasban, ahol a
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helyoperitor a hullamfiiggvény argumentumaval valo
szorzassal, az impulzusoperitor pedig az a szerinti
derivalas muiveletével (a komplex egységgyokfaktor-
t6l és a 7i-tdol eltekintve) azonosithato. Az ehhez a rep-
rezentacidohoz tartoz6 konkrét < Hilbert-tér a négy-
zetesen integralhaté fuggvények <, tere, és a kérdés
az, hogy miként lehet egy olyan mindentitt strd rész-
halmazt talalni ezen a téren, amely a hely- és impul-
zusoperaciok tetszSleges kombinacidjaval szemben
invarians. Konnyen belithato, hogy ez a részhalmaz
olyan tetszGlegesen sokszor differenciilhato fliggvé-
nyekbdl all, amelyek maguk és derivaltjaik is minden
hatvinynal gyorsabban tartanak nullihoz a végtelen-
ben (Schwartz-tér, ®). Matematikailag a Dirac-féle
bra- és ket-vektorok ezen tér topologikus dualisanak
(@) elemei, elébbiek antilinedris, utobbiak linearis
funkcionalok, amelyek egymassal kolcsonodsen egyér-
telmten megfeleltethetSk. A konstrukciobol kovetke-
zik, hogy a bra- és ket-vektorok val6jaban temperalt
disztribtaciodk, az imént megkonstrualt (©, 7 ®*) har-
mast pedig az angol nyelvi irodalom rigged Hilbert-
térnek vagy Gelfand-tripletnek nevezi [3]. Megjegy-
zendd, hogy o/ stird @ -ban (® nyilvan strd c/#ban),
a @-n értelmezett operatorok (példaul hely vagy im-
pulzus) pedig kiterjeszthetSk ®*-ra, amin mar létez-
hetnek sajatvektoraik. Ezek altaldban valoban nem
o/ -ban, hanem tényleg ®*-ban vannak (folytonos
spektrum esete), valamint belathato, hogy megfelels
értelemben létezik rajuk teljességi 6sszefliggés, vagyis
az egységoperatort spektrilisan elS lehet belsluk alli-
tani. Ez egyuttal a Hilbert-terek elméletébdl ismert
spektralmérték egy (nem unikalis) konkrét megvalosi-
tasat adja, és ez felel meg annak a naiv, pusztan for-
malis diraci leirasnak, amelyben egy kvantumallapo-
tot folytonos bazison, integrallal allitunk elG.

Vegyuk észre, hogy a Dirac-elmélet matematikai
precizitassal torténd konstrukcidja sordn elveszitjik
annak eredeti eleganciajat, tobbé nem tudunk abszt-
rakt terekkel dolgozni. Ahhoz, hogy példaul a nem-
korlatos hely- és impulzusoperatorok megfelels értel-
mezési tartomanyait megtalaljuk, a schrodingeri 4bra-
zolasbdl kell kiindulnunk. Ezen értelmezési tartoma-
ny(ok) megadasa absztrakt moédon nehezen képzel-
het6 el, nem tudjuk megmondani, hogy az operatorok
milyen allapotokon értelmezhetSk egészen addig,
amig egy konkrét reprezenticioban meg nem allapit-
juk, hogy az elébbieknek milyen hatasuk van a Hil-
bert-tér egyes elemeire. Mindezek szerint a Dirac-el-
mélet allapotvektorai, bar fogalmilag nagyon hasonlo-
nak tinhetnek a klasszikus fizikai vektorfogalomhoz,
és példaul a hullaimfiggvény az absztrakt dllapot egy
reprezentaciokénti értelmezése is csabitd, az derul ki,
hogy ez a megkozelités talsigosan naiv. Mivel egy
tizikai rendszerhez hatarfeltételeket a valos haromdi-
menzids térben tudunk megfogalmazni, az operito-
rok értelmezési tartomanyainak megkonstrualasa vé-
gett a kvantummechanika mar elsé 1épésben egy
adott ,abrazolast” jelol ki, ez pedig a schrodingeri.
Fontos kihangstlyozni, hogy ezt a valasztast nemkor-
latos operatorok bevezetésének szliksége kényszeriti
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rank, ahogy azt is, hogy maga a Hilbert-tér és a benne
kijelolendd strd I‘CbZhdlde is valodjaban operatorfiig-
6. Ez a megfigyelés szintén az irdnyba mutat, hogy
egy teljesen altalanos absztrakt Hilbert-tér nem adhat-
ja a kvantumelmélet megfelel6 matematikai alapjat, és
talan kijelenthets, hogy a kvantummechanika sokkal
inkabb természetes megalapozasa az alapjaiban Neu-
mann Janos altal lefektetett operatorgytrik elméle-
tén, és az idevonatkozo C*-algebran keresztiil torté-
nik. Ez esetben sem a fizikai mennyiségek, sem a fizi-
kai allapotok definidlasihoz nincs sziikség Hilbert-
térre, jollehet annak létezése kovetkezményként ki-
adodik a leirasbol [4]. Ennek részletei és kapcsolata a
Gelfand-triplettel torténd megfogalmazassal viszont
mar nem képezi jelen ismeretterjesztd irds targyat.

Kvantummechanikai paradoxonok

Az alabbiakban attekintink harom meghokkentSen
egyszerd paradoxont, amelyek az absztrakt allapottér
vektoraival torténd szamitasok pusztan formadlis és
matematikai szigort nélkil6z6 alkalmazasai miatt je-
lennek meg a kvantumelméletben. Ezzel a Dirac-for-
malizmus haszndlatihoz sziikséges elkertilhetetlen
kortltekintésre és Ovatossigra szeretnénk felhivni a
figyelmet [5].

1. paradoxon

Tekintstik az azimutszog (@) és a z iranya impul-
zusmomentum (L) operatorokat. Az L_ sajatillapotok
m kvantumszammal kielégitik az I Im) Aim |l m)
reliciot, és nyilvin a kommutitor [([), L] = ifi. Ezek
utan néhany latszolag azonos atalakitassal arra jutunk,
hogy i7i elttinik:

ifi=(mlinlmy=(m! (9 L] m)=

=(ml @L 1 my—{m| L .¢|m)=
=m{ml @lm)—{(ml|l ¢Im)) =0,

ahol kihaszniltuk, hogy ha Z_|m) = m|m), akkor
(ml| L, = (m| m, hiszen az impulzusmomentum bar-
melyik komponensének operatora onadjungalt.

2. paradoxon

Tekintsiik az impulzus operatort egy [-a, al inter-
vallumon mozgo részecskére vonatkozoan. Ha plp)
= plp), akkor definici6 szerint {pl pT = (pl p*, de
mivel pf = p, ezért az el6z6 kifejezést (pl-vel, az
utobbit pedig | p)-vel megszorozva azt kapjuk, hogy
p = p* ami szokdsosan azt fejezi ki, hogy egy ©nad-
jungalt operator sajatértékei valosak. De koordinata-
reprezentacidban

egy ~ explipx/7) sikhullim pedig akarmilyen p
komplex szam esetén is p sajatfliggvénye. Akkor le-
hetséges, hogy az impulzus nem valds mennyiség?

3. paradoxon

Tekintsiink az el6z6 elrendezésben egy olyan
kvantumallapotot, amelynek hullamfliggvénye ara-
nyos sin(x*—a?-tel. Az energia szorisnégyzetének
szokdsos AE* = (w| B* 1 y) — (y! Hl w))? kiszimiti-
sakor arra jutunk, hogy a doboz méretének valtoztata-
sakor a szorasnégyzet egy kritikus ponton nullava,
azon tal pedig negativva valik, ami fizikailag értel-
mezhetetlen.

Mindegyik példaban ott keresendé a probléma, hogy
a Dirac-féle absztrakt megfogalmazasban sehol sem
kertl el6 az a tény, hogy nem korlatos fizikai mennyi-
ségeket reprezentdld operatorok legjobb esetben is a
Hilbert-tér csak egy mindentitt sird részhalmazan
definialhatok. Ha a bra-ket formalizmust naivul, mint
végtelen hosszu sor- és oszlopvektorok kozotti mani-
pulacioként képzeljik el, problémakba ttkozink. A
kiutak megkereséséhez at kell gondolnunk, hogy
egyaltalan matematikailag értelmes muveleteket vég-
ziink-e el a fenti szdmitasok soran.

Felold4sok

1. paradoxon felolddsa

Ahhoz, hogy az |m) allapotokkal muveleteket
végezhesslink el, meg kell hataroznunk, hogy a szo6-
ban forgo operatorok egyaltalan milyen Hilbert-térbe-
li elemekre hathatnak. Mivel az azimutszog 2r perio-
dikus, az

LE]

operitor értelmezési tartomanya (1) = lye 2y
€ <, w(0) = y(2n)). Nyilvanvaloan D(PL) = f/(L ),
viszont gondoljuk meg, hogy 7(I.§) # Y (PL,), ha-
nem Y(L.@)=lye <, v e <, w(n) =0}, hiszen I,
utobbi esetben biztosan olyan fliggvényre hat, amely
¢ = 0-ban eltinik. Mivel a kommutator értelmezési
tartomanya Z((L, ) = T(PL) N T(L P), ezért arra
DL, oD ={ye Ly W e Z,, w(0) = y(2m) =0} adodik.
Ez azt jelenti, hogy a kommutator nem hathat | m)-re,
hiszen azok ~exp(im @) allapotok. Ezért a ,levezetés”
mar a masodik lépéstdl kezdve értelmetlen.

2. paradoxon felolddsa

Gondoljuk at, hogy p-nek mi lehet az értelmezési
tartomdnya. Szeretnénk, hogy ﬁ pt legyen, ezért
csabitonak tdnik eldirni, hogy p olyan allapotokra
hathasson, amelyekre teljestl, hogy w(a) =0 = y(-a).
Ez abbol kt')vetkezik, hogy ahhoz, hogy koordinata-

reprezentacidban a
Wbl = [o* Gy = [(her*y

azonossag teljestilhessen, sziikséges, hogy parcialis
integrilas utin a kiintegrilt rész nulla legyen. Igy
(/(p)—{l//e W e <, wla)=0= y(-a)}. Eszerint
viszont p nem is hathat | p)-re, de ekkor egyik parado-
xonbol a miasikba jutunk, ugyanis igy p-nek nincs sa-
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jatvektora, spektruma pedig tres, mikozben fizikailag
tudjuk, hogy a utdbbi a valos szamoknak valamilyen
részhalmaza kell legyen. A létrejott ) latszolagos el-
lentmondas oka az, hogy a fenti értelmezési tartomany-
nyal definialt impulzusoperator nem 6nadjungalt.

Ezen a ponton meg kell kiilonboztetniink az 6nad-
jungalt és hermitikus operatorokat. Hermitikus az az
operator, amelyre teljestl a fenti szimmetricitas, azaz
balra és jobbra is ,hathat”. Viszont csak az a hermiti-
kus operator 6nadjungalt, amelyre az adjungilt opera-
tor értelmezési tartomanya megegyezik az eredetiével.
Konnyen meggondolhato, hogy p esetében ez nem
igaz. Mint az ismeretes, az adjungalt operator, p', a

[vbo)=[ito es y=plw

osszefuggésekkel definidlhato. Rogton latszik, hogy
ha ¢ € U (p), akkor p' = p, viszont D(p") = T (p),
w-t6l ugyanis mar semmilyen hatarfeltételt nem kell
megkovetelni, vagyis Z(pH = {ye <, ye <, A
tétel, amely szerint 6nadjungalt operatorok spektruma
valos, p-re nem teljesiil.

Felmertil a kérdés, hogy akkor milyen opericiot,
pontosabban milyen értelmezési tartomannyal rendel-
kez6 operatort kell az impulzussal azonositani. Altala-
nosabban: ha van egy hermitikus operacionk, akkor
értelmezési tartomanya kiterjeszthet6-e olyan modon,
hogy az Onadjungaltta valjon? A valaszt Neumann
Janos idevonatkozo tétele adja, amely a (p+il) opera-
torok tulajdonsagairdl szo6l. Az ugynevezett defektin-
dexek az el6bbi operitorok magtereinek dimenzioi:
n, = dimKer(ﬁ;i]T), és a tétel szerint akkor és csak
akkor létezik onadjungalt kiterjesztés, ha n, = n_. A
kiterjesztett operdtorra teljestl, hogy n, = n_ =0, a
sajatértékek pedig ekkor mar szigortan valosak. Ha
n, # n_, akkor egy hermitikus operitor nem terjeszt-
hets ki 6nadjungalt modon.

Az impulzus esetére azt lehet talalni, hogy ha

akkor p csak olyan esetekben 6nadjungalt, ha Z(p) =
lwe %, v e <, l—a) = ¢%y(a)}, ahol « valos
szam. Latszik, hogy a = 0-ra megkapjuk a szokasos
szimmetrikus hatarfeltételt, amely fizikailag plauzibi-
lis, de matematikai hatterét az elébb leirtak adjak. A
hatarfeltétel diszkrétté és egyuttal valdssa teszi a le-
hetséges sajatértékeket, vagyis a valos spektrumra
vonatkozo, fizikailag motivalt elvarasaink igy mar
teljestilnek.

Erdemes meggondolni az a — e esetet is. Ekkor az
impulzus lehetséges diszkrét értékei a hataratmenet
soran folytonossa valnak, p-nek pedig nem lesznek
sajatvektorai és sajatértékei a Hilbert-térben. A p ope-
rator spektrumanak azonban a val6s szamok halmaza
tovabbra is a része marad olyan értelemben, hogy a
(p-pD~" operitor — bar a — o esetén létezik — nem
korlatos (ha nem is létezne, akkor beszélnénk p sajat-
értékrSl). Ahogy erre cikklink els§ felében kitértiink,
ez esetben p a Hilbert-téren hato linearis funkciona-
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lok halmazara terjesztendS ki, vagyis a sajatérték-
probléma kivezet Z,-bdl, és a sajatvektorok a tempe-
ralt disztribaciok kozott keresenddk [3, 4].

3. paradoxon feloldasa

Az utols6 paradoxon feloldisa az elGz6ek fényé-
ben mar nem tal bonyolult. A problémat az okozza,
hogy a

<l//|l?2lv1>=fl/f* S0,

4m? oxt

kifejezés nem allitja el6 az energia négyzetének atla-
gos értékét, ami definicié szerint

<E2> = Z p,‘E1‘27

ahol p, az i-edik energiaszint (E;) valoszinlsége a y
allapotban. Ez arra, az olvasé iltal is konnyen ellen-
Grizhetd allitdsra vezethetd vissza, hogy a formalis

Fyy=Y ¢k ly,)

osszefliggés jobb oldalan lathaté 6sszeg divergens
Gtt ly) = X,¢c; 1 y;) és | w,) az E;-hez tartozo allapot).
Vagyis az egyenlet mindkét oldalat {w|-vel beszoroz-
va, nem kapunk értelmes eredményt, és fSleg nem
tudjuk levezetni a (| A*| ) = (E*) szokdsos Ossze-
fuggést.

Az el6z6 esetekhez hasonldan a szoban forgd ope-
rator(ok) értelmezési tartomanyainak gondos elem-
zése vezet el benniinket a probléma felolddsihoz.
ElSszor keressiik meg &/ (FD)-t! Elsé lépésben szeret-
nénk litni, hogy A hermitikus. Ennek megmutatisa-
hoz kétszer kell parcialis integralast elvégeznlnk, a
kiintegralt részek elttinésének minimalis feltétele,
hogy a hullamfiggvények eltlinjenek a hatarokon.
Ezt az is indokolja, hogy a doboz falait végtelen
magas potencidlfalként elképzelve minden fizikai
hullimfiiggvény +a-ban nullihoz tart. Vagyis 7/(H)
=lye Z,, v e <, y(xa) =0}, amirdl konnyen lat-
szik, hogy a hermiticitis mellett 6nadjungalt opera-
ciot definidl. Hasonléan, a H? operitor is onadjun-
galt, de itt a parcialis integralasok soran egy uj felté-
telt is kapunk, a hullamfiiggvények masodik derivalt-
janak is el kell tiinnie a hatirokon. Vagyis 7/(/) =
lwe 2, w"”" e 2, w(xa) =0, y'(Ea) = 0}, ami azt
jelenti, hogy (A% < T(HD).

Rogton latszik, hogy a szoban forgd kvantumalla-
pot, amelynek hullimfiiggvénye y ~ sin(x?-a?),
nincs benne Z(H*-ben, vagyis nem lepSdiink meg
azon, hogy az energia négyzetének varhato értékére
helytelen eredményt kapunk a

® ot
4m? ox*t

Wiz ly) = [v* |- y

szabalybol. Vegylik azonban észre, hogy mivel H' =
H, Dirac szerint az alabbi értelmezés is érvényes:
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(Wl H? | y) =(w| H' Hl w)y = (y| B (A1 w)).
Utobbinadl viszont A? meg sem jelenik a szamitdsok
sordn, és ez esetben konnyen meggondolhato, hogy a
helyes eredményhez jutunk! A hathat | w)-re (és H'
(yl-re), aminek kovetkeztében (E%) = ¥,p,E? valoban
elGall. A Dirac-formalizmus tehit nem ad egyértelmd
kiszamitasi modot kilonbozs atlagok meghatarozasa-
ra. S6t, amikor két szamitasi mod kozott egyenértéki-
séget tételez fel, az értelmezési tartomdnyok tisztelet-
ben tartisdnak hiinyaban konnyedén kidertilhet, hogy
valamelyikiik téves eredmény(ek)re vezethet.

Z4ar6 megjegyzések

A Dirac-féle absztrakt formalizmust a kvantummecha-
nika jol bevilt elvi és gyakorlati hitterének is szokas
tekinteni. Segitségével Osszekapcsolodik a Heisen-
berg altal kidolgozott matrixmechanika és a schrodin-
geri hullaimmechanika elmélete. Konkrét szimolasok
soran olyan analbgia szerint gondolkozunk, hogy a
| w) ket egy oszlopvektor, mig parja, a (| bra egy
sorvektor, mint a dualis tér egy eleme. Az operatorok
végtelen matrixok, és az asszociativitasi tulajdonsagot
minden esetben érvényesnek tekintjiilk. Ennek megfe-
leléen Dirac szerint példaul a (¢l Al y) matrixelem
kiszamithato (¢l A) | w) vagy akir (@l(Al y) mo-
don is, a két kifejezés egyenértékd. Mint arra feljebb

ramutattunk, ha az A operator nem korlitos, akkor az
értelmezési tartomanyokhoz kothetS problémak miatt
a két kiszamitasi mod eltérhet egymastol, egyik vagy
masik akar teljesen értelmetlennek is bizonyulhat.
Ugy véljiik, hogy hasonl6 felismerések irinyithattdk
Neumann Janost a kvantummechanika Hilbert-térrel
torténd megfogalmazasa helyett az algebrai irinyba
[6, 7]. Ide vonatkoz6 munkainak 100 éves évforduloja
felé kozeledve meggondolando, hogy a magyarorsza-
gi egyetemi szintd kvantummechanika-oktatas soran —
legalabbis érintSlegesen — elhangozzék a nemkorlatos
operatorok altala felismert problémdinak targyalasa.
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GERGELY GYORGY (1923-2020)

Egy évvel ezel6tt, néhany nappal 97. sziiletésnapja
elott halt meg Gergely Gydrgy, Gyurka bacsi, Gyurka,
Gergely doktor. Mar a sok megszolitas is mutatja,
hogy hosszu élete alatt a fizikus nemzedékek egész
soraval sikeresen mikodott egytitt és jo példat muta-
tott arra, hogy alapkutatiasbol indulva kell a haszno-
sitasig eljutni. Vele a felilettudomany nemzetkozileg
is kimagasl6 miuvelGjét, igaz baratot és tanacsaival
mindig segitségtinkre 4116, nagy enciklopédikus tu-
dassal bird6 munkatarsat, intézetliink korelnokét veszi-
tettiik el.

Gergely Gyorgy 1923-ban sziiletett Vacott és oftt
végezte a kozépiskolat a Piarista Gimnaziumban. A
tudomdnyos munkat, a kutatast élethivatasinak va-
laszté nemzedék tagja és ez hatarozta meg tovabbta-
nuldsat is. 1942-ben kezdte meg egyetemi tanulma-
nyait a Jozsef Nddor Muszaki és Gazdasagtudomanyi
Egyetemen. Azért jelentkezett ide, mert mindenkép-
pen kutatdssal akart foglalkozni és abban az idében a
Pazmany Péter Tudomanyegyetemen a fizika tertile-
tén csak tanarképzés folyt. Utdlag visszatekintve meg-
dobbenhetiink azon, hogy 1942-1947-ig habora, ost-
rom ellenére az egyetemi oktatds ,gond” nélkil haladt

és jol képzett diakokat bocsatottak ki. Ez abbdl is
latszik, hogy Bay Zoltan, aki csak jo tanulokkal fog-
lalkozott, elfogadta doktori munkara és 1948 februar-
jaban fol is vette a Tungsram Kutatoba, ami akkor a
szilardtest-fizikai kutatasok kozpontja volt. Miutin
Bay Zoltan emigralt, Gergely Gyorgy doktori munka-
jat Szigeti Gyorgy vezetésével fejezte be lumineszcen-
cia témabol. A dolgozatot Simonyi Kdrolybiralta és az
olyan jo volt, hogy azt a Journal of the Optical Society
of America folyo6iratban lehetett kozolni.! Végzése
idején a Tungsram Kutatot atvette a Tavkozlési Kuta-
tointézet (TKD), és a {6 feladat a Bay Zoltan altal ko-
rabban inditott radarkutatas lett. Itt a képernydfejlesz-
tésben dolgozott, ami a fényemisszid alapkérdéseitsl
a radar, majd a televizios képcsovek gyartasaig huzo-
dott. Az alapkutatisban nagytisztasagi cink-szulfid
porok fényemisszidjanak kérdéseivel foglalkozott, és
a cink-szulfidos fényforrasok fejlesztésénél elérték a
fizikai hatart. A tudomanyos munka mindségét jelzi,
hogy cink-szulfid kutatasaibol akkor kozolt cikkeire
meég 2014-ben is voltak hivatkozdsok. Az alapkutatas

'Elolvashato: https://doi.org/10.1364/JOSA.40.000356
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