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Az elsõ részben a nagyfrekvenciás jelek terjedésének fi-
zikai alapjait mutattuk be. Legfontosabb ismeretek a táv-
íróegyenletek, a kábel hullámimpedanciája (Z0) és a ká-
belvégi lezáró impedancia (Zl) szerepének fontossága
voltak. Levezetés nélkül említettük, hogy a kábel végé-
rõl visszaverõdést kapunk, ha a lezáró impedancia nem
egyezik meg a kábel hullámipedanciájával, azaz Zl ≠ Z0.
Általános esetben a visszavert és a kábel végére érkezõ
hullámok amplitúdójának arányára fennáll:

ahol Γ a reflexiós tényezõ, U+/− a kábel vége felé hala-

(10)Γ =
U

U−

=
Zl − Z0

Zl Z0

,

dó/visszavert hullámok amplitúdója. E képlet leveze-
tésével a visszaverõdés fizikai okát is bemutatjuk.

A Zl komplex értéke mellett Γ is komplex, ami azt
fejezi ki, hogy a visszavert hullám fázisa nem többszö-
röse π-nek. Vegyük észre, hogy a két, korábban tár-
gyalt határesetben, azaz Zl = 0 és Zl = ∞, amikor is
maximális a reflexió π, illetve 0 fokos fázistolással
visszavert hullámmal. Értelemszerûen ezek a nagy
amplitúdójú, visszavert hullámok okozzák a korábban
bemutatott, kábel hossza menti állóhullámképet.

A (10) kifejezés a távíróegyenletekbõl származtat-
ható, cikkünk elsõ részében láttuk, hogy a

(11)

∂U (x, t )
∂x

= −L̃ ∂I (x, t )
∂t

,

∂I (x, t )
∂x

= −C̃ ∂U (x, t )
∂t

távíróegyenletek legáltalánosabb megoldása két, egy-
mással szemben haladó hullám. Úgy vegyük fel az x
koordinátát, hogy x = 0 a lezáráson legyen, és tekint-
sünk harmonikus hullámokat (a nem harmonikus eset
is hasonlóképpen kezelhetõ Fourier-sorfejtéssel). Erre
az esetre a (11) távíróegyenletek megoldásai két egy-
mással szemben terjedõ haladó hullám mind a feszült-
ségre, mind az áramra úgy, hogy a két iránybeli amp-
litúdók különbözõk:

és

(12)U (x ) = U0 e i(ω t k x) U −
0 e i(ω t − k x)

ahol és a lezárás felé, illetve attól távolodva

(13)I (x ) =
U0

Z0

e i(ω t k x) −
U −

0

Z0

e i(ω t − k x),

U0 U −
0

haladó hullám. Az áram kifejezésében vegyük észre a
második tag negatív elõjelét; visszahelyettesítéssel be-
láthatjuk, hogy ez kielégíti a távíróegyenleteket. Lát-
ható, hogy iránykomponensenként teljesül a feszültség
és az áram hányadosára a hullámimpedancia nagysága,
azonban a teljes feszültség és áramra nem.

Az U− amplitúdó nagyságát abból a peremfeltétel-
bõl kaphatjuk meg, hogy a megoldásnak teljesítenie
kell az

feltételt, azaz:

U (x = 0)
I (x = 0)

= Zl

amibõl a visszavert hullám amplitúdójára:

(14)Zl =
U0 U −

0

U0 − U −
0

Z0,

adódik.

(15)U −
0 =

Zl − Z0

Zl Z0

U0

Ebbõl közvetlenül kapjuk a korábbiakban beveze-
tett Γ reflexiós tényezõ, ami a (10) képlet szerinti
eredmény. Azt mondhatjuk tehát, hogy a kábel végén
fellépõ visszaverõdés a peremfeltétel következménye,
amennyiben a közegbeli hullámimpedancia nem azo-
nos a lezárás impedanciájával. Itt továbbra is jól mû-
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ködik a cikk elsõ részében bemutatott analógia a

5. ábra. Kapacitív és induktív elemeket tartalmazó áramkörök,
amelyek a kábel hullámimpedanciához egy adott frekvencián il-
leszthetõk. Ci, illetve Ch jelöli az impedanciaillesztõ és a frekvencia-
hangoló állítható, úgynevezett trimmer kondenzátorokat. R a te-
kercs ellenállását jelöli.
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R

L
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R

L

6. ábra. A szövegben tárgyalt áramkörben a párhuzamosan kap-
csolt induktivitás és a Ch hangoló kondenzátor eredõ Zpar impedan-
ciájának valós és képzetes része. Vegyük észre, hogy 10 MHz-en a
valós rész értéke 50 Ω, míg a képzetes rész nagysága pozitív.
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7. ábra. A bemutatott áramkörrõl történõ reflexiós tényezõ |Γ |
abszolút értéke a frekvencia függvényében a szövegben megadott
paraméterekkel a Ci három értékére: optimális (36 pF), annál kisebb
(20 pF), illetve nagyobb (65 pF). Utóbbi két esetet nevezik alul-,
illetve túlcsatolt esetnek is. Vegyük észre, hogy Ci optimális értéke
mellett a reflexió 0-vá válik egy adott frekvencián, míg egyébként
véges értékû marad.
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Fresnel-formulával, ami a különbözõ törésmutatójú
közegek határáról való visszaverõdést írja le.

A hullámimpedancia kapcsán látjuk, hogy bár –
ideális esetben (veszteség és szivárgásmentes kábel-
ben) – ez egy valós érték, de az impedancia elnevezés
használata mégis indokolt, hiszen itt nem egy valós
rezisztív tagról van szó. A továbbiakban a lezáró im-
pedancia szerepét vizsgáljuk, és megmutatjuk, hogy
ez adott frekvencián – még akkor is, ha csak induktív
és kapacitív elemekbõl állítjuk össze – valós értéket
vehet fel.

A lezáró impedancia

A kábelt lezáró impedancia megvalósításának egy ér-
dekes esetét mutatja az 5. ábra. Mindkét áramkör
sajátossága, hogy segítségükkel egy adott frekven-
cián valós 50 Ω impedanciájú lezárást lehet megvaló-
sítani, miközben jelentõs rezisztív elemet – a tekercs
ellenállásán kívül – nem tartalmaznak. Mindkettõt
alkalmazzák a gyakorlatban is, a magmágnesesrezo-
nancia-spektroszkópiában, az áramkör neve: rádió-
frekvenciás tároló áramkör (radiofrequency tank-
circuit ). A bal oldali ábrán mutatott áramkört hasz-
nálják ~100 MHz alatt, míg a jobb oldalit ~100 MHz
feletti frekvenciákon.2 Belátható, hogy a két áramkör

2 Ennek gyakorlati oka van: nagy frekvenciákon a bal oldali áram-
kör impedanciaillesztéséhez szükséges kapacitásérték 1 pF alatt
lenne, amit az elkerülhetetlenül jelen lévõ, úgynevezett szórt kapa-
citások dominálnak.

egymásba transzformálható, ezért bõvebben itt csak
az 5. ábra bal oldalán mutatott áramkör viselkedését
mutatjuk be.

Az ábrán feltüntettük a tekercs R ellenállását is, ami-
nek értéke 1 Ω alatt van (az érték frekvenciafüggõ),
konkrét nagysága az áramkör viselkedését számotte-
võen nem befolyásolja. Egy tipikus értékû, 1 μH in-
duktivitású vörösréztekercs (0,5 m hossz, 1 mm átmé-
rõjû, vörösréz fajlagos ellenállása ρ = 1,7×10−8 Ωm)
ellenállása 0 Hz-en mintegy 10 mΩ. Azonban 10 MHz-
en – az elektromágneses tér (szkineffektusból szárma-
zó) véges behatolási mélysége miatt – az áram csak a

huzal felületén, körülbelül 20 μm mélységig folyik,
emiatt a tekercs nagyfrekvenciás ellenállása 100 mΩ-ra
megy fel. Az áramkörben mindkét kondenzátort han-
golhatóként tüntettük fel, hasonló kondenzátorok
könnyedén beszerezhetõk, mivel a régebbi rádióké-
szülékek alapvetõ alkatrészét képezték.

A 6. ábra mutatja az áramkörben párhuzamosan
kapcsolt Ch és L eredõ Zpar impedanciájának valós és
képzetes részeit Ch = 217 pF, L = 1 μH és R = 1 Ω ese-
tére. Az áramkör ezen részére 10 MHz-en az impe-
dancia valós része 50 Ω, míg a képzetes rész nagy
pozitív értékû (433 Ω). Vegyük észre, hogy Zpar valós
részének maximuma van egy rezonanciafrekvencián,
ahol a képzetes rész eltûnik. A rezonanciafrekvenciá-
tól lejjebb az impedancia pozitív képzetes részét a
sorba kötött Ci = 36 pF-os kondenzátor (hiszen ennek
impedanciája tisztán képzetes, negatív elõjelû) kom-
penzálni tudja. Így el tudjuk érni azt, hogy ez az
áramkör valós 50 Ω impedanciát hozzon létre. A soros

A FIZIKA TANÍTÁSA 315



Ci kondenzátort illesztõnek nevezik, mivel ez gondos-

8. ábra. A kábelvégrõl történõ visszaverõdés esetén kapott Smith-
chart, a kör sugarának és a körív nevezetes pontjainak bejelölésé-
vel. Az ábrához tartozó kísérleti elrendezést is mutatjuk. A vízszintes
és függõleges tengelyek a sugár egységeiben vannak mérve.
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9. ábra. A reflexiós tényezõ valós és képzetes részei egymás függ-
vényében ábrázolva az 5.a ábrán mutatott áramkör esetére az im-
pedanciaillesztés három esetére. A körök paramétere a frekvencia,
aminek a határértékeit bejelöltük.
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kodik az áramkör impedanciaillesztésérõl, míg a pár-
huzamos Ch kondenzátor állítja, azaz hangolja az
áramkör munkafrekvenciáját.

Az áramkör egy érdekessége, hogy a Ch és R+ i Lω
közös felsõ kontaktusán nagyobb a feszültség, mint
az áramkörre adott kapocsfeszültség, a konkrét eset-
ben annak

szerese. Tehát az áramkör feszültség-feltranszformá-

433 i 50
50

≈ 9

torként viselkedik, pedig nem tartalmaz szokványos
transzformátorelemeket.

A 7. ábrán az 5.a ábra áramkörének |Γ | reflexiós
tényezõjét mutatjuk a frekvencia függvényében a Ci
illesztõ kondenzátor három értékére. Az optimálisan
beállított Ci érték mellett a reflexió nullává válik, míg
egyébként a reflexió véges értékû marad.

A Smith-chart

A Smith-chart egy gyakran használt grafikus segéd-
eszköz az áramkörök frekvenciafüggõ tulajdonságai-
nak vizsgálatára és a felmerülõ problémák szemléle-
tes megoldására. A Smith-charton többféle mennyiség

frekvenciafüggését is megjeleníthetjük, mint például
impedancia, admittancia, reflexiós tényezõ, állóhul-
lámarány stb.

Elsõ példaként egy l hosszúságú kábel végére érvé-
nyes reflexiós tényezõt mutatjuk:

A 8. ábrán a Zl lezáró ellenállással terhelt kábelvég-

(16)Γ =
Vvisszavert

Vbejövõ

.

rõl történõ visszaverõdés képzetes részét mutatjuk a va-
lós rész függvényében. A Smith-chart középppontja a
zérus reflexióhoz – amit csak Zl = Z0 esetén kapha-
tunk meg – tartozik. A kapott görbét fix frekvencia
mellett a kábel l hossza parametrizálja, nevezetes
pontjait, azaz amikor l a hullámhosszhoz képest meg-
adott értékeket vesz fel, bejelöltük az ábrán. A kör
sugara

itt a sugár elõjeles mennyiségként értendõ, tehát ne-

r =
ZL − Z0

ZL Z0

,

gatív elõjel esetén a Γ = 0 pontra tükrözõdik a kör. A
reflexiós tényezõ valós és képzetes részeit a kábel
végérõl visszavert jel – kiadott jelhez képesti – fázisá-
nak mérésével kaphatjuk meg.

Az 5. ábrán bemutatott áramkörrel történõ lezárás
esetére megadjuk a reflexiós tényezõre vonatkozó
Smith-chartot (9. ábra ). Ezt a görbét a frekvencia pa-
rametrizálja, az ábrán bejelöltük a 0 és az igen nagy
frekvenciák határeseteit. Az áramkör illesztettségé-
nek mértékét a görbe egy adott pontjának a Γ = 0
origótól vett távolsága mutatja. Az origón áthaladó,
optimálisan illesztett, illetve alul- és túlcsatolt áram-
körök görbéit is megadjuk. Adott áramkörre azért
hasznos a reflexiós tényezõbõl származtatható Smith-
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chart ábrázolása, mert így rögtön megállapítható,

10. ábra. A kábelvégi visszaverõdés megjelenítése oszcilloszkóppal. A kísérletekben 10 m
hosszú, 50 Ω-os, koaxiális kábelt használtunk, amelynek végét különbözõképpen zártuk
le. Egy másik kísérletben a kábelre 4 m után egy 25 Ω-os ellenállást tettünk, a végét pedig
lezáratlanul hagytuk.
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A kábelvégi visszaverõdés bemutatása
idõdoménben

A kábelvégi visszaverõdést a cikk elsõ részében a
kábel mentén kialakuló állóhullámok detektálásával
mutattuk be. Ezt a jelenséget azonban az idõdomén-
ben is kimutathatjuk. Ehhez olyan jelgenerátorra van
szükség, ami nagyon rövid impulzusokat tud elõállíta-
ni. Mi 20 ns-os impulzushosszat használtunk, amit 100
kHz-es frekvenciával ismételgettünk. Azt találtuk,
hogy ilyen rövid impulzushosszaknál nem tökélete-
sen éles impulzust, hanem inkább lekerekített sync -
jel jellegû alakokat figyelhetünk meg, amit általában
kis méretû hullámzások követnek. Az elsõ rész 4.
ábráján bemutatott elrendezést állítsuk össze: az im-
pulzusgenerátor kimenetét egy rövid koaxiális kábel-
lel kössük össze az oszcilloszkóp bemenetén lévõ
BNC „T”-csatlakozóval (az oszcilloszkóp bemenete
legyen nagy impedanciájú), a „T” másik oldalára pe-
dig egy minél hosszabb kábelt csatlakoztassunk (itt
mi 10 m-es kábelt használunk). Az oszcilloszkópot
célszerû a jelgenerátor kimenõ jeléhez triggerelni.

A hosszú kábel végére 50 Ω-os
lezárást, szakadást vagy rövidzárat
tehetünk. Ennek függvényében az
oszcilloszkópon a 10. ábrán bemu-
tatott jeleket figyelhetjük meg:
amennyiben a kábel végét 50 Ω-mal
zárjuk le, úgy nem kapunk vissza-
verõdést. Ha a hosszú kábel végén
szakadás vagy rövidzár van, úgy
visszaverõdést kapunk, ennek idõ-
késleltetése a pulzus visszaérkezési
idejéhez tartozik. Esetünkben ez
(20 m)/(0,65 c ) ≈ 100 ns, amit az
ábrán függõleges nyíllal jelöltünk.
Vegyük észre, hogy a rövidzárral
történõ lezárás esetén a visszavert
pulzus az odamenõ pulzushoz ké-
pest ellentétes irányú. Ez a labora-
tóriumban elvégezhetõ kísérlet a
kábelbeni véges fénysebesség –
annak kimérését is lehetõvé tevõ –
jó demonstrációja lehet, vagy a ká-
belbeni fénysebesség ismeretében
a kábel hosszának mérését teszi
lehetõvé.

Egy másik kísérletben azt is bemutathatjuk, hogy
a kábel esetleges sérülése esetén milyen eredményt
kapunk. Ehhez a 10 m-es kábelt 4 és 6 m-es kábe-
lekbõl raktuk össze, az illesztéshez egy BNC „T”-
csatlakozót használva. Amennyiben 4 m után szaka-
dás van a kábelben, a 10. ábrán látható módon visz-
szaverõdést kapunk, amelynek idõkésleltetése a ki-
sebb hossznak felel meg. Amennyiben a 4 m-es
pontra egy 25 Ω-os lezárást teszünk, a kábel 10 m-es
végén pedig szakadás van, úgy a 4 m-es ponttól visz-
szaverõdést kapunk (ez a jel lefelé áll, ami mutatja,
hogy 50 Ω-nál kisebb ellenállás van itt), de a 10 m-es
ponttól egy pozitív feszültségû visszaverõdést is ka-
punk, ami pedig szakadásra utal. Ez a kísérletsoro-
zat azt demonstrálja, hogy egy kábelrendszer vala-
milyen sérülésére – azaz olyan pontok jelenlétére,
ahol a kábelbeni hullámimpedancia lokálisan meg-
változik – miként lehet következtetni. Kémtörténe-
tekben erre a fajta mérésre szoktak utalni, mint
olyan módszerre, ami a kábelen történõ lehallgatást
felderítheti, hiszen bármilyen lokális beavatkozás
nyomot hagy egy vezetéken.
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