p falra vetitett kép
lyuk mérete (L=375m)
15 mm x 1,5 mm
1 mm x 1,5 mm
—lcm
17. abra

fehér, a Vénusz apro korlapja fekete lenne a képen. Az
1 mm X 1,5 mm-es rés altal alkotott ernySképet (a 77.
abra tablazatanak jobb als6 képét) elemezve azt kap-
tam, hogy a Vénuszt jelképezs apro, elmosodott folt
intenzitasmaximuma 25%-a a Napkorong intenzitasa-
nak, azaz nem fekete, hanem sotétszirke. A lyuk altal
alkotott kép a Vénusz esetében tehat nem volt tokéle-
tesen kontrasztos, de azért jol ki lehetett venni. A kon-
voltcids integrilbol adodo elkertlhetetlen effektus,
hogy ha még kisebb objektum kuszik be a Nap elé,
akkor a kép kontrasztja még rosszabb lesz. Ilyen tipusta
latvinynal tehidt elsGsorban a rossz kontraszt szab
korlatot a lyukkameras megfigyeléseknek, amint azt a
Merkur példajan mindjart latni fogjuk.

A Merkur-atvonulasok joval gyakoribbak, mint a
Vénusz Nap eldtti elhaladasai (a legkozelebbi 2016.
majus 9-én lesz), és éppen ebbdl a gyakorisighdl ered
legf6ébb tudomanytorténeti jelentdséglik. A Merkur
pozicidja ugyanis ilyen atvonulasok alkalmaval mérhe-
t6 a legpontosabban. A viszonylag gyakori atvonulasok
elegend6 mérési adatot szolgaltattak a 19. szizadban a
zsenialis Le Verrier-nek, hogy a Merkiar perihélium-
elforduldsit rendkiviili pontossiggal kiszimolja. Igy
dertlt fény arra a kicsiny, ~43”/évszazad mértékd elfor-

A ZSONGLORKODES FIZIKAJA

Motto: ,Meggy6z6désem, hogy a tudomany szakmak-
ra, szaktertletekre valo felosztasa az osztilyozo em-
beri elme ugyan sziikségszerd, de mesterséges termé-
ke. A természet nem ismeri az ilyen szakositast.”
Szalay Sandor

A matematika csupan szamokkal val6 zsonglérkddeés, a
fizika képletekkel valo biivészkedés, a kémia meg csak
kémcsovekben vald kotyvasztas — hangoztatjak a gon-
dolkodni restek. E mondas a zsonglérkodést a matema-
tikihoz koti. Amennyiben néhany 6sszeadas és kivonas
maga a matematika, annyiban ezt a felfogast erdsiti az
alabbi [1]-bdl vett feladat és annak megoldasa is.

F.60. Jani és Juliska édesapja szomortian bandu-
kolt haza, ugyanis nem tudott venni egyebet, mint

A FIZIKA TANITASA

lyuk mérete kiy'etitett kép
(L=4m)
1 mm x 1 mm o
— 1lcm
18. dbra

dulasjarulékra, amely Einstein altalanos relativitaselmé-
letének megjelenéséig vart az elméleti magyarazatra.

MegfigyelhetSk-e a Merkur-atvonulasok lyukkame-
raval? Ez a bolygo kisebb, és tavolabb is van téliink,
mint a Vénusz, igy a latsz6 szogatmérdje még akkor is
nagyon Kicsi (€4, = 5107 rad), amikor a legkoze-
lebb van a Foldhoz (mint példdul Merkar-dtvonulas-
kor). A 18. dabra jobb oldali képe mutatja, milyen lat-
vanyt nyujt a Nap elé bektsz6 Merkar apro, szinte
pontszerd korongja, tokéletes leképezés esetén. Eb-
bdl az f(x,y) figgvénybdl — 1 mm x 1 mm-es négyzet
alaka lyukat és 4 m-es ernyGtavolsagot feltételezve —
az (1) konvolici6s integral a 18. dbrdan lathatd képet
szolgaltatja. A kiszamolt ernySképen fekete nyillal jel-
zem a Merkur nagyon vilagos sziirke, ezért gyakorlati-
lag kivehetetlen képének helyét. A képet elemezve
kidertl, hogy az erny6n a Merkur foltjanak intenzitisa
94%, azaz a fehér hattértdl alig megktilonboztethetd.
Megallapithato tehat, hogy — bar mindenképpen érde-
mes a 2016-os Merkir-adtvonulast figyelemmel kovet-
ni, és kozben a téridé gorbiltségén elmélkedni — erre
a megfigyelésre sajnos a lyukkamera nem latszik al-
kalmasnak. Tavcsével kivetitve azonban tovabbra is
kontrasztos képet kaphatunk, mint azt az interneten
fellelhets, korabbi Merkur-atvonulasokrol késziilt
fényképek tanusitjak. Kartonpapiros-lyukkameras ki-
sérleteinket pedig folytathatjuk a 2022. oktober 25-i
napfogyatkozaskor.

Varga Janos
Székesfehérvar

két darab tojast. Egy olyan régi fahidboz ért, amelyre
ki volt irva, hogy 70 kg-ndl nagyobb tomeget nem bir
el. Elgondolkozott a jo dreg:

— En pontosan 69,950 kg témegii vagyok, a tojd-
sok meg egyenként 50 g t16megiiek. Még ezt a két lo-
jast sem tudom épségben bazavinni gyermekeimnek —
btislakodott szomortan.

Hamarosan azonban menté otlete tamadlt, és épen
bazavitte a két tojast anélkiil, hogy a bid leszakadl
volna. Pontosan egyszer bhaladt dat a bidon, és senki
sem segitett neki. Vajon hogy tette ezt?

Az egyik fizikadrin tanitvanyaimnak én is felad-
tam a fenti példat, mert alkalmasnak talaltam az on-
allo tanuloi kutatdsra, szdamoldsra és mérésre, amin
az egész osztaly egytitt gondolkozhat és dolgozhat,
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arra, hogy tanarként  felilrSl nézve és a hattérbdl ira-
nyitva” figyelhessem tanitvinyaim munkdjat, ki ho-
gyan kozeliti meg a problémat, milyen gondolkodas-
modot alkalmaz. En magam csupdn, mint moderator
probaltam koézremikodni, a ,brain storming” (6tlet-
roham) moédszert alkalmazva.

Otletek a jozan ész jegyében

Mintegy megérezve a feladatban 1évé jatékossagot,
tanitvanyaim elSszor a mindennapi logikat hasznal-
tak. Szinte zaporoztak az Otletesebbnél oOtletesebb
javaslatok. Volt, aki azt javasolta, hogy az apa vagjon
le a hajabol annyit, mint a két tojas tomege, masok
valamilyen ruhadarabt6l — példaul kabat stb. — akar-
tak megszabaditani, vagy azt javasoltak, hogy dobja at
a folyon a cipdit, és mivel azok biztosan nehezebbek,
mint egy tojas, igy mezitlab a két tojassal a hid lesza-
kadasanak veszélye nélkil konnyedén at tud menni a
hidon. Bir a feladat eredeti kiirdsa nem tartalmaz a
hid teherbiré képességénél tobb megkotést, kozosen
megegyeztiink, hogy noha ezek nem tal rossz javasla-
tok, probaljuk egy kicsit kortltekintébben vizsgalni a
feladatot.

Szamoldsos megkozelités

Ez nyilvinvaléan nem egy absztrakt matematikai
probléma, de a matematika segit az attekintheté meg-
fogalmazasban, a kérdés megvalaszolasaban. Szamol-
junk egy kicsit! — probaltam mas ttra terelni az osz-
talyt. Ekkor azonnal rajottek, hogy csak egy tojas le-
het nala, és azt at is tudna vinni, utdna pedig vissza-
jonne a masikért. Igen am, de a feladat szerint csak
egyszer haladhat at a hidon — dbranditottam ki a meg-
oldokat. Hat, akkor nincs megoldas — vilaszoltak ko-
rusban. Hol lehet még a tojas, ha nem az embernél? —
probalkoztam egy sugalmazo kérdéssel. Ekkor valaki
rajott, hogy egy tojasnak mindig a levegében kellene
lennie. Es ez hogyan lehetséges? — probiltam tovabb-
lenditeni. Ekkor mar tdbben rajottek, hogy felvaltva
kell dobdlni a tojdsokat.

Vagyis kozosen felfedeztik a bivatkozott folyoirat
megfejtését: ,Egy kis humorral és az apuka részérdl
egy kis kézligyességgel, tgy jar el, mint a cirkuszban:
amig a hidon halad at, felvaltva fel-fel dobja (és per-
sze ki is fogja) az egyik tojast (zsonglérkédik), igy a
kezében mindig csak egy 50 g-os tojas van, és a
69,950 kg sajit tomegével éppen 70 kg »halad at« a
hidon.” [1] Az elsé6 olvasasra otletesnek tiné megolda-
son fellelkestlilve azonban ne probaljunk meg azonnal
atmenni a hidon!

Mi lenne, ha most ellenériznénk a megoldast ugy,
mint matekoran, ,visszahelyettesitenénk a valésagba”,
vagyis az egészet eljatszanank két almaval, és kozben
mérnék az almadobald sulyat? — javasoltam ismét.
Irdny a szertar és mar el is kertilt egy mérleg. Akinél
volt alma az végezte a kisérletet. E16sz6r megmértiik a
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kisérlet végrehajtd tanuld sulyat alma nélktl, majd
kilon az alma sulyat. Ezt kovetSen jott a kisérlet, és
argus szemekkel figyeltik, hogy mit mutat a mérleg
mikodzben dobja az almit. A varatlan eredmény min-
denkit megdobbentett, mert a mérleg 4 kg-mal muta-
tott tobbet. Ez pedig nyilvinvaléan tobb mint egy
alma stlyanak megfelelS tomeg. Ezt tobbszor is meg-
ismételtiik, mert tobben nem akartak elhinni.

Fizikai megkozelités

Tobben megjegyezték, hogy a mozgas miatt van az
egész, hogy itt most van t6meg (alma), eré (amivel az
almat feldobjuk), akkor a jo 6reg Newton szerint kell,
hogy legyen gyorsulas is. Vagyis ez mar a fizika teru-
lete és ebben a feladatban — nyilvdn a megoldasban is
— b&ven van fizika, hasznalhatjuk a fizikai gondolko-
dasmodot.

Ezutan kovetkezett a feldobas fazisainak ko6zos
elemzése, majd az egyenletek felirasa, azok megolda-
sa, ahol bizony elkelt egy kis taniri segitség. Osszes-
ségében az alabbi megoldasra jutottunk.

Jancsi és Juliska édesapja nem vette figyelembe a
természet (jelen esetben a fizika) torvényeit, ezért ha
a fent leirt megoldas szerint jar el, akkor bizony a hid
azonnal leszakad alatta. Miért?

Ahhoz, hogy az apa a tojast fligg6legesen feldobja,
azt fel kell gyorsitani valamilyen sebességre. Ehhez
fuggdleges, felfelé iranyulo ,toloerét” kell kifejtenie.
A hatds-ellenbatds térvénye miatt az er6k mindig pa-
rosaval lépnek fel, igy ugyanilyen nagysagu, de ellen-
tétes (lefelé iranyuld) erd is keletkezni fog, ami a kéz-
re hat, igy ennyivel megnovekszik az apa salya, de
mivel a hid semmilyen tobbletterhelést nem bir el,
természetesen le fog szakadni.

Vizsgaljuk meg, hogy mennyivel novekszik a su-
lyunk, mikozben feldobjuk a keziinkben 1évs tojast
vagy barmilyen targyat!

Az 1. dbra a tojasfeldobas fizisait mutatja, ahol Fa
tojasra kifejtett tolders”, G, a tojas/test sulya (ponto-
san: a tojasra hato nehézségi erd), s,, a tojis gyorsi-
tasi/lassitasi Gthossza (ezalatt hat ra az F erd), s, a
tojas emelkedési/esési Githossza (a gyorsitas megszin-
tének pozicidjatdl szamitva).

A szabadesés t6rvényei alapjan az s, magassagbol
elejtett test esetén

s = 82 (D
¢ 2

illetve
v=gt 2

ahol t a repiilés/zuhanis ideje. A (2) egyenletbdl ¢-t
kifejezve és (1)-be behelyettesitve, majd az egyenletet
rendezve

2gs,= v (3
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1. abra. A tojasfeldobas fazisai.
A munkatétel alapjan a gyorsitasi szakaszra viszont
irhato, hogy az F,, gyorsito er6 munkaja egyenlS a

mozgasi energia megvaltozasaval, azaz

Fs =Y €

(3)-at (4)-be behelyettesitve, majd F,-t kifejezve

N N
ng = 5_ mg = 5_ Gz’ )

8 g

ahol m,g = G,a feldobott test silya.

A testet ténylegesen gyorsitd eré az eredd erd, a
testre kifejtett felfelé mutatd F toloerd és a test sulya
kozott az alabbi 6sszeftiggés all fenn.

F, =F-G,. ©
& [
Ebbe (5)-6t behelyettesitve, F-re az alabbi 6sszeflig-
gés adodik.

F= 1+58G @)

e

N
8

Stalyunk tehat éppen ezzel megegyezs értékkel, de az
F-fel ellentétes irdnyu, lefelé mutatd ugynevezett
reakci6 er$ nagysagaval novekszik. A AG stlynoveke-
dés tehat a feldobott test sulyanak (se/sgl,)—szeresével
egyenld.

s
G+AG=|1+22]|G. ®
N
o
Igy a zsonglérkodés egy 4, eddig nem publikalt 4lta-
lanos Osszefliggéséhez jutottunk, és kozosen ortltiink
az (j felfedezésnek.
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Természetesen a test elkapasakor ugyanekkora lesz
a sulynovekedésiink, feltéve, ha az esési, illetve lassi-
tasi Uthosszak megegyeznek az emelkedési, illetve
gyorsitasi Gthosszakkal.

Ezt kovetSen az osztaly egyik zsonglérkodni tudo ta-
nuldja segitségével — a tanarnak is jol jon néha egy kis
tanuloi segitség! — tojas helyett almaval végeztink ki-
sérletet, err6l videofelvételt készitve, majd a videot
visszajatszva és a tavolsagokat lemérve, az alma helyett
a tojas tomegével szimolva az alibbi értékek adodtak:
Sy =10 cm, s, =40 cm, m, = 50 g = 0,05 kg; ekkor

G = m,g=005-10 = 05 N,

40
AG 0 0,5=4-0,5=2N.

Igy a 69,950 kg tomegt apa eredeti 699,5 N stlya a
tojas feldobasakor 699,5+2,5 = 702 N lesz, ezt a 700 N
teherbirasu fahid nem fogja elbirni, igy az minden-
képpen leszakad. A problémat tovabb elemezve rajot-
tink, hogy sajnos a helyzet még ennél is rosszabb.
Eddig ugyanis figyelmen kiviil hagytuk, hogy az alma
vagy tojas feldobasakor még az almanal joval na-
gyobb tomegt keziinket is gyorsitani kell, ami szintén
sulynovekedést okoz — nem véletlentll mutatott 4 kg-
mal tobbet a mérleg az elsG probadobidsnil. (Pontos
szamitasnal tehat ezt is figyelembe kell venni.)

Igy tehat azt gondolhatnink, hogy az apinak csak
egyetlen lehetGsége marad: dobdlas nélkil, egyen-
ként atvinni a tojasokat a hidon, mert igy a tomege
egy tojassal egytitt éppen 70 kg, ami megegyezik a
hid teherbirasaval. Sajnos a fizika megint kozbeszol,
ugyanis a normal jards kozben — és ezt eddig nem is
vettik figyelembe! — a tojas és a testiink stlypontja le-
fol jar, rdadasul a nem kis tomegu labainkat is emel-
getni (gyorsitani, lassitani) kell, igy sulyunk ezek
miatt is olyan mértékben megnovekszik, hogy valoja-
ban tojas nélkil sem tudnank dtmenni a 70 kg teher-
birast hidon.

Ez a feladat tehat jo6 példa arra, hogy a valésagban
(a természetben) a jelenségek nincsenek tudomanyte-
ruletek szerint szétvalasztva, ezt csak az emberi elme
teszi azért, hogy egy bonyolultabb jelenséget tobb
szempontbol vizsgalva konnyebben megértsiink.

A technika és a muszaki tudominyok fejlédése
napjainkban a fizika mély ismeretét igényli a késSb-
biekben e tertiletekre kertil6 tehetséges tanuloktol,
akik a fizikai ismeretanyagot kell6 szakértelemmel
tudjak osszekapcsolni a természet- és muszaki tudo-
manyok tobbi tertletével.

A zsonglorkddes sokak szamara csak bohockodas,
amolyan cirkuszi produkcio: tinyértancoltatds, ropko-
dé labdak és buzogianyok. Torténete a tivoli maltban
kezdédott. A legésibb dokumentalt emlék kozel
négyezer éves: egy zsongléroket abrazol6 egyiptomi
sirkamrarajz a KozépsS Kirdlysag idejébdl. James
Cook kapitiny felfedezései nyoman pedig azt a meg-
lepS tényt jegyezték fel, hogy Tonga szigetén a lea-
nyok mindegyike tudott zsonglSrkoddni, esetenként
hat labdival is. A matematikus szdmara persze a
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zsonglorkodés — mint sok minden a viligon — izgal-
mas matematikai feladvany, nagyon is komoly dolog.
Barmily meglepd, a ma ismert zsonglérmutatvanyok
egy részét matematikusok -talaltak fel, nem pedig
cirkuszi mutatvanyosok. 1972-ben a Nemzetkozi
ZsonglGrszovetség elndke az a Ronald L. Grabam
volt, aki a Magyar Tudomanyos Akadémia Tiszteleti
tagja, 1993-ban az Amerikai Matematikai Tarsulat el-
noke, Erddos Pal jo baratja, akivel 30 ko6zos publika-
ciojuk jelent meg.” (2]

Mint a [2] cikk — amelynek elolvasasat szintén ajan-
lom — is ramutat, a zsonglérkodés a matematikanak is
komoly vizsgalati/kutatasi tertlete. Ugyanakkor fizi-
kai szempontb6l is sok érdekeset tudtunk mondani

réla, raadasul fizikadran egy mérlegre allva, még ha
nem is zsonglérkodve — mert még két almaval sem
olyan konnyl zsonglérkodi — de egyszerlen csak
egy almat feldobva és elkapva, a fenti megallapitaso-
kat egyszerl sulyméréssel igazolhatjuk, ami igen
meggy6z6 lehet a tanulok szamara, ravilagitva arra,
hogy ezt a tevékenységet még mélyebben vizsgalhat-
nank, mint ahogyan a fentiekben tettik.
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LISSAJOUS-GORBEK ELOALLITASA FERDESZOGU
REZGESEK EGYMASRA TEVODESEVEL

Lissajous-gorbék

Ismeretes, hogy a Lissajous-gorbék merdleges rezge-
sek egymasra tevédéseként jonnek létre. A rezgések
amplitadojat, frekvencidjat, illetve kezddéfazisat val-
toztatva kiilonbozé méretd és alaka latvanyos gorbé-
ket, alakzatokat kapunk.

A GeoGebra (ingyen letolthetd) szamitogépes prog-
ram segitségével a Lissajous-gorbe a két rezgés egy-
masra tevédésének nyomvonalaként jon 1étre.

Az 1. és 2. abrakon lathatoé P pont helyzetét meg-
hatarozo p vektor a p, és a p, vektorok Osszege. A p,
és p, vektorok hosszat €s iranyitasat a

D, = Ajcos(2m fi 1) = Alsin(2nf1t+% +(pl)

1. abra. f. f; = 1:1 rezgésszamaranyu Lissajous-gorbe.

Inczeffy Szabolcs Zsombor
Ocsai Bolyai Janos Gimnazium

D, = Asin(2T [+ ¢,)

rezgés (kitérés) egyenletek hatirozzdk meg. Ahol 4, és
A, a rezgések legnagyobb kitérését, f; és f, a rezgéssza-
mokat, taz idét, @, és @, a kezdsfazisokat jelolik.

A p vektor nagysagat Pitagorasz tételével a

p =D+

Osszefliggésbdl szamolhatjuk ki, mig iranyat a

tg(p=% :>(p=arctg&

1 1

képlettel hatarozhatjuk meg!

2. dbra. . f, = 5:3 rezgésszamaranyu Lissajous-gorbe.
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