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8. ábra. A visszavert fény I intenzitása (%-ban) merôlegesen (folytonos
vonal) és párhuzamosan (szaggatott vonal) polarizált vörös színû fény-
re a β törôszög (fokokban mérve) függvényében. A függôleges vonal a
görbék értelmezési tartományának határát, a teljes visszaverôdés αh

határszögét jelöli.
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A SZIVÁRVÁNY FIZIKÁJA – II.

Az egyenletek, ábrák, táblázatok és irodalom számozása a többi részek-
ben lévôkre való egyértelmû hivatkozás érdekében folyamatos.

Az esôcseppek fényszórási jelenségei

Cserti József
Eötvös Loránd Tudományegyetem,

Komplex Rendszerek Fizikája Tanszék

A szivárvány és a fény hullámtermészete

Közismert a fény két alapvetô, a fény transzverzális hul-
lámtermészetébôl fakadó tulajdonsága. Az egyik a fény
polarizációja, a másik az interferenciaképessége. A szi-
várvány jelenségének jobb megértésében nem tekinthe-
tünk el a fénynek e két tulajdonságától. Történeti szem-
pontból ezen a téren az elsô elôrelépés a csodagyerek
Thomas Young nevéhez fûzôdik, aki a szivárványnak a
fénysugarak interferenciájára épülô elméletét 1804-ben
dolgozta ki. Röviddel ezután, 1808-ban a francia Étienne-
Louis Malus mérnöknek, és tôle függetlenül 1815-ben az
angol David Brewsternek a polarizációval kapcsolatos
megfigyelései rámutattak Young elméletének hiányossá-
gaira. A polarizáció jelenségét késôbb Augustin-Jean
Fresnel is tanulmányozta, és ô közölte 1817-ben a róla
elnevezett Fresnel-formulákat. A Young-elmélet döntô
cáfolatát végül 1838-ban Airy adta meg, aki a szivárványt
elhajlási (diffrakciós) jelenségként értelmezte. Minden-
esetre, Young úttörô szerepe vitathatatlan, hiszen a New-
ton óta kialakult vitában, miszerint a fény részecske- vagy
hullámtermészetû-e, az ô munkássága meghatározó je-
lentôségûnek számított. A kérdésrôl kitûnô történeti átte-
kintés található Simonyi könyvében [5]. Ugyanakkor, az
Airy-elmélet sem tartalmazta a fény polarizációját, és a
késôbbi kutatások alapján kiderült elméletének közelítô
jellege és érvényességi határa is.

Ebben a fejezetben a szivárvány jelenségében a polari-
záció szerepét tekintjük át, majd a hazai irodalomban
kevéssé ismert Young- és Airy-elmélet alapjait ismertet-
jük, és szólunk azok hiányosságairól is. Talán elfogultság
nélkül állíthatjuk, hogy Young és különösen Airy elméle-
te tudománytörténetileg is nagyszerû szellemi teljesít-
ménynek tekinthetô, és így azok részletesebb bemutatása
nem hiábavaló.

A polarizáció

A fény egyik fontos jellemzôje a polarizáció. A fény
transzverzális hullám, melyben mind az elektromos,
mind a mágneses tér merôleges a fény terjedésének irá-
nyára. Egy törôfelületre érkezô fénysugár elektromos
térerôssége mindig felbontható a beesési síkkal párhuza-

mos és arra merôleges komponensre. Általánosan a fény
e két független polarizáció „keveréke”. Például a nap-
fényben a kétféle polarizáció egyenlô mértékben, vélet-
lenszerûen van jelen, ezt polarizálatlan vagy „természe-
tes” fénynek is szokás nevezni. A visszavert fénysugár
intenzitása a párhuzamosan és merôlegesen polarizált
fényre a Fresnel-formulák alapján (lásd pl. [16, 17]):

(11)I = I0
tg2 (α β )
tg2 (α β )

,

ahol és a bejövô fény intenzitása párhuzamosan,

(12)I⊥ = I⊥
0

sin2 (α β )
sin2 (α β )

,

I0 I⊥
0

illetve merôlegesen polarizált fényre, α és β pedig a be-
esési és a törési szög, melyek teljesítik az (1) Snellius–
Descartes-törvényt. A 8. ábra mutatja a visszavert fény
intenzitását β függvényében a kétféle polarizációnál. Az
ábrán látható, hogy párhuzamosan polarizált fény ese-
tén a visszavert fény intenzitása egy bizonyos βB szög-
nél zérussá válik. Ennek oka, hogy a (11) képlet neve-
zôje végtelen, ha α +β = π/2. Felhasználva az (1) Snelli-
us–Descartes-törvényt azt kapjuk, hogy a βB = arcctgn
Brewster-szögnél lesz a visszaverôdô párhuzamosan po-
larizált fény intenzitása zérus. A három alapszínre a
Brewster-szög: βB = 36,9° (kék), 36,8° (zöld), 36,7°
(vörös).
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Az 1. táblázatban megadott törésmutatók alapján a

9. ábra. A két fénysugár az útkülönbség miatt interferál. Az ábra szerinti
fénysugarak pályáját a vörös fényre vonatkozó törésmutatóval és θ = 146°
szórási szöggel számoltuk.

teljes visszaverôdés kék, zöld és vörös színeknek megfe-
lelô határszögei: αh = arcsin (1/n ) = 48,8°, 48,5°, 48,3°. A
3. ábra szerinti β szög Cartesius-sugármenetre és fôszi-
várványra a három színnek megfelelôen rendre a β2 =
40,4° (kék), 40,1° (zöld), 39,8° (vörös) értékeket veszi fel
(a 2-es index p = 2-re utal). Innen látszik, hogy egyik eset-
ben sem lép fel teljes visszaverôdés a vízcsepp határán.
Hasonló a helyzet mellékszivárványra is, ekkor a három
alapszínre β3 = 45,6° (kék), 45,4° (zöld), 45,1° (vörös).
Mivel a vízcseppen belül nincs teljes visszaverôdés, az
észlelt kilépô fény intenzitása jelentôsen lecsökken a bejö-
vôhöz képest. Látható, hogy a β2 szög Cartesius-sugárme-
netre és fôszivárványra közel esik a fenti Brewster-szögek-
hez. Így a párhuzamosan polarizált fény intenzitása jóval
kisebb a merôlegesen polarizálthoz képest.

A vízcseppbôl kilépô fényben a kétfajta polarizáció ará-
nyát meghatározhatjuk például a polarizálatlan napfény
esetében. Feltehetjük, hogy a bejövô egységnyi intenzitá-
sú fényben a párhuzamosan és merôlegesen polarizált
rész intenzitása azonos. A (11) és (12) Fresnel-formulákat
használva a fénynek a vízcsepp felületén való törése, p−1
számú visszaverôdése, és ismételt fénytörése után a kilépô
fény intenzitásának aránya a bejövôhöz képest:

A képletek alapján Cartesius-sugármenet és fôszivárvány

(13)

I = I I⊥, ahol

I = 







1 tg2 (α β )
tg2 (α β )

2 







tg2 (α β )
tg2 (α β )

p 1

,

I⊥ = 







1 sin2 (α β )
sin2 (α β )

2 







sin2 (α β )
sin2 (α β )

p 1

.

esetén merôlegesen polarizált fényre a kilépô és belépô
fénysugár intenzitásának aránya körülbelül 9%, míg pár-
huzamosan polarizált fényre ez az érték 0,4%. Így a szi-
várványból szemünkbe gyakorlatilag csak merôlegesen
polarizált fénysugarak érkeznek. Egy lineáris polárszûrôn
keresztül nézve a szivárvány egy-egy szakasza eltûnik, ha
a polárszûrôt 90°-kal elforgatjuk.

A szivárvány polarizációs sajátságainak mérése megle-
hetôsen függ a szerencsétôl, mivel a tünemény észlelhe-
tôsége megjósolhatatlan. Egy szivárvány fölbukkanásakor
általában nincs kéznél polariméter, mikor pedig van ná-
lunk polariméter, akkor meg többnyire nincs szivárvány.
Így szabályosan vadászni kell rá, miközben magunkkal
hurcoljuk a polariméterünket. Ez az oka annak, hogy
csak 2003-ban sikerült elôször képalkotó „polariméter-
végre” kapni egy szivárványt [18, 19], amikor 180° látó-
szögû képalkotó polarimetriával elkészült egy tengerparti
kettôs ívû (fô és mellék) szivárvány polarizációs mintáza-
ta a spektrum vörös, zöld és kék tartományában. Ennek
elemzésével számos korábbi számítás helyességét lehe-
tett „látványosan” igazolni.

A szivárványból a szemünkbe érkezô fény intenzitásá-
nak szögfüggéséhez a differenciális hatáskeresztmetszetet
meg kell szorozni a (13) polarizációs tényezôvel. Ugyan-
akkor a szivárványnak a (8) képlettel adott szöge változat-
lan, hiszen a differenciális hatáskeresztmetszet szingulari-
tásának helyét a polarizációs tényezô nem módosítja.

A vízcseppbôl kilépô fény intenzitása a (13) szerinti
polarizációs tényezô miatt hatványszerûen csökken p nö-
velésével. Ezért a természetben a magasabb rendû szivár-
ványokat (p > 3) nehezen figyelhetjük meg. Ráadásul az
égbolt hátterének fénye, illetve a vízcsepp felületérôl köz-
vetlenül (p = 0) és a vízcseppen áthaladó (p = 1) fény in-
tenzitása is elnyomja a magasabb rendû szivárványok in-
tenzitását. A Descartes-féle intenzitásfüggvényt illetôen to-
vábbi részletek találhatók például Walker cikkében [14].

Járulékos szivárvány: Young-elmélet

A bevezetôben említettük, hogy idônként a fôszivárvány
belsô köríve alatt járulékos szivárványt is megfigyelhetünk.
Mivel nagyon ritkán láthatunk hasonló járulékos köríveket
mellékszivárványban, csak a fôszivárvánnyal kapcsolatos
jelenséget vizsgáljuk. Elsôként Thomas Young, 1804-ben
adott magyarázatot a járulékos szivárványra. Sajnos Young
elméletébôl kapott intenzitás szögfüggése nincs összhang-
ban a megfigyelésekkel. Errôl a késôbbiekben részletesen
szólunk. Ennek ellenére, a járulékos szivárvány alapvetôen
csak az interferenciák figyelembevételével magyarázható.
Young eredményei, illetve azok fogyatékossága alapvetô-
en befolyásolták a szivárvány jelenségének, és az egész
optika kutatási irányvonalát. Ezért ebben a részben röviden
vázoljuk Young elméletének lényegét.

Korábban láttuk, hogy adott θ szórási szöghöz két kü-
lönbözô ütközési paraméter tartozik, ha θc ≤ θ ≤ θ*, 6.
ábra. Jelöljük ezt a két, θ szögtôl függô, ütközési paramé-
tert bA -val, illetve bB -vel! Ezek a b (θ) inverz függvény két
ágához tartozó értékek. E két ütközési paraméterrel bejö-
vô párhuzamos fénysugarak a vízcseppbôl ismét párhuza-
mosan lépnek ki, hiszen mindkét fénysugárnak a szórási
szöge θ. A 9. ábra két ilyen fénysugár menetét mutatja. Az
ábrából látható, hogy a két fénysugár egy pontban verô-
dik vissza a vízcsepp felületérôl. Valóban, a 3. ábra alap-
ján könnyû belátni, hogy ezen a ponton és a kör közép-
pontján átmenô egyenes a bejövô (vízszintes) fénysugárral
2β−α = (π−θ) /2 szöget zár be. Mivel a két fénysugárra a
θ szög azonos, a két fénysugár visszaverôdése a vízcsepp
ugyanazon pontján történik. Kiszámíthatjuk e két fénysu-
gár közti optikai útkülönbséget is, azaz a bA és bB ütközési
paraméterektôl függô valóságos útkülönbségek és a víz-
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csepp törésmutatójának szorzatát. A 9. ábra alapján egy-

10. ábra. Az interferáló fénysugarak intenzitása θ függvényében vörös,
zöld és kék színekre (az elsô maximum hely egybeesik a Descartes-
elmélet által megadott irányokkal). Az egyes színek hullámhosszait
rendre 650, 520 és 430 nm-nek, míg a vízcsepp sugarát R = 0,05 mm-
nek vettük. A törésmutatók az 1. ábránál találhatók. Az intenzitás I0
egységekben van megadva.
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11. ábra. A kezdeti AB egyenes alakú hullámfront két különbözô idô-
pillanatra kiszámított alakja: a görbült A1C1B1 és A2C2B2 hullámfrontok
(az A1 pont egybeesik az A ponttal). Az A ′B ′ hullámfront egy látszóla-
gos front, a szaggatott vonalakkal jelölt sugarak hullámfrontja. Az
A1C1B1 hullámfront P1 pontja az AB hullámfront egy tetszôleges P pont-
jának felel meg. A D és D ′ pontokon átmenô vastag vonal a Cartesius-
sugármenetet jelöli.

D

B

P

A1A2 A

P1

B2
B1

C1

C2

D�

B�

A�

szerû geometriai megfontolásokkal adott θ szórási szög
mellett a d optikai útkülönbségre a következôt kapjuk:

ahol bA (θ) és bB (θ) a (10) egyenlet pozitív megoldásai

(14)
d (θ) = 2R 2 n 2 b 2

A (θ) 2 n 2 b 2
B (θ)

1 b 2
A (θ) 1 b 2

B (θ) ,

adott θ mellett. A fenti kifejezésben az elsô két tag a víz-
cseppben, míg az utolsó két tag a levegôben haladó
fénysugarak közti optikai útkülönbséget adja. A két fény-
sugár útkülönbségébôl adódó interferenciaképben az
intenzitás θ szórási szögtôl való függése:

ahol I0 a két interferáló fénysugár intenzitása (külön-kü-

(15)I (θ)
2 I0

= 1 coskd (θ),

lön) a vízcseppbôl való kilépés után, és k = 2π/λ a leve-
gôben terjedô λ hullámhosszúságú fénynek a hullámszá-
ma. A 10. ábra a különbözô színû fénysugarakra (15)
képlet alapján számolt intenzitások szórási szögtôl való
függését mutatja. Az ábrából látható, hogy az elsô maxi-
mum éppen θc-nél van. Ez érthetô, hiszen ekkor bA (θc) =
bB (θc) = bc, és így az optikai útkülönbség d (θ) = 0. Az
adott színû járulékos ívek a további maximumok irányá-
ban keletkeznek. A maximumok helye függ a vízcsepp R
sugarának és a fény λ hullámhosszának arányától. Az
egyes maximumok annál sûrûbben követik egymást, mi-
nél nagyobb az R /λ arány. A szivárványban a vízcseppek
átmérôje a 0,01 mm-tôl néhány mm-ig változhat. Az inter-
ferenciából adódó járulékos íveket legjobban közvetlenül
a fôszivárvány belsô köríve alatt láthatjuk. Azonban a
természetben, az egyébként is igen ritka esetben, egy-két
járulékos ívnél többet nem figyelhetünk meg, mert az
egyes maximumok intenzitása rohamosan csökken a szó-
rási szög növekedésével. Ez abból következik, hogy a

(15) képletben az I0 intenzitás arányos a szórási hatáske-
resztmetszettel, amely a 7. ábra szerint gyorsan csökken
a szórási szög növekedésével és zérus az Alexander-féle
sötét sávban. Az intenzitásnak ezt a csökkenését azért
nem vettük számításba a 10. ábrán, hogy minél szembe-
ötlôbb legyen az ábra mondanivalója. A következô feje-
zetekben olyan eredményeket mutatunk be, ahol ezt a
tényezôt és a polarizációt is figyelembe vesszük.

Az interferenciakép elmosódhat a vízcseppek külön-
bözô mérete miatt is. A kisméretû vízcseppekben az
egyes színekhez tartozó interferenciaerôsítések átlapo-
lódhatnak, a szivárvány egyes járulékos ívei fehérré vál-
nak (ha egyáltalán még elég intenzívek). A 10. ábrán
például a második maximum mind a három színre közel
azonos. Ezért fehérek és nem színesek a vízfelhôk a szi-
várványszórásnak megfelelô szögekbôl nézve is, hiszen
bennük igen apró vízcseppek vannak.

Airy-elmélet

Young interferenciaelméletével a szivárvány fôbb vonásai
– legalábbis kvalitatíven – magyarázhatók. Azonban a
szórt fényintenzitás – a vízcsepp méretétôl és a szórási
szögtôl való függés – pontos matematikai elmélete még
hiányzott. Young elmélete szerint az Alexander-féle sötét
sávban az intenzitás zérus. Ugyanakkor a hullámelmélet
szerint ilyen hirtelen változás nem léphet fel az intenzitás
szögfüggésében, hiszen az elhajlás miatt a geometriai op-
tika szerint sötét tartományba, más néven árnyéktérbe is
szóródik fény. Az intenzitás az árnyéktér és a megvilágított
tartomány között folytonosan változik. Az elhajlás ezen
jelenségének pontos (kvantitatív) leírása meglehetôsen
nehéz feladat. Jelentôs elôrelépés 1838-ban Airynek kö-
szönhetô, akinek sikerült pontosabb matematikai leírást
adni a szivárványról és megalapozni az elhajlás elméletét
is. A következôkben elôször az Airy-elmélet [20] alapgon-
dolatát, majd annak matematikai részleteit ismertetjük.
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A vízcseppre különbözô beesési szöggel érkezô kohe-

12. ábra. Homorú tükörrôl visszaverôdô fénysugarak burkolója kausz-
tikát eredményez.

13. ábra. a) A bejövô hullámfront egy kiszemelt P pontján átmenô
fénysugár az A1C1B1 hullámfront P1 pontjába jut el, amely legyen s tá-
volságra a vízcsepptôl. b) Az x és y koordinátatengelyeknek az óramu-
tató járásával megegyezô irányban θc−90° szöggel történô elforgatásá-
val nyert új (u,v ) koordináta-rendszer.

a) b)
y
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rensnek feltételezett „fénysugarak” azonos idô után külön-
bözô utat tesznek meg. Ezért a 11. ábrán látható, a bejövô
fénysugarakra merôleges AB egyenes alakú (az ábrán a
bejövô síkhullám frontjának egy metszete látható) hullám-
front a vízcseppbôl kilépve nem lesz egyenes. Kiszámítot-
tuk, hogy miként torzul az egyenes hullámfront a vízcsep-
pen való áthaladás után. Az ábrán a hullámfront A1C1B1 és
A2C2B2 alakja látható két különbözô idôpillanatban. Az elsô
esetben az eredeti hullámfront A pontján átmenô fénysu-
gár a belsô visszaverôdés után éppen visszatér az A pontba
(ez az A1 pont), míg a második eset egy késôbbi idôpilla-
natnak felel meg. Látható, hogy a két hullámfront a C1,
illetve a C2 pontokban „megtörik”. Ennek jelentôségére az
alábbiakban még visszatérünk. Ha a kimenô fénysugarakat
visszafelé meghosszabbítjuk (az ábrán a szaggatott vona-
lak), akkor úgy is elképzelhetjük, mintha a kilépés után
kialakult hullámfront az A ′B ′ hullámfrontból fejlôdött
volna ki. Ezt a hullámfrontot is az elôzôekhez hasonlóan
számoltuk ki, csak az A1C1B1 hullámfront kialakulásának
megfelelô idôpontnál korábbi idôpillanatot vettünk. A hul-
lámfront minden elemi szakasza továbbra is merôleges lesz
az adott elemi szakaszon átmenô fénysugárra.

Richard Potter, Airy cambridge-i munkatársa vette
észre 1835-ben, hogy az azonos irányból érkezô és a víz-
cseppen áthaladó különbözô fénysugarak kausztikát
eredményeznek. A kausztika a sugármenetek burkolója,
ahol a fény intenzitása mindig nagy. Az egyik legismer-
tebb kausztika a jól megfigyelhetô fényes, „csúcsos”
alakú görbe, amely egy pohár alján látható, amikor a
felülrôl beesô fény a pohár belsô, tükrözô faláról vissza-
verôdik. A 12. ábrán megszerkesztettük a gömbtükörre
párhuzamosan beesô fénysugarak útját a visszaverôdés
után. Ezeknek a fénysugaraknak a burkolója eredménye-
zi a kausztikát. Potter megmutatta, hogy szivárványnál a
Cartesius-sugármenet is egy kausztikának tekinthetô.
Esetünkben kétfajta kausztika létezik: egy valós kauszti-
ka és egy látszólagos (virtuális) kausztika. Ha például az
A1C1 hullámfronton merôlegesen áthaladó fénysugarakat
visszafelé meghosszabbítjuk, akkor azok burkolója a lát-
szólagos kausztikát eredményezi. Ugyanakkor a C1B1

hullámfronton merôlegesen áthaladó fénysugarak burko-
lója a Cartesius-sugármenet, ami a valós kausztikának
felel meg. A kausztikának, a szivárványhoz hasonlóan,
van egy világos, illetve egy sötét tartománya, és köztük
az intenzitás folytonosan változik. Így egy szivárványban
a szórt fény intenzitásának kiszámítása hasonló (de nem
teljesen azonos) feladat, mint a kausztikára meghatározni
az intenzitás eloszlását. A kausztikára vonatkozó számítá-

sok matematikai részletei megtalálhatók például a Lan-
dau-sorozat II. kötetében a 198. oldalon [21].

Térjünk vissza a szivárvány problémájához! Airy a hul-
lámterjedés leírásához a 17. században a Christian Huy-
gens -féle (késôbb Fresnel által tökéletesített) elvet alkal-
mazta. A Huygens–Fresnel-féle elv szerint a hullámfront
minden pontjában a hullám amplitúdója egy korábbi
hullámfront összes pontjából jövô elemi gömbhullámok
szuperpozíciója. Ebbôl következik, hogy ha ismerjük az
amplitúdót egy hullámfront minden pontjában, akkor
meg tudjuk határozni a tér bármely pontjában az amplitú-
dót. Airy kezdeti hullámfrontnak az A ′B ′ hullámfront
közelítô alakját használta. Sajnos az amplitúdó eloszlását
nem ismerjük ezen a hullámfronton, csak feltevéssel él-
hetünk, remélve, hogy az eredmény a valóságos helyzet
jó közelítése. A legegyszerûbb feltevés, hogy az amplitú-
dó a hullámfront minden pontjában azonos, ami egyéb-
ként a szokásos feltevés a fényelhajlás elméletében is.
Továbbiakban ismertetjük Airy gondolatmenetének ma-
tematikai részleteit, követve a Humphreys könyvében [22]
található, a mai matematikai fizika nyelvezetére és lehe-
tôségeire általunk adaptált levezetést.

A hullámterjedés matematikai tárgyalása szempontjából
az A ′B ′ és az A1C1B1 hullámfront egyenértékû. Így ele-
gendô az utóbbi hullámfront alakját meghatározni. Tekint-
sük 11. ábrán látható AB hullámfront egy tetszôleges P
pontján áthaladó sugármenetet, és jelöljük ennek vég-
pontját az A1C1B1 hullámfronton P1-vel! Ez a sugármenet a
13.a ábrán külön is látható (a koordináta-rendszer x ten-
gelye egybeesik a fény beesésének irányával). Az AB hul-
lámfront A, illetve P pontjából induló fénysugarak azonos
idô alatt jutnak az A1C1B1 hullámfront A1, illetve P1 pontjá-
ba (az A1 pont egybeesik az A ponttal). Legyen ez utóbbi
pont s távolságra a vízcsepptôl! A számítást az általános
esetben, p -ed rendû szivárványra (azaz, ha p számú húr
van a vízcseppben) végezzük el. Ekkor 13.a ábra alapján
az azonos idôk feltétele a következô egyenletre vezet:

ahonnan a vízcsepp és a P1 pont közti s távolság kifejez-

R (1 cosα) 2 n p R cosβ s = 4 n R ,

hetô:

(16)s = R 2 np (1 cosβ ) (1 cosα) .
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A P1 pont koordinátái s ismeretében felírhatók:

14. ábra. A hullámfront és a megfigyelô közti d (θ) útkülönbség:
OR—−P ′Q—. A v tengely θc irányba mutat, és a megfigyelô θ = θd+ θc

szögben nézi a szórt fény.

A�

P u v( , )�

Q

R

v

O
u

B�
qd

ahol a θ szórási szöget a (3) egyenlet adja meg.

x = R cos(θ α) s cosθ, (17)

y = R sin(θ α) s sinθ, (18)

Késôbb látni fogjuk, hogy az Airy-elmélet csak a Carte-
sius-sugármenethez közeli irányokban ad jó közelítést a
szórt fény amplitúdójára. Így feltesszük, hogy a vízcseppbe
belépô fénysugár beesési szöge α = αc+ε, ahol |ε| << 1,
és αc a (7) képlettel adott Cartesius-sugár beesési szöge.

A levezetés döntô lépése, hogy a hullámfront kiszámí-
tásához a P1 pont (17) és (18) egyenletekkel adott (x,y )
koordinátáit ε-ban harmadrendig fejtjük sorba. A számí-
tásoknál figyelembe kell venni, hogy β, θ és s is függ az α
szögön keresztül ε-tól, és így könnyen belátható, hogy a
feladat meglehetôsen bonyolult. A Humphreys könyvében
[22] közölt levezetés is több oldalas. Szerencsére a mai, a
matematikai szimbólumokat is kezelô programokkal, mint
például a Mathematica vagy a Maple, ez a feladat köny-
nyen megoldható. Az A ′B ′ hullámfront alakjának meg-
határozásához célszerû elforgatni a 13.b ábra x és y koor-
dinátatengelyeit az óramutató járásával megegyezô irány-
ban θc−90° szöggel. Az így kapott tengelyeket jelöljük
u -val és v -vel, ahogy ez a 13.b ábrán látható! Mivel ε <<
1, belátható, hogy a v tengely nagyon jó közelítéssel meg-
egyezik a 11. ábrán azzal a szaggatott vonallal, amelynek
meghosszabbítása átmegy a D ′ ponton. Ebben a koordi-
náta-rendszerben a P1 pont (u,v ) koordinátáira ε-ban har-
madrendig számolva a következôt kapjuk:

ahol

u = u0 ε R cosαc, (19)

v = v0 ε3 R p 2 1
3 p 2

sinαc, (20)

és

u0 = R sinαc

Kiküszöbölve ε-t, és felhasználva (7)-t:

v0 = 2 R








(p 2 1) cosαc

1
2

n p .

ahol

(21)v v0 = h

3 R 2
(u u0 )

3,

Ez a hullámfront keresett, közelítô alakja. A v (u ) függ-

(22)
h = (p 2 1)2

p 2 (n 2 1)
p 2 n 2

n 2 1
.

vény harmadfokú polinom. A (22) képlet szerint n = 1,33
nagyságú törésmutatóval számolva, p = 2 esetben h =
4,98 adódik. Ha s értékét – lásd a (16) egyenletet – úgy
választjuk meg, hogy a harmadfokú polinom inflexiós
pontja egybeessen az A ′B ′ látszólagos hullámfront inf-

lexiós pontjával, akkor ε-ban harmadrendig csak u0 és v0

értéke fog változni a (21) képletben.
Most kiszámítjuk a A ′B ′ hullámfrontból a megfigye-

lôhöz érkezô fényhullámok szuperpozícióját. A távoli
megfigyelôhöz lényegében párhuzamos fénynyaláb érke-
zik, és ilyenkor a Fraunhofer-féle elhajlási képletet hasz-
nálhatjuk [21]. A számításhoz vegyük a koordináta-rend-
szer O középpontját az A ′B ′ inflexiós pontjában, ahogy
ez a 14. ábrán látható. Az A ′B ′ hullámfront P ′ pontja
az AB hullámfront egy tetszôleges P pontjának felel meg.
A hullámfrontról érkezô k hullámszámú síkhullám elhaj-
lása következtében a vízcsepptôl r távolságra lévô megfi-
gyelô helyén a hullám amplitúdója:

ahol d (θ) a θ irányból érkezô fénysugarak útkülönbsége.

(23)A (θ) = 1
r ⌡

⌠ e i k d (θ) du,

Itt használtuk fel Airy hipotézisét, mely szerint az A ′B ′
hullámfront minden pontjában azonos a hullám amplitú-
dója (a képletben egységnyinek vettük). Ellenkezô eset-
ben a fenti integrálban megjelenne az amplitúdó ismeret-
len eloszlásfüggvénye is, ami lehetetlenné tenné az integ-
rál kiszámítását.

A 14. ábra alapján meghatározhatjuk a d (θ) útkülönb-
séget:

ahol θd = θ−θc.

(24)

d (θ) = OR P ′Q = u sinθd v cosθd

= h u 3

3 R 2
cosθd u sinθd ,

Azonban még nem ismerjük az integrálási tartomány
határait. Az integrál értékéhez jelentôsebb járulékot csak
abban az esetben kapunk, ha d (θ) nem tér el lényegesen
a fény hullámhosszától. Legyen a hullámfront u koordi-
nátájú pontjához közeli, két egymástól δu távolságra lévô
pontjából érkezô fénysugárnak a megfigyelôtôl mért út-
különbsége d (θ) = λ/2. Ekkor ezek a fénysugarak a
megfigyelônél kioltják egymást, és a (24) képlet alapján

Azt látjuk, hogy u növekedésével a hullámfrontnak az a

δu ≈ λ R 2

2 h u 2
.

δu -nak megfelelô része, ami az interferenciában már ki-
oltást eredményez, u2-tel arányosan csökken. Például R = 1
mm-t, λ = 500 nm-t véve még u = 0,1 mm-nél is δu = 5 µm
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adódik. Így az integrál értékéhez csak az u = 0 pont

15. ábra. A Descartes-, a Young- és az Airy-elmélet összehasonlítása fôszi-
várvány esetén. A számítás polarizálatlan, vörös színû fényre (λ = 650 nm,
n = 1,33) és R = 0,05 mm-es cseppsugárra vonatkozik (kR = 483,3), a pola-
rizációs tényezôt is figyelembe véve. A Descartes-elmélet szerint, a (8)
képletbôl θc = 137,5° adódik fôszivárványra (p = 2). Az I intenzitást
I0/(kr)

2 egységekben számoltuk, ahol I0 a beesô k hullámszámú fény in-
tenzitása, és r a vízcsepp és a megfigyelô közti távolság.
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16. ábra. A mérés elrendezése
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közvetlen környezete ad jelentôs járulékot, az A ′B ′
görbe távolabbi részei nem. Ez az érték tehát jó közelí-
téssel független a görbe A ′ és B ′ végpontjának helyze-
tétôl, ezért e pontok helyzetét nem is szükséges tényle-
gesen kiszámítanunk. Ehelyett az integrálás határait, az
integrál értékének lényeges megváltoztatása nélkül,
kiterjeszthetjük a −∞-tôl a +∞-ig.

Behelyettesítve (24)-et a (23) egyenletbe, azt kapjuk,
hogy

ahol Ai (z ) az Airy-függvény (korábban szivárványinteg-

(25)A (θ) = 2 π R / r

k R h cos θ θc

1
3

Ai (z ) ,

rálnak is nevezték):

és

(26)Ai (z ) = 1
2 π ⌡

⌠
∞

∞

cos








t 3

3
z t d t,

A megfigyelônél mérhetô fény intenzitása arányos

(27)z =
k R sin θ θc

k R h cos θ θc

1
3

.

|A (θ)|2-tel (eltekintve a jelen esettôl, általában az ampli-
túdó komplex mennyiség). Mint látjuk az Airy-elméletbôl
kapott intenzitás a kR dimenziótlan paraméteren keresz-
tül függ a vízcsepp méretétôl.

Az Airy-függvény tulajdonságaiból két fontos megálla-
pítást tehetünk azonnal (lásd pl. [21, 23]; a két könyvben
a definíció kicsit eltér, mi az utóbbit használjuk). Egyrészt
a függvény – ellentétben a Descartes- és a Young-elmé-
lettel – sehol sem szinguláris, még θ = θc-nél sem (Ai (0)
≈ 0,355). Másrészt a függvény θ > θc esetén (azaz, ha z <
0) oszcillál, a csúcsok a járulékos szivárvány szögeinél
vannak, míg θ < θc-re (azaz az Alexander-féle sötét sáv-
ban) fokozatosan csökken θ csökkenésével.

Az Airy-elmélet nem tartalmazza a polarizációs effek-
tust. Talán hihetetlen, de ezt csak 1979-ben Können és de
Boer építették be elôször az elméletbe [24].

Az eddig ismertetett három elmélet által jósolt intenzi-
tás szórási szögtôl való függése látható a 15. ábrán. A
számításokat Philip Laven programjával végeztük (a
program ingyenesen letölthetô az internetrôl [25]). A csak
szögtôl függô intenzitás vizsgálatához, az irodalomban
szokásos módon, célszerû az intenzitást I0/(kr )

2 egysé-
gekben mérni, ahol I0 a vízcseppre érkezô k hullámszá-
mú fénynyaláb intenzitása, és r a vízcsepp és a megfigye-
lô közti távolság. Az ábrából jól látható, hogy az Airy-
elméletbôl kapott elsô csúcs θ1 helye kissé nagyobb a
Descartes-elméletbôl számolt θc-nél. Törésmutatónak n =
1,33-ot véve, az elsô csúcsnak a hullámhossztól és a víz-
csepp sugarától való függésére a következôt kapjuk:

ami a 15. ábra adataival 1,7° eltérést jelent. Innen látha-

θ1 θc = 0,51








λ
R

2
3 ,

tó, hogy a fény hullámhosszához képest jóval nagyobb
méretû vízcseppek esetén a Descartes- és az Airy-elmélet
által jósolt szórási szögek jó közelítéssel megegyeznek. A
vízcsepp méretének csökkenésével az eltérés nô. A többi
csúcs helyének R -függése is ugyanilyen. Ezzel függ össze
az a tény, hogy a járulékos íveket mindig a fôszivárvány
ívének legmagasabb pontján figyelhetjük meg, ahol a
vízcseppek mérete még viszonylag kicsi. Miközben a
vízcsepp esik lefelé, mérete fokozatosan nô, és a csúcsok
egyre sûrûbbek az intenzitásgörbében. Ugyanakkor, túl-
ságosan kis méretû vízcseppek esetén (R ≤ 0,05 mm) a
különbözô színekhez tartozó csúcsok átlapolódnak, a
járulékos ívek fehérré válnak. A 15. ábrából az is szem-
betûnô, hogy a Young-elméletbôl kapott járulékos szivár-
vány szögei eltérnek az Airy-elméletbôl kapott értékek-
tôl. További érdekes részletek és mérési eredmények
találhatók Walker cikkében [14].

Az Eötvös Loránd Tudományegyetem, Szilárdtestfizika
Tanszék kísérleti laboratóriumában Huhn Andrásné vég-
zett méréseket üveggömbön lézerfény segítségével. A
mérés elrendezése a 16. ábrán látható. Az üveggömbrôl
szórt fény intenzitását a tükörtôl nagy távolságban egy
fényelem méri, amelyet vízszintes irányban egy léptetô-
motor mozgat finom lépésközzel. A 12 mW-os lézerdióda
hullámhossza 650 nm. A számítógép vezérli a motort és
gyûjti a detektor jeleit. Az Airy-elmélet és a mérési ered-
mény összehasonlítása a 17. ábrán látható.

Összegezve, megállapíthatjuk, hogy az Airy-elméletbôl
kapott intenzitás szórásszögfüggésében már nincs szingu-
láris viselkedés, és a járulékos ívek szögei is egyeznek a
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tapasztalattal. Késôbb összehasonlítjuk az Airy-elméletet a

17. ábra. Az Airy-elmélet és a mérési eredmény összehasonlítása fôszivár-
vány (p = 2) esetén. A számítás és a mérés polarizálatlan, vörös színû fény-
re (λ = 650 nm, n = 1,467) és R = 5,25 mm-re vonatkozik (kR = 50749). A
függôleges vonal a (8) képletbôl számolt θc(p=2) = 154,04° szórási szög-
nek felel meg. A mért és a számolt intenzitást az elsô csúcs intenzitásának
egységében adtuk meg.

Airy

mérés

q (°)

I
1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0
154 154,2 154,4

következô fejezetben ismertetett, egzaktabb eredmények-
kel. Látni fogjuk, hogy az Airy-elmélet kvantitatíven is elég
pontosan írja le a szórt fény intenzitásának szögfüggését.
Jelentôsebb eltérések csak kisméretû vízcseppek esetén
(R ≤ 0,1 mm), θc-nél jóval nagyobb szögértékeknél, illetve
magasabb rendû szivárványok esetében adódnak. A má-
sik hiányossága az Airy-elméletnek, hogy a kezdeti hul-
lámfront mentén az amplitúdóeloszlást egyenletesnek ve-
szi. Ezt a problémát csak a Maxwell-egyenletek megoldá-

sával kezelhetjük. A következô fejezetben vázoljuk azt az
egzakt elméletet, amelyet a Maxwell-egyenletek alapján
kapunk a szivárványra, mint szórási jelenségre.

A fejezet befejezéseként talán egyetérthetünk a követ-
kezô gondolattal: csak csodálni lehet Airy tudományos
elôrelátását, hogy a sorfejtést harmadrendig végezte el,
hiszen a fizikában leggyakrabban elegendô elsô rendig
számolni. Munkájának értékét az is növeli, hogy a végsô
eredményében szereplô integrált nyilvánvalóan számító-
gép nélkül kellett kiszámítani.
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CSIKAI GYULA 75 ÉVES

Csikai Gyula 75. születésnapja alkalmából tanítványai és munkatársai
szakmai cikkekkel tisztelegnek az ünnepelt elôtt. Ezen értékes írásokból,
a Fizikai Szemle jelenlegi számában adjuk közre a lehetô legtöbbet. Ki-
rály Beáta és Raics Péter cikkét késôbb – utalva az alkalomra – közöljük.

Az Európai Fizikai Társulat 2005. május
16–20-ig Debrecenben tartotta XX. mag-
fizikai szakkonferenciáját Magfizika az
Asztrofizikában II. címmel. A konferen-
cia nemzetközi tanácsadó testületében
felmerült, hogy a Fizika Világévé t e
konferencián is meg kellene ünnepel-
nünk. Örömmel fogadták javaslatunkat,
hogy ünneplés céljából tegyünk egy
történelmi visszatekintést: kérjük fel
Csikai Gyula professzort, tartson elô-
adást a béta-bomlásbeli neutrínó-vissza-
lökôdést demonstráló ötven évvel ez-

elôtti kísérletérôl. Az ünnepi ülésre be-
özönlött a konferencia résztvevôin kí-
vül az ATOMKI apraja-nagyja is. Én el-
nököltem, és az elôadást a következô
szavakkal vezettem be:

„A következô elôadással konferenci-
ánk a Fizika Világévét ünnepli. Ez az
elôadás arról a kísérletrôl szól, amelyre
az ATOMKI-ban úgy emlékezünk, mint
az intézetben valaha is véghezvitt legje-
lentôsebb tudományos tettre. E munkán
ketten dolgoztak: Szalay Sándor pro-
fesszor, intézetünk alapítója volt a rang-
idôs, és Csikai Gyula volt a »junior« kuta-

tó, aki ma Csikai professzor, s aki ugyan ma már nem
mondható »junior«-nak, de kétségtelenül továbbra is fiata-
los. Nagy örömünkre itt van köztünk, és elôadást tart ne-
künk. Csikai Gyula több mint egy évtizedig itt dolgozott
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