
1. ábra. A vektorszkóprendszer (mikroszámítógép, három torony, számí-
tógép) egy inga mozgását figyeli, a mérôgomb az ingára van rögzítve.
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Ha a kinematika tanításánál kvantitatív kísérletet akarunk
bemutatni, utat, sebességet, gyorsulást akarunk mérni,
akkor lehetôségeink erôsen korlátozottak és a módszerek
nehézkesek. Ezért nagy segítség tanár és diák számára
egyaránt egy olyan eszköz, amely egyszerûen teszi lehe-
tôvé a kvantitatív méréseket, megkönnyíti azok hossza-
dalmas és fáradtságos kiértékelését, emellett azonnali
reprezentációját adja a vizsgált mozgásnak. Ez az eszköz
a V-scope (továbbiakban vektorszkóp), amely az 1990-es
Didaktikai Világkiállításon aranyérmet nyert (1. ábra ). A
vektorszkóp egy mikroszámítógép alapú rendszer, amely
több test (maximum négy) térbeli mozgását tudja mérni,
rögzíteni, majd elemezni egy idôben. A rendszer távol-
ságmérésen alapul, infravörös/ultrahang adó-vevôk segít-
ségével határozza meg a vizsgált test(ek) pillanatnyi hely-
zetét. A távolságadatokból a mikroszámítógép határozza
meg a távolság–idô függvényt, majd ebbôl a sebesség–
idô, a gyorsulás–idô függvényeket, és van lehetôség to-
vábbi származtatott fizikai mennyiségek, így a lendület, a
mozgási energia definiálására is. A rendszer nagy elônye,
hogy a hozzá kapcsolt számítógép képernyôjén folyama-
tosan nyomon követhetjük a vizsgált test(ek) mozgását és
a származtatott mennyiségek változását, a számítógéphez
illesztett nyomtatón pedig természetesen ki is nyomtat-
hatjuk a megfelelô grafikonokat. Lehetôség van a kísérlet
visszajátszására, a mért adatok mentésére és azok expor-
tálására Windows-os alkalmazásokba (táblázatkezelô és
grafikonszerkesztô). Az eszköz lehetôséget biztosít nem-
csak 1-dimenziós, hanem 2-, illetve 3-dimenziós mozgá-
sok követésére is.

Az SZTE Optikai és Kvantumelektronikai Tanszékén
már több mint tíz éve lehetôségünk van a Kísérleti mecha-
nika elôadások keretében az egyenes vonalú egyenletes,
az egyenes vonalú egyenletesen gyorsuló, az egyenes
vonalú nem egyenletesen gyorsuló (pl. harmonikus rezgô-
mozgás) mozgások tárgyalásánál bemutatni ezt a rend-
szert a hallgatóknak. Az utóbbi években pedig egy hallga-
tói laboratóriumi gyakorlat kifejlesztése történt meg,
amely a vektorszkópot használja a csatolt rezgések moz-
gásának tanulmányozásánál. A rendszerrel kényelmes
módon és azonnal felrajzoltathatók a kitérés–idô grafiko-
nok (a kitérés idôbeli változása), a lebegési görbék, s
ennek alapján meghatározhatók a sajátfrekvenciák, illetve
az ezekhez tartozó periódusidôk és a lebegési idô.

Az alábbi cikkben, amely egyben a hallgatói laborató-
riumi gyakorlat feladatlapja is, bemutatom a vektorszkóp-
rendszert, majd a csatolt ingák elméleti tárgyalása után
ismertetem a mérési elrendezést és – egy adott elrende-
zésnél – a mérési eredményeket.

Csatolt ingák vizsgálata vektorszkóprendszerrel
Célkitûzés

• Vektorszkóprendszer megismerése
• Vektorszkóprendszer használata egy mechanikai

probléma, a csatolt ingák vizsgálatára
• Csatolt ingák sajátrezgéseinek és lebegésének ta-

nulmányozása
• Csatolási állandó számítása
A vektorszkóp számítógép által vezérelt rendszer,

mellyel viszonylag kényelmes módon megmérhetôk a
csatolt rendszer normál- vagy sajátfrekvenciái (valójában
az ehhez tartozó periódusidôk) és a lebegési frekvencia
(lebegési idô). Ezen mennyiségekbôl kiszámolható a
csatoltinga-rendszer csatolási állandója. Mivel a csatolási
állandót az inga geometriai paraméterei (rugóállandó,
csatolási hossz, inga hossza, inga tömege) határozzák
meg, ezért az azokból is kiszámítható.

A gyakorlat során megvizsgáljuk, hogyan kapható meg
a lebegési idô és a csatolási állandó a sajátfrekvenciákhoz
tartozó periódusidôkbôl, illetve hogyan függ a csatolási
állandó a csatolás paramétereitôl.

Elméleti összefoglaló

A vektorszkóprendszer
A vektorszkóprendszer a térben mozgó testek mozgá-

sát követi nyomon, mérve a testek (maximum négy testet
tud követni) koordinátáit 1, 2 vagy 3 dimenzióban. Mind-
ezt az idô függvényében ábrázolva megkapjuk a mozgás
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pályáját, azaz az R (t ) = [x (t ), y (t ), z (t )] vektort. Innen

2. ábra. Csatolt inga

N
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xa xb

származik az eszköz elnevezése is. Az eljárás azonnali
reprezentációját adja a vizsgált mozgásnak, a rendszerhez
tartozó számítógép monitorján a méréssel egy idôben
kirajzolódik a helyvektor, a sebességvektor, vagy a gyor-
sulásvektor az idô függvényében.

A vektorszkóp egy mikroszámítógép alapú rendszer,
amely a következô fô részekbôl áll: a gombok, a tornyok,
a mikroszámítógép és a V-scope szoftver.

• Gombok: Elemmel mûködô adó-vevôk, melyeket a
mozgó tárgyhoz kell rögzíteni. Egy infravörös-vevô és
egy vele szinkronizált ultrahang-adó található minden
gombban. A rendszer valójában a gomb mozgását követi
nyomon, a mérés pontos helye a gomb ultrahang-adójá-
nak mértani középpontja. (A gombok állandó mûködése
mellett az elemek hamar lemerülnének, ezért a gombok
alaphelyzetben inaktívak, a tornyok infravörös-jele akti-
válja a mûködésüket.)

• Tornyok: A rendszerhez három torony tartozik, le-
hetôvé téve a háromdimenziós mérést. Mivel a csatolt
ingák mozgása egy dimenzióban történik, egy tornyot
használunk. Minden torony egy infravörös-adóból és egy
ultrahang-vevôbôl áll. A tornyok kódolt infravörös-jelet
adnak ki, melyek aktiválják a kívánt gombot, és fogadják
a válaszjelet. Az ultrahang vételét a kísérlet teljes ideje
alatt biztosítani kell a gombok és a torony között. Ennek
érdekében a gomboknak a torony sugárzási tengelyétôl
számított ±80°-os szögön belül kell elhelyezkednie,
ugyanígy a tornyoknak is ±80°-os szögön belül kell len-
niük a gombok sugárzási tengelyéhez képest. A legjobb
kommunikáció érdekében érdemes mindkét szöget
±30°-nál kisebbre választani. A torony és a gombok opti-
mális távolsága 70–90 cm.

• Mikroszámítógép: A tornyok és a számítógép közöt-
ti kapcsolatot biztosítja. Ellenôrzi a tornyok mûködését,
utasítja a tornyot az infravörös-jel kibocsátására, fogadja
és feldolgozza a beérkezô jeleket. Ezekbôl meghatározza
a torony és a gombok távolságát, mindezt az idô függvé-
nyében, azaz az R (t ) = [x (t ), y (t ), z (t )] függvényt, majd
ezt továbbítja a számítógép felé. A további fizikai
mennyiségeket, így a sebességet, a gyorsulást matemati-
kai mûveletekkel a számítógép származtatja a mért R (t )
helyvektorértékekbôl.

A rendszer mûködési elve
A mérés kezdetén a mikroszámítógép elektromos jele

aktiválja a tornyot, mely rövid szinkronizált infravörös-
jelet bocsát ki. Ez a jel aktiválja a gomb vagy gombok
ultrahang-adóját, melyek szelektív válaszjellel reagál-
nak. A torony érzékeli a válaszjelet, és elektromos im-
pulzussá átalakítva továbbítja a mikroszámítógépnek. A
válaszjel a torony–gomb távolságtól függô idôkéséssel
érkezik meg a toronyba és így a mikroszámítógépbe is.
A mikroszámítógép a megfelelô toronyhoz tartozóan a
jelkibocsátás és a vétel között eltelt idôt, azaz az „idôké-
sést” megszorozza a levegôben mért hangsebességgel,
így megkapja a gombok pillanatnyi távolságát a tor-
nyoktól. Ezt az adatot továbbítja a számítógép memóriá-
jába, majd a mûvelet periodikusan megismétlôdik. Az
így kapott távolságértékek határozzák meg a test moz-

gását leíró [x (t ), y (t ), z (t )] függvényt. A mintavételi
periódust 10–100 ms között állíthatjuk be. A tornyokban
elhelyezett hômérsékletmérôk lehetôvé teszik a hangse-
besség hômérsékleti korrekcióját.

Több mozgó test esetén több gombot kell használ-
nunk, melyet a kísérletezô a színük (piros, sárga, kék,
zöld), a mikroszámítógép a hozzájuk tartozó kód alapján
különböztet meg. A rendszer sorra letapogatja a gombo-
kat elôre meghatározott periódus alapján. Több gomb
esetén a hatékony mintavételi periódus az alap mintavé-
teli periódus megszorozva a gombok számával.

Zavaró hatások
Mint minden kísérletben, a vektorszkóp használata

közben is elôfordul, hogy a mért adatok zajosak. Ennek
oka lehet:

– Az infravörös-jel érzékelését zavarja a napfény vagy
más, a vektorszkóp infravörös-jelével azonos jelet kibo-
csátó fényforrás.

– Az ultrahang-jel érzékelését zavarja bármely, a vek-
torszkóp ultrahang-jelével azonos jelet kibocsátó hang-
forrás, például légpárnás asztal.

Zavaró hatások kiküszöbölése
– A hang- és fényvisszaverô felületek eltávolítása a

mérés környezetébôl.
– A befolyásoló környezeti tényezôk (hômérséklet-,

légnyomásváltozás) kiküszöbölése.
– Ne érje a gombokat közvetlen infravörös- és ultra-

hang-sugárzás.

A csatolt ingák mozgása

Csatolt ingán két egyenlô lengésidejû fizikai ingát értünk,
amelyek között valamilyen csatolóelem – könnyû csavar-
rugó vagy kis nehezék (N ) – összeköttetést biztosít az 2.
ábrán látható módon.

Ha az A ingát lengésbe hozzuk, a kezdetben nyugvó B
inga is lengésbe jön. Miközben az A inga amplitúdója
csökken, a B ingáé növekszik, majd az A inga megáll.
Ekkor a B inga amplitúdója maximális. A folyamat ezután
a két inga szerepének felcserélôdésével játszódik le. A
lengés során a két inga között az energia periodikusan
kicserélôdik. Ezt a jelenséget lebegésnek nevezzük.
Mindkét inga kitérés–idô görbéje úgynevezett lebegési
görbe, azaz mindkét inga lebegést végez. Erôsebb csato-
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lás esetén az energiaátadás gyorsabb, azaz kevesebb

3. ábra. Csatolt inga azonos fázisban 4. ábra. Csatolt inga ellentétes fázisban

5. ábra. Csatolt fizikai inga
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számú lengés alatt végbemegy. Ilyenkor a lebegés νleb
frekvenciája megnô, periódusideje lecsökken. A lebegés
frekvenciája és a sajátrezgések frekvenciája között a νleb =
ν−ν0 kapcsolat áll fenn, ahol ν és ν0 az alább ismerteten-
dô sajátrezgések frekvenciái.

Sajátrezgések
1. Azonos fázis

Ha a két ingát azonos nagyságú és irányú kitéréssel
indítjuk, nem tapasztalunk lebegést, mindkét inga ugyan-
olyan ν0 frekvenciájú rezgést végez. ν0-t a rendszer egyik
sajátfrekvenciájának nevezzük, a rezgés periódusideje T0,
ν0 = 1/T0. A csatolásnak ebben az esetben nincs szerepe
(3. ábra ).

2. Ellentétes fázis
Ha a két ingát azonos nagyságú, de ellentétes irányú

kitéréssel indítjuk, lebegést ekkor sem tapasztalunk, a két
inga azonos ν frekvenciával harmonikus rezgést végez,
ami nagyobb ν0-nál, mivel a csatolás az egyensúlyi hely-
zetbe visszatérítô erôt növeli. ν a csatolt rendszer másik
sajátfrekvenciája, a rezgés periódusideje T, ν = 1/Τ (4.
ábra ).

Az azonos és ellentétes fázisú sajátrezgések frekven-
ciái a rendszer normál- vagy sajátfrekvenciái. Az ingák
rezgése csak a sajátrezgések esetén harmonikus rezgés. A
csatoltinga-rendszer minden rezgése – így a lebegés is –
elôáll ezen sajátrezgések szuperpozíciójaként.

A csatolt ingák mozgásának matematikai tárgyalása
Az 5. ábrán látható fizikai ingák – melyek a P1 és P2

ponton átmenô, az ábra síkjára merôleges tengely körül,
az ábra síkjában forgómozgást végeznek – mozgásegyen-
letei az alábbi összefüggéssel adhatók meg:

ahol M a forgatónyomaték (vagy forgatónyomatékok

M = Θ β = Θ ϕ̈ ,

eredôje), Θ az inga forgástengelyre vonatkozó tehetetlen-
ségi nyomatéka, ϕ az egyensúlyi helyzettôl való szögkité-
rés, β pedig a szöggyorsulás.

Az 5. ábra alapján a bal oldali inga P1 pontjára vonat-
kozó eredô forgatónyomaték ϕ0 ∼ 0 feltételezésével:

(1)Θ ϕ̈ 1 = M1 = m g L sinϕ 1 D l 2 sinϕ 1 sinϕ 2 ,

ahol az 1. inga egyensúlyi helyzettôl való tetszôleges ϕ1

szögû kitérése esetén −mgL sinϕ1 az ingára ható nehézsé-
gi erô forgatónyomatéka, −Dl 2 (sinϕ1 − sinϕ2) a csatolás-
ból származó forgatónyomaték.

Az 5. ábra alapján L az inga hossza, l a csatolási hossz,
D a rugó állandója, m az inga tömege és ϕ0 a nyugalmi
helyzet szögeltérése a függôlegestôl, ami elhanyagolható-
an kicsi.

Ugyanígy felírható a 2. inga tetszôleges ϕ2 szögû kité-
rése esetén az alábbi egyenlet:

Ha ϕ1, illetve ϕ2 szögkitérések kicsik, akkor sinϕ1 ≈ ϕ1,

(2)Θ ϕ̈ 2 = M2 = m g L sinϕ 2 D l 2 sinϕ 2 sinϕ 1 ,

sinϕ2 ≈ ϕ2, így az (1) és (2) egyenletekbôl az alábbi
egyenletek adódnak:

Bevezetve a következô jelöléseket:

Θ ϕ̈ 1 = M1 = m g L ϕ 1 D l 2 ϕ 1 ϕ 2 ,

Θ ϕ̈ 2 = M2 = m g L ϕ 2 D l 2 ϕ 2 ϕ 1 ,

az alábbi egyenletek adódnak:

ω 2
0 = m g L

Θ
, Ω2 = D L 2

Θ
,

ϕ̈ 1 = ω 2
0 ϕ 1 Ω2 ϕ 1 ϕ 2 = ω 2

0 Ω2 ϕ 2 ϕ 1 ,

ϕ̈ 2 = ω 2
0 ϕ 2 Ω2 ϕ 2 ϕ 1 .
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Új koordináták bevezetésével a csatolás megszûnik, így
számolásunk egyszerûbbé válik:

(3)x1 = ϕ 1 ϕ 2 ,

ekkor:

(4)x2 = ϕ 1 ϕ 2 ,

Az így kapott egyenletekrôl felismerhetô, hogy harmo-

ẍ1 = ϕ̈ 1 ϕ̈ 2 = ω 2
0 ϕ 1 ϕ 2 2 Ω2 ϕ 2 ϕ 1

= ω 2
0 2 Ω2 x1 ,

ẍ2 = ϕ̈ 1 ϕ̈ 2 = ω 2
0 ϕ 1 ϕ 2 = ω 2

0 x2 .

nikus rezgômozgás differenciálegyenletei, ezért x1-et,
illetve x2-t a következô alakban írhatjuk fel:

(5)x1 = a1 cosω t b1 sinω t ,

ahol

(6)x2 = a2 cosω 0 t b2 sinω 0 t ,

Az a1, a2, b1, b2 konstansok a kezdeti feltételekbôl az

ω = ω 2
0 2 Ω2 .

alábbi módon határozhatók meg.
Külön vizsgáljuk az azonos, illetve ellentétes fázisban

lengô és a lebegést végzô ingák egyenleteit.

1. Azonos fázis
t = 0 idôpillanatban mindkét ingát azonos nagyságú és

irányú szögkitéréssel indítjuk, azaz ϕ1 = ϕ2. Jelöljük ϕA-val
ezt a maximális szögkitérést: ϕ1 = ϕ2 = ϕA. A kezdeti idô-
pontban a szögsebességek nullák:

Ezekbôl a kezdeti feltételekbôl a mozgásegyenletek meg-

ϕ̇ 1 = ϕ̇ 2 = ϕ̇ A = 0.

oldásai az alábbiak:









ϕ 1 =
2 ϕ A cosω 0 t

2
= ϕ A cosω 0 t

ϕ 2 =
2 ϕ A cosω 0 t

2
= ϕ A cosω 0 t

⇒ ϕ̇ 1 = ϕ̇ 2 .

A ϕ1-re és ϕ2-re kapott összefüggésekbôl látható, hogy
mindkét inga harmonikus rezgést végez ω0 körfrekven-
ciával – ω0 a rendszer egyik saját(kör)frekvenciája – a
szögkitérések és sebességek iránya és nagysága minden
idôpillanatban megegyezik a lengés során.

2. Ellentétes fázis
t = 0 idôpillanatban mindkét ingát azonos nagyságú és

ellentétes irányú kitéréssel indítjuk, azaz ϕ1 = −ϕ2, a to-
vábbiakban ϕ1 = −ϕ2 = ϕA. A kezdeti idôpontban a szög-
sebességek nullák:

A mozgásegyenlet megoldása:

ϕ̇ 1 = ϕ̇ 2 = ϕ̇ A = 0.

ahol









ϕ 1 =
2 ϕ A cosω t

2
= ϕ A cosω t

ϕ 2 =
2 ϕ A cosω t

2
= ϕ A cosω t

⇒ ϕ̇ 1 = ϕ̇ 2 ,

Eredményeink azt mutatják, hogy mindkét inga harmoni-

ω = ω 2
0 2 Ω2 .

kus rezgést végez ω körfrekvenciával – ω a rendszer
másik saját(kör)frekvenciája – a szögkitérések és sebessé-
gek nagysága minden idôpillanatban megegyezik a len-
gés során, irányuk mindvégig ellentétes.

3. Lebegés
t = 0 idôpillanatban úgy hozzuk lengésbe a rend-

szert, hogy az egyik ingát kitérítjük az egyensúlyi hely-
zethez képest ϕA szöggel, a másik nyugalomban van.
Ekkor ϕ1 = ϕA, ϕ2 = 0. A kezdeti idôpontban a szögse-
bességek nullák:

Az új koordinátákra való áttéréssel, a konstansok kiszá-

ϕ̇ 1 = 0, ϕ̇ 2 = 0.

molása után a mozgásegyenlet megoldása

ahol

ϕ 1 = ϕ A cos








ω ω 0

2
t cos









ω ω 0

2
t ,

ϕ 2 = ϕ A sin








ω ω 0

2
t sin









ω ω 0

2
t ,

A kapott ϕ1, ϕ2 függvények alapján láthatjuk, hogy gyen-

ω = ω 2
0 2 Ω2 .

ge csatolás esetén (azaz, ha ω−ω0 << ω +ω0) a rendszer
valóban lebegést végez, mely során az amplitúdó ϕA és 0
között lassan változik (ω−ω0) /2 körfrekvenciával. A lebe-
gés körfrekvenciája az ismert képlet alapján: ωleb = ω−ω0.

Mivel a sajátfrekvenciákat az alábbi mennyiségek
adják meg:

valójában a csatolt rezgések minden típusában a geomet-

(*)ω 2
0 = m g L

Θ
, Ω2 = D L 2

Θ
,

riai adatok határozzák meg a rezgést, így az ingák töme-
ge (m ), az ingák hossza (L ), a rugóállandó (D ) és a csa-
tolási hossz (l ).

Az irodalomban definiálnak egy csatolási állandót az
alábbi összefüggés szerint:

K = D l 2

m g L D l 2
.
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A csatolási állandó a kölcsönhatás erôsségét jellemzi.

6. ábra. Az alkalmazott csatoltinga-rendszer. Az inga hossza (tömegkö-
zéppontjának helye a felfüggesztéstôl) L = 62,3 cm. Az ingák tömege
egyenként, a gombokkal együtt 1,692 kg, az ingát tartó rúd tömege
0,139 kg. A rugóállandó D = 53,3 N/m, a csatolás helye l = 15 cm.

Minél nagyobb az értéke, (erôsebb rugó, „mélyebb” csa-
tolás) annál gyorsabban cserélôdik az energia a két inga
között, azaz annál nagyobb a lebegés frekvenciája és
kisebb a lebegés periódusideje.

Azonos átalakítás, majd a fenti (*)-gal jelölt összefüg-
géseket felhasználva:

Átalakítás után a csatolási állandó a sajátfrekvenciákkal is

(7)K =

D l 2

Θ
m g L

Θ
D l 2

Θ

= Ω2

ω 2
0 Ω2

.

kifejezhetô:

Tehát a (7) és (8) egyenletekbôl látható, hogy a csatolási

(8)K =

ω 2 ω 2
0

2

ω 2
0

ω 2 ω 2
0

2

=
ω 2 ω 2

0

ω 2 ω 2
0

.

állandó kiszámolható az inga geometriai adataiból is és
meghatározható a saját(kör)frekvenciák megmérésével is.

Mérési eljárás

A mérés során „egydimenziós” vektorszkópot használha-
tunk, mert az ingamozgás kis kitérések esetén harmoni-
kus rezgésként vizsgálható, és a mozgás egy egyenes
mentén történik. A kísérleti elrendezésben (lásd 6. ábra )
változtatható a csatolási hossz, az ingák hossza, a rugóál-
landó (a két inga között rugó biztosította a csatolást) és
az ingák tömege.

A méréssorozatban elôször a csatolási hosszt, majd az
inga hosszát kell/lehet változtatni.

A rugóállandó (D ), az inga hossza (L ) és a csatolási
hossz (l ) adott értékeinél határozzuk meg a sajátfrekven-
ciákhoz tartozó periódusidôket (azonos fázisban: T0, el-
lentétes fázisban: T ).

Azonos fázisban lengô ingák esetén T0 meghatározásá-
hoz elegendô csak az egyik ingát lengésbe hozni, mivel a
csatolás itt nem játszik szerepet. A vektorszkóp által a
számítógép képernyôjén megjelenített kitérés–idô grafi-
konról olvassunk le 30 lengésnek megfelelô idôt (4 tize-
desjegy pontossággal), majd ezekbôl átlagolással számít-
suk ki az inga (ingák) periódusidejét.

Ellentétes fázisban azonos nagyságú, ellentétes irányú
kitéréssel kell indítani az ingákat. A számítógép képer-
nyôjén két, azonos periódusidejû harmonikus rezgés
görbéje jelenik meg különbözô színnel, az ingákhoz rög-
zített gomboknak megfelelôen. Olvassunk le mindkét
grafikonról 30 lengésnek megfelelô idôt többször, külön-
bözô helyen, majd ezekbôl átlagolással számítsuk ki az
ellentétes fázisú rezgéshez tartozó periódusidôt (T ).
T és T0 ismeretében kiszámítható a lebegési idô:

Ezek után állítsunk elô lebegést. Egyik ingát kis kité-

ν leb = ν ν0 ⇒ 1
Tleb.szám

= 1
T

1
T0

⇒ Tleb.szám =
T0 T

T0 T
.

réssel indítsuk el, miközben a másik inga nyugalomban
van. A vektorszkóp által kirajzolt lebegési görbérôl ol-
vassuk le a lebegés periódusidejét, (szintén több leolva-
sás átlagolásával), majd az így kapott értéket vessük
össze a számolt lebegési idôvel, ezután számoljunk rela-
tív eltérést.
T0 és T felhasználásával kiszámítható a csatolási állan-

dó is az alábbi módon:

A kapott értékeket vessük össze a

Kmért =
ω 2 ω 2

0

ω 2 ω 2
0

=

4π 2

T 2

4π 2

T 2
0

4π 2

T 2

4π 2

T 2
0

=
T 2

0 T 2

T 2
0 T 2

.

összefüggésbôl, a geometriai adatok alapján kiszámítha-

Kszám = D l 2

m g L D l 2

tó csatolási állandó értékekkel, majd számoljunk relatív
eltérést.

Feladatok

1. Tanulmányozza a kísérleti elrendezést.
2. Ismerkedjen meg a vektorszkóprendszer szoftve-

rével.
3. Állítson be l1 = 0,15 m csatolási hosszt. Az inga

hossza (tömegközéppontjának helye a felfüggesztéstôl) L1

= 62,3 cm. Az ingák tömege egyenként, a gombokkal
együtt: 1,692 kg, a rúd tömege 0,139 kg. A csatolást léte-
sítô kiadott rugó rugóállandója: 53,3 N/m. Mérje meg a
csatoltinga-rendszer sajátrezgéseihez tartozó periódusidô-
ket. Ennek alapján számolja ki a lebegés periódusidejét.
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4. Mérje meg a lebegés periódusidejét a lebegési

7. ábra. Kitérés–idô grafikonok azonos fázisban lengô ingák esetén, l =
15 cm-es csatolásnál. Az inga hossza (tömegközéppontjának helye a
felfüggesztéstôl) L = 62,3 cm. Az ingák tömege egyenként, a gombok-
kal együtt 1,692 kg, az ingát tartó rúd tömege 0,139 kg. A rugóállandó
D = 53,3 N/m.

8. ábra. Kitérés–idô grafikonok ellentétes fázisban mozgó ingáknál, l =
15 cm-es csatolásnál. Az inga hossza (tömegközéppontjának helye a
felfüggesztéstôl) L = 62,3 cm. Az ingák tömege egyenként, a gombok-
kal együtt: 1,692 kg, az ingát tartó rúd tömege 0,139 kg. A rugóállandó
D = 53,3 N/m.

9. ábra. l = 15 cm-es csatolásnál mért lebegési görbék. Az inga hossza
(tömegközéppontjának helye a felfüggesztéstôl) L = 62,3 cm. Az ingák
tömege egyenként, a gombokkal együtt: 1,692 kg, az ingát tartó rúd
tömege 0,139 kg. A rugóállandó D = 53,3 N/m.

táblázat

A csatolt inga paramétereinek változása a csatolás l hosszának függvényében

l
(m)

T
(s)

Tleb.szám
(s)

Tleb.mért
(s)

∆Tleb/Tleb.mért
(%)

Kszám
(10−2)

Kmért
(10−2)

∆K/Kszám
(%)

15 1,4382 16,178 15,820 2,3 9,66 9,21 4,7

20 1,3534 9,4497 9,4999 0,5 15,98 15,33 4,1

25 1,2710 6,5076 6,4037 1,6 22,89 21,55 5,9

Egyéb paraméterek: D = 53,3 N/m, L = 0,623 m, T0 = 1,5794 s, az értékek 5–5 mérés átlagát mutatják.

görbe alapján. Számolja ki a számolt és a mért lebegési
periódusidôk relatív eltérését.

5. Számolja ki a csatolási állandót a geometriai ada-
tokból.

6. Számolja ki a csatolási állandót a sajátfrekvenciák-
hoz tartozó periódusidôkbôl. Számolja ki a számolt és
mért csatolási állandók relatív eltérését.

7. Mutassa be, hogyan függ a csatolt rendszer lebegési
ideje és a csatolási állandó az inga geometriai adataitól.

Ismételje meg az elôbbi mérést úgy, hogy változtatja a
csatolás hosszát (l2 = 0,2 m, l3 = 0,25 m). Ezután állítson
be 0,2 m-es csatolási hosszt, és ennél változtassa meg az
inga hosszát (pl.: L2 = 0,5 m, L3 = 0,4 m), vagy használjon
más rugóállandójú rugót.

Mérési eredmények

Tájékozódásul bemutatok egy-egy kitérés–idô grafikont
azonos fázisú és ellentétes fázisú mozgásban (7., 8. áb-
ra ), egy lebegési görbét (9. ábra ) és l változtatásával egy
mérési sorozatot (táblázat ), amely öt mérés átlaga.

A táblázatban a Tleb.szám a lebegési idôk számított, illetve
a Tleb.mért a mért értékeit, Kszám a csatolási állandó geomet-
riai adatokból számított, Kmért a mért sajátfrekvenciákhoz
tartozó periódusidôkbôl meghatározott értékeit jelenti. Az
5. és 8. oszlopban a relatív eltérések szerepelnek.

A mérési eredményekbôl jól látható, hogy l növekedésé-

∆ Tleb
Tleb.mért

=
Tleb.szám Tleb.mért

Tleb.mért

.

vel nô a csatolás erôssége, (szorosabb lesz a csatolás),
ezért az energia kicserélôdése a két inga között gyakorib-
bá válik, amit a lebegési idô csökkenése és a csatolási
állandó növekedése jelez. A tapasztalt relatív eltérések,
azaz az egyenletek alapján a geometriai adatokból meg-
határozott és a vektorszkóppal mért mennyiségekbôl szá-
mított értékek közötti különbség okaként elsôsorban azt
kell megemlítenünk, hogy az elkészített kísérleti eszköz

csak modellezi az alkalma-
zott egyenletek szerinti csa-
toltinga-rendszert. Gondol-
junk arra, hogy a fizikai inga
állványa maga is csatoló
elemként szerepel, az inga-
test tartórúdjának tömege
nem elhanyagolható az inga-
test tömegéhez képest, hibá-
val mérhetô a nem pontsze-
rûség miatt a csatolás helye

350 FIZIKAI SZEMLE 2004 / 10



és az inga hossza, a súrlódás nem küszöbölhetô ki teljesen
(ez utóbbi okozza a 9. ábra lebegési maximális amplitú-
dóinak kis mértékû folyamatos csökkenését), s az ingák
kisszögû kitérése is korlátozottan valósítható meg.

Ennek ellenére a vektorszkóp eredményesen és hiányt
pótlóan alkalmazható a csatolt ingák vizsgálatában, s a
tapasztalatok alapján a laboratóriumi gyakorlat elnyerte a
hallgatók tetszését is.
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BESZÁMOLÓ A HATVANI ISTVÁN-FIZIKAVERSENYRÔL

Az Eötvös Loránd Fizikai Társulat Hajdú-Bihar megyei
Csoportja a 2004/2005. iskolai évben 24. alkalommal hir-
deti meg a „magyar Faust”-ról, Hatvani István ról elneve-
zett fizikaversenyét. Ezen minden, határainkon inneni és
túli, fizikát magyar nyelven tanuló 7–10. osztályos tanuló
indulhat. A versenyzônek csak egyetlen feltételt kell telje-
sítenie: a Verseny 23 éve alatt kialakult, hosszú ideje vég-
legessé vált formai elôírásait, a Versenyfelhívásban foglal-
takat maradéktalanul be kell tartania.

A Verseny szervezésével és lebonyolításával kapcsola-
tos tudnivalókat ismertetjük a továbbiakban, támaszkod-
va a 2004. május 1. napon zárult 23. szakasz konkrét ta-
pasztalataira.

A Verseny ingyenes: indokolt és indokolatlan jogcíme-
ken nevezési díjat sem szedünk az indulóktól. Egyetlen
anyagi teher a megoldások beküldésével kapcsolatban
felmerülô postaköltség lehet.

A Versenyfelhívást minden Hajdú-Bihar megyei általá-
nos és középiskola szeptember elsô napjaiban megkapja.
Mellettük az elmúlt években indult, vagy indulási szándé-
kukat jelzô megyénken kívüli, illetve határainkon túli
iskoláknak eljuttatjuk azt. Tavaly 114 iskolából 383 tanuló
nevezett. Közülük 145 általános iskolai (7. és 8. osztályos
„kicsi”) és 238 középiskolás (9. és 10. osztályos „nagy”)
volt. Egy év alatt közülük csupán 42 versenyzô adta fel a
versenyt.

A feladatok kijelölésénél megpróbáljuk figyelembe
venni az egyes iskolatípusok tantervi követelményeit. Ez
azonban napjainkban egyre nagyobb gondot jelent. Mint-
hogy a megoldások során mindenféle személyi és tárgyi
segítség igénybe vehetô, ezért elég ritkán fordul elô rek-
lamáció a kitûzött feladatokkal kapcsolatban.

A feladatok egy része olyan, hogy megoldásuk (elsô-
sorban könyvtári) utánajárást, búvárkodást igényel. Pél-
dául a tavalyi 4.5. feladat a következô volt:

„A Nobel-díjak odaítélésével kapcsolatban elég sok
mendemondáról lehet hallani. Nem ezekkel akarunk
foglalkozni, csupán egy újabb érdekességre kívánjuk
felhívni a figyelmet az alábbiakkal.

Szinte hihetetlen, de majdnem ugyanazon felfedezé-
sért fizikai és kémiai Nobel-díjat is odaítéltek, ráadásul
ugyanabban az évben.

Az egyik tudós gázok sûrûségeinek meghatározása
során érdekes – és számára megmagyarázhatatlan –

megfigyelésre jutott: a levegôbôl kinyert nitrogén sûrûsé-
ge nagyobb volt, mint a nitrogéntartalmú vegyületekbôl
elôállított nitrogén sûrûsége. (Ugyanakkor az oxigén
sûrûségét mindig azonosnak találta, bárhonnan is szár-
mazott az.) A másik kutatóval való tanácskozás után
egy új elemet nyert ki a levegôbôl.

A másik tudós késôbb a levegôbôl további elemeket
különített el.

A két tudós életének összehasonlításakor állapíthatjuk
meg a következôket:

• Mindketten szigetállam szülöttei.
• Az egyik bárói címet örökölt, a másik lovagi címet

kapott.
• Mindketten tagjai voltak a Royal Society-nek.
• A Magyar Tudományos Akadémia külsô tagjaivá

választották ôket.
a) Melyik két Nobel-díjas tudósról van szó? Milyen

nemzetiségûek, mikor születtek és hunytak el?
b) Miért kapták a legmagasabb tudományos elisme-

rést?
c) Egyikôjük halálát egy fertôzô betegség okozta – a

közvélemény szerint. Ennek a betegségnek ô volt az elsô
áldozata. Miért téves a kutató halálát okozó betegség
elôzô diagnózisa?”

Vannak olyan feladataink, amelyek természeti (azaz
napjaink) jelenségeinek megfigyelését és magyarázatát
kérik a versenyzôktôl. Ilyen volt például a tavalyi 4.6.
feladat:

„A gázüzemû személygépkocsikkal nem lehet mélyga-
rázsban parkolni. Mi lehet ennek az oka? Hasonló, de
kellô körültekintés esetén kevésbé veszélyes jelenséggel
találkozhatunk. Vajon hol?”

A feladatok többségének a megoldásánál számolni
kell. Például a tavalyi 1.3. feladat:

„A kerékpárversenyen a hegycsúcs felé halad az üldö-
zô csoport és az elôtte 2,5 km-re lévô »szökevény« állan-
dó, 25 km/h sebességgel. Az adott pillanatban a szöke-
vény 3 km-re van a hegy csúcsától.

a) Hány perc elônye van a szökevénynek?
b) Mennyi idô elteltével jut fel a csúcsra a szökevény?
c) Mennyi lesz az országúton mért távolság a szöke-

vény és az üldözôk között az eredeti helyzettôl számítva
10 perc múlva? A csúcson túl, a lejtôn lefelé 65 km/h
átlagsebességgel képesek hajtani.”
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