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TARJAN TAMAS
Egyenes vagy S alaku a Janossy-féle trendvonal?

Hosszu tavi egyensilyi allapot Maddison
adatai és az Gj novekedéselmélet tiikrében

A technolégiakdvetd orszagok a technolégiavezet6k trendjével normalt, hosszu tava
ndévekedési palyaja S alaku palyat kévet. Tobb olyan névekedési modellt sikeriilt
megalkotni, amelyek S alaku palyan érik el hosszu tavu egyensulyi (steady state)
allapotukat, de mindezt naiv varakozasu vagy révidlato fogyasztasoptimalizalassal,
nem pedig a tdbb mint nyolc évtizede ismert és legelterjedtebb Ramsey-féle fogyasz-
tasoptimalizalas médszerével. Jelen cikk a Ramsey-féle fogyasztasoptimalizalassal
kapcsolatban két Gj eredményt tartalmaz. Bebizonyitja, hogy 7. a Ramsey-féle opti-
malizalas az Aghion-Howitt-féle aggregalt termelékenységi paraméterszabalyozas-
sal parositva nem képes az S alaku palya modellezésére, 2. az Aghion-Howitt-féle
aggregalt szabalyozas moédszertani elvén alapulé, de a szabalyozasba a tékét is
szamba vev0, kissé modositott Aghion-Howitt-féle szabalyozas képes az S alaku
tranziciés dinamika modellezésére.*
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Széles korben ismert és kutatott kérdés, hogy az innovacioé idobeli terjedése S alaku el-
oszlast kovet. Tehat az, hogy egy 0 technologiat hany szazalékban alkalmaznak az dsszes
tobbihez képest egy adott gazdasagban, Gauss-eloszlast kovet (aminek haranggdrbe-alakt
az id6 szerinti derivaltja).! Mar nem olyan széles korben ismert, hogy a technoldgiakovetd
orszagoknak a technologiavezetd trendjével normalt hosszu tava novekedési palyaja is S
alakt palyat kovet. Tobb olyan noévekedési modellt sikertilt megalkotni, amelyek S alakt
palyan érik el hosszu tavt egyensulyi allapotukat, de mindezt naiv varakozasu vagy rovid-
laté fogyasztasoptimalizalassal, és nem a tobb mint nyolc évtizede ismert €s legelterjed-
tebb Ramsey-féle optimalizalassal.

A trendvonal a kézgazdasagtanban mar tobb szaz éve hasznalt fogalom, a tézsdei ar-
folyamok idébeli alakuldsanak vizsgalatahoz és elorejelzéséhez. Ebben az esetben egy-
szerre két trendvonal is megfogalmazddik: egy also, amit timasztrendvonalnak, valamint
egy fels6, amit ellenallas-trendvonalnak neveznek. E kettd egyiitt a t6zsdei ,,l1azgorbe”
alakulasanak also és felso hatarvonalat hivatott kijeldlni. Janossy [1966] trendvonalfogal-
ma a felsd, az ugynevezett ellenallas-trendvonalnak felel meg, ami a matematika nyelvén
valamely makrogazdasagi fejlodési mutatdé idésorahoz huzhatéd felsé burkolégdrbe. Ezt
Janossy legtobbszor logaritmikus skalan egyenes vonallal dbrazolta, de természetesen
néha gorbiilt trendvonalat is feltételezett és vizsgalt. Napjainkban a széles korben elterjedt

* Ezuton szeretnék koszonetet mondani Csillik Péternek a 10 éves eredményes kozos kutatasért és tarsszerzo-
ségért, valamint a jelen cikk irdsa soran adott hasznos tanacsaiért, otleteiért.

! Az 0j technolodgia és az innovacio terjedésérdl az Gttoré miinek szamitd Rogers [1962] 6ta a témanak konyv-
tarnyi irodalma van.
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személyi szamitogépek koraban az Excel diagramvarazslojaval képzett iddsorokhoz féltu-
catnyi trendvonaltipust valaszthatunk. Ezek nem két trendvonalat (egy felsé és egy also
burkologorbét) jelentenek, hanem veliikk parhuzamosan, kozottiik és valahol ,,kozépen”
halado (a legkisebb négyzetek modszerével illesztett) egyetlen gorbét. Janossynak ezek
felrajzolasahoz — még alig fél évszazada — a miiszaki életben szokasos milliméterpapirt,
logarlécet és gorbevonalzot kellett hasznéalnia. Mi pedig, miutdn matematikai szabatos-
saggal definidljuk a technologiakdvetd orszag és az S alaku novekedési palya fogalmat,
szamitogépes trendillesztéssel demonstraljuk Maddison [2010] — 18 OECD-orszagra vo-
natkozd 138 éves — torténelmi idGsoraira, hogy a technolégiai kdvetdk S alakti ndvekedési
palyat jartak be. Kdzponti kérdésiink ezek utan az, hogy mikor és milyen feltételek mellett
lehetséges az S alaku novekedési palya modellezése az tigynevezett 1j névekedéselmélet
segitségével (lasd Meyer [1995]). Olyan novekedési modelleket targyalunk, amelyeknél
az A aggregalt termelékenységi paraméter az egyik, mig a fizikai + emberi t6két egyarant
magaban foglalé K a masik termelési tényezo:

Y=A4" K",

Ezen 1j és 6nallova valo, a K+F-hez ¢és az innovaciohoz kapcsolodo A termelési ténye-
z0 a schumpeteri teremtd rombolason alapuldé Aghion—Howitt-féle tényezdszabalyozas-
sal egyiitt mara mar az endogén novekedéselmélet egyik legfontosabb kutatasi agava valt
(Aghion—Howitt [1992]). Ezt az agat a termékek mindségét javitdé modellek alkotjak, mig
a masik Romer [1990] termékvalaszték-modellje, amelyben az aggregalt termelékenység a
termékvalaszték mértékének fliggvénye. Az altalunk targyalt modellekhez mindkettdbol
kolcsonziink modellelemeket és érveléseket. Janossy Ferenc mar kozel félévszazada egy-
értelmtlien a schumpeteri megkozelités mellett tette le a garast, amikor azt bizonyitotta,
hogy ,,[A]z Gj technikai vivmany terjedése a munka kvalitativ megvaltozasan keresztiil
megy végbe” (Janossy [1966] 153. 0.).

Tanulmanyunkban megmutatjuk, hogy az Aghion—Howitt-féle szabalyozas, parositva
a Ramsey-optimalizalassal nem képes az S alaku palya modellezésére. E fontos negativ
eredmény ismeretében az Aghion—Howitt-féle szabalyozas modszertani elvén alapulo, de
A mellé a K t6két is szamba vevo szabalyozasra pedig bebizonyitjuk, hogy képes az S alaktl
tranzicios dinamika el6allitasara.’

Miel6tt ratérnénk mondanivalonk részletes kifejtésére és bizonyitasara, roviden foglal-
juk Ossze az elmult két évtizedben Dumke [1990] 6ta a nemzetkozi irodalomban targyalt
Janossy-hipotéziseket.

Janossy eredeti hipotézise sajat megfogalmazasaban: ,,... tényadatok alapjan félre nem
érthetd modon nyilvanvalova valt, hogy a helyreallitasi periodus végpontjat a gazdasagi
fejlodés trendvonala hatdrozza meg” (Janossy [1966] 111. o.).

1. Janossy-hipotézis, ahogy azt a habortt kovetd eurdpai ndvekedést elemz6 irodalom
idézi: ,,A Janossy altal eldrelatott palya exogén moddon adott, allando iitemi, Harrod-
semleges technikai haladason alapulo természetes novekedési titemii palyanak tekinthetd.”
(Ark—Crafts [1996] 416—417. 0.)

2. Médositott Janossy-hipotézis: ,,..., amely értelmében az esetleges novekedési litem
visszatér eredeti nagysagahoz, de egy annal magasabb jovedelmi szintre, mint az el6zdleg
lehetséges lett volna ugyanahhoz a Janossy altal feltételezett palyara” (Ark—Crafts [1996]
416-417 o.).

2 Az S alaka novekedési palyat (tranzicios dinamikat) mar sikertilt el6allitanunk naiv varakozasa vagy rovidlato
fogyasztasoptimalizalassal (tehat nem az igen széles korben ismert és alkalmazott Ramsey-optimalizalassal) és az
Aghion-Howitt-féle szabalyozas modszertani elvéhez hasonlé tényezdszabalyozassal (1asd Csillik—Tarjan [2006],
[2007], [2009] és [2010]).
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3. Forditott Janossy-hipotézis: ,,... amely megjoésolja, hogy amikor a ndvekedés visszatér
a normal allapotaba, akkor mar egy olyan masik névekedésitrend-palya mentén talalhato,
amelyet idoben visszaextrapolalva az iranyvaltas pontjaig mar gyorsabb novekedést mutat,
mint az irdnyvaltas el6tt volt” (Ark—Crafts [1996] 416—417 o.).

4. Janossy élestorés-hipotézise: ,,A termelés novekedését kifejezd gorbe a habort utan
— a mélypontrdl kiindulva — meredeken emelkedik, de a trendvonalat elérve megtorik,
mégpedig olyan élesen, mintha egy falba iitkdzne” (Janossy [1966] 111. o0.). (Ezt Tarjan
[2000] modellezte egy egyszektoros Barro—Sala-I-Martin [1995] modell segitségével. A
kiindulé Janossy-hipotézisnek nevezett torvényszerliség az 1. és 4. Janossy-hipotézissel
ekvivalens.)

Janossy eredeti hipotézisét ,,arnyalni” kellett, ami ravilagit arra a kérdésre, hogy esetleg
Janossy stacioner palyaja (logaritmikus skalan abrazolva) nem egyenes, hanem meggor-
biil. E kérdés megvalaszolasahoz a tovabbiakban egy vezet6—kdvetd endogén ndvekedési
modell segitségével szeretnénk hozzajarulni. Ehhez azonban eldbb néhany definiciot kell
megfogalmaznunk.

Definiciok
A technologiakéveto orszag

Feltételezziik, hogy van egy technologiavezetd orszag, amely mindkét (4., K,) termelési
tényezdjében x litemii exponencialis palyan halad. Az 4 ,-et a technoldgiai hatarnak is szo-
kas nevezni, amit tehat egyik orszag aggregalt (4) termelékenységi paramétere sem mulhat
feliil, azaz A < A,. Jeldlje k = Ke™ egy adott orszag K tékéjének a technologiavezetd x
novekedési litemével diszkontalt értékét, & pedig annak hosszua tava egyensulybeli értékét,
amelyrdl feltételezziik, hogy 1étezik.

Egy orszag technologiakovetd, ha 4 < A, és k(0) < k', azaz az aggregalt termelé-
kenységi paraméter sohasem haladja meg a technologiavezet6ét, és indulaskor a tékéje
kevesebb, mint az x iitemmel diszkontalt értéke a sajat hosszl tavu egyensulybeli al-
lapotaban.

Az S alaku palya definicidja

Egy technologiakdvetd orszag normalt y = Y/Y,. palyara azt mondjuk, hogy S alakt
(ahol tehat a technologiavezetd Y, = ¢ palyajaval normaltunk); ha y(¢) kétszer foly-
tonosan differencialhatd, d[Iny(0)]/dt < 0, d*[Iny(0)]/df* > 0, és alkalmasan valasztott
0 < t, < t,idépontokra igaz, hogy d[Iny(¢,)]/dt = 0, d*[Iny(¢))]/di* = 0, valamint a megfe-
lel6 els6 és masodik derivaltak rendre a ¢, és a ¢,idopontokban valtanak eldjelet. Végiil
pedig feltételezziik, hogy egy technologiakdvetd orszag a technologiavezetdvel par-
huzamos, y” sajat hosszu tava egyensulyi palydhoz konvergal. (Fontos megjegyezni,
hogy — definicionk szerint — a technologiavezetd y,” = Y,/Y,. = 1 palyéja egy vizszintes
egyenes, mig a kovetdk esetére széles korben elfogadott tény, hogy y* = 0,7 ~ 0,9 ko-
z06tti konstans érték.)

Szavakban kifejezve ez azt jelenti, hogy a [0, #] intervallumban az In[y(z)] palya
elébb egy alulrdl konvex U alakot ir le, ahol minimumbhely egy koztes ¢, idépontban
van, majd a palya logaritmusanak a ¢,-ben egy inflexids pontja van, ahol az eddigi bal
kanyarbdl 4ttér egy jobb kanyarra, miel6tt a vizszintes y* hosszu tavl egyensulyi érté-
kéhez tartana a végtelenben.
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Polinomillesztéses trendvizsgalat

Most azt fogjuk demonstralni torténelmi statisztikak alapjan, hogy 1870-t6l (az ugyneve-
zett masodik ipari forradalomtdl) eltelt 138 évben a technoldgiakovetd orszagok (az Egye-
siilt Allamok mint technoldgiavezet$ exponencialis trendjével normalt) palyaja a fenti de-
finicio szerinti S alaku palyat kovetett.

Tekintsiik ehhez az /-3. dbradt a Maddison [2010] altal vasarloéerd-paritdson megadott
GDP/f6-adatok alapjan! A tényadatok alakuldsat 12 technologiakéveté OECD-orszagra
mutatjuk be. A tényadatokhoz trendvonalként polinomillesztéses megkozelitéssel az S
alakhoz — mint a legegyszerlibb, paratlan fiiggvénygorbét is leirni képes — harmadfokt
polinomot valasztjuk. Az 1. abrdn az a hét orszag szerepel, amelyek 1870-ben mint
kovetSk az Egyesiilt Allamok GDP/f6 adatanak 70 szézaléka alatti, a masodikon pedig
azt a masik 6t6t, amelyek ezen adat 70-90 szazal¢ka kozotti értékrdl indultak. Az S
alak az elsé diagramon a legkarakteresebb, azaz az indulaskor az Egyesiilt Allamoknal
tobb mint 30 szazalékkal szegényebb OECD-orszagok az els6é szaz évben még csak
egy U alakot irtak le. Az elsé 110 évben hét orszagbol 6t egymassal parhuzamosan,
pontosabban egymast nem atmetszé modon haladt; mig Japan legszegényebbként star-
tolt, s a leggazdagabbak kozt végzett, Spanyolorszag mindezt éppen forditva tette.
Miel6tt 1940 koriil metszenék egymas harmadfoku trendjét, atmetszették egy-egy mas
orszagét is a tizes években.

1. abra
Hosszu tavi névekedési palyak — 1.
(1870-ben az Egyesiilt Allamoknal tobb mint 30 szazalékkal szegényebb OECD-orszagok)
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Az indulaskor az Egyesiilt Allamokhoz kézelebbi, azaz a 70-90 szazalék kozotti szint-
6l indulo, tovabbi 6t technologiakdvetd OECD-orszag az S alakbol még csak egy U alakot
ir le a 138 év folyaman. Mivel azonban a trendvonalakat meghatarozé tényadatok a perio-
dus vége felé mar hatarozottan vizszintessé valnak, vagy még enyhén vissza is esnek, ezek
is mar egy S alaku palya megvalosulasanak az igéretét hordozzdk magukban.

Végiil a 3. dbra a fennmarad6, indulaskor még az Egyesiilt Allamoknal is gazdagabb
6t OECD-orszag palyajat mutatja be. Ezeket az orszagokat nem is tekinthetjiik a vizsgalt
12 orszaghoz hasonloan technologiakovetoknek 1870-t6l, legfeljebb a masodik vilaghabo-
ru utan mutattak a kovetokhoz hasonld viselkedésformakat. Ennek ellenére — a teljesség
kedvéért — érdekesnek tartjuk a trendpolinomjukkal egyiitt bemutatni ezeket is az elsé
kett6hoz hasonlo koordinatarendszerben.
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2. abra
Hosszu tava névekedési palyak — I1.
(1870-ben az Egyesiilt Allamoknal tobb mint 10-30 szazalékkal szegényebb OECD-orszagok)
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3. dbra
Hosszu tava névekedési palyak — I11.
(1870-ben az Egyesiilt Allamoknél gazdagabb OECD-orszagok)
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Osszefoglalasképpen elmondhatjuk, hogy Maddison [2010] torténelmi idésorainak fel-
rajzolasa és az egyszerii igynevezett polinomillesztéses trendvizsgalat mar elegendd ala-
pot szolgaltat annak feltételezésére, hogy a technologiakovetéknek az Egyesiilt Allamok
(hosszt tava exponencialis) trendjével normalt palyaja S alakot ir le.

Az S alak mint egyszerusitett (stilizalt) tény pedig azt jelenti, hogy a technoldgiakdvetés
a masodik ipari forradalomtél szamitva hosszu idon keresztiil relativ hatranyt/visszaesést
jelentett a technoldgiai vezet6hdz viszonyitva, ami csak késobb fordult at relativ elény-
ny¢, a novekedési iitemet (felzarkozasi sebességet) illetden. Ezutan nyilvanvaléan adodik
a kérdés, hogy a novekedéselmélet vezet6—kovets modelljei (beleértve a legijabb endogén
modelleket is) képesek-e e jelenség leirasara, modellezésére. A novekedéselméletben tobb
mint nyolc évtizede a Ramsey-féle optimalizalas a legelterjedtebb, mig a két évtizedes
multra tekinté endogén novekedéselméletben az Aghion—Howitt-modell aggregalt terme-
Iékenységi paraméterét tartalmazo modell az egyik legaltalanosabban hasznalt, ami a (szin-
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tén csaknem nyolc évtizedes) schumpeteri névekedéselméletben gyokerezik (Schumpeter
[1980/1934]). Ezen aggregalt termelékenységi paraméter szabalyozasanak azonban nagyon
fontos jellemzdje és egyben korlatja, hogy kizarolag Snmagat szabalyozza, azaz a termelé-
kenységi paraméter palyajanak alakulasa elszakad(hat) az egész gazdasagétol. Jelen cikk-
ben be fogjuk bizonyitani, hogy e két legismertebb pillérre timaszkod6 modell nem képes
az S alak modellezésére, s6t mi tobb, a kovetok monoton csokkend (novekedési) titemmel
tartanak a technologiavezet6vel parhuzamos hosszu tavi egyensulyi allapotukhoz, azon-
ban az Aghion—Howitt-féle szabalyozas csekély (de az eldbbiek alapjan sziikségszerti) val-
toztatasaval mar képesek lesznek S alakt palyan haladni.

Képes-e az Aghion—Howitt-féle
szabalyozas az S alak modellezésére?

A novekedéselméletben a technikai haladas endogén termelési tényezéként valdo megjele-
nitése Arrow [1979/1962] termelés kozben szerzett tudas hipotézisével kezdddik. Hasonlo
jelenséget Janossy Ferenc is vizsgal, mégpedig konyvének A gép mint az ember tanitomes-
tere cimi alfejezetében (Janossy [1966] 225-226. o.). E termelési tényez6 a technologiai
hatar fogalmanak bevezetésével (Nelson—Phelps [1966]), valamint a schumpeteri teremto
rombolast alkalmazé tényezdszabalyozassal (Aghion—Howitt [1992]) valik az endogén no-
vekedéselmélet egyik legfontosabb kutatasi agava. Ezt az dgat a termékek mindségét javitd
modellek alkotjak, amit roviden schumpeteri novekedéselméletnek neveziink, mig a masik
agat Romer [1990] termékvalaszték-modellje képviseli, amelyben az aggregalt termelé-
kenység a termékvalaszték mértékének fiiggvénye. ,,A technoldgia allapotanak a termék-
valaszték szamaval torténd dsszekapcsolasaval a hosszl tavi novekedés vizsgalatanak egy
kezelhet6 keretét kapjuk meg.” (Barro—Sala-1-Martin [1995] 213. 0.)

A termékek mindségi javulasan alapuldé modellek ,,egy masfajta sszekapcsolas, amely-
ben a haladas egy adott termékvalaszték mindségjavulasaban jelenik meg.” (Uo.) A két
megkozelités egymas kiegészitdjekeént tekinthetd. A jelen cikkiinkben targyalt modellek-
hez mindkett6tdl kolesonziink modellelemeket és érveléseket.

Az aggregalt termelékenységi
paraméter szabalyozasanak attekintése

Vizsgalatunk kozéppontjaban allé Aghion—Howitt [1992] tényezOszabalyozassal rokon
modellek koziil a legismertebbeket idérendben tartalmazza az /. tablazat.

Az I. tablazatbdl lathato, hogy Arrow [1979/1962] Gttdrének szamitd szabalyzasatol el-
tekintve a tobbi 6t modellben az aggregalt termelékenység (4) id6 szerint derivaltja (4) egy
alkalmasan valasztott Z(4, K) fiiggvény segitségével irhato le:

A=A xZ(4, K).
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1. tablazat
Az aggregalt termelékenységi paraméter szabalyozasi modelljei

Modell Képlete Megjegyzés

1. Arrow [1979/1962] A=z K’ 0 egy pozitiv kitevd, ekvivalens
megfogalmazasban: A=0KIK)A + A,

0 < 0 < 1,ahol v=z/z)

2. Nelson—Phelps [1966] A = f(h)(Ap—A4) A, a technoldgiai hatart jelenti, amely 6nma-
gatol nd idében valamilyen exogén litemmel
és h az orszag emberitdke-allomanya

3. Conlisk [1967] A=a,A+a,Y/L;a, a, >0

4. Aghion—Howitt [1992] A= p(y—1) A+, (4,—A) A, a technolégiai hatar

5. Benhabib—Spiegel A= f(h)(Ap—A)+g(h)yA  Aratechnologiai hatar, & az orszag

[1994] emberitéke-allomanya

6. Villanueva [1994] A=0(K/L)+~4,60 > 0

(modositott Arrow)

A novekedési modell

Vegyiik (Y) az egy fore jutd kibocsatas egy Cobb—Douglas-tipust termelési fiiggvényét,
ahol az aggregalt termelékenységi valtozd (4) az egyik, mig az egy fore juté fizikai + em-
beri t6két magaban foglald valtozo (K) pedig a masik termelési tényezo:

Y — A(I—zx)Ka’

(ahol 0 < o < 1), amely igy allando skalahozadékot mutat mindkeét tényezgjében.

Az Y kibocsatas mind fogyasztasra, mind a fizikai + emberi toke beruhazasra forditha-
to. Feltessziik, hogy az 0sszetett fizikai + emberi toke évente ¢ rataval értéktelenedik.
A gazdasag forraskorlatja tehat

Y=A4" 9K =C+]1, (1)
K=1I,-6K, 2)

ahol I, a brutt6 beruhazas a fizikai + emberi tékébe, és amelyet § K potlasra és K tokeval-
tozasra forditanak.

A=A x Z; ahol Z = Z(4, K), 3
ahol az A paraméter A/A ndvekedési iiteme tetsz8leges A-tol és K-t6l fiiggé altalanos fiigg-
vény, amely az Arrow-féle kivételével mindegyik /. tablazatban felsorolt szabalyozast spe-
cialis esetként magaban foglalja.

Ramsey-féle optimalizalas

Most pedig hajtsuk végre az ismert Ramsey [1928] szerinti optimalizalast, az (1), (2) és az
L. tablazatbeli 6t legismertebb szabalyozast is magaban foglal6 altalanos (3) rendszerre:

fo U(C)e ™ dt = max.

Ekkor a Hamilton-egyenlet (nulla népességnovekedést feltételezve):
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J=UC)e "+ (Y- C-6K)+ ud x Z,
ahol v és yrendre a K és A arnyékarai. A szokdsos hasznossagi fiiggvényt alkalmazva,
UC)=(C"— D1 -0).

Az elsdrendii feltételt a szokasos modon véve, kapjuk, ha a J Hamilton-fiiggvény C sze-
rinti derivaltjat nullaval, valamint a két arnyékar v és (1 id6 szerinti derivaltjait pedig rendre
—0J/0 K-val és —0 J/0 A-val tessziik egyenlévé, felhasznaljuk az (1) koltségvetési korlatot is.

AJC=Cle”"-v=0 = wv=Cle" = C=we")"
_ QJIOK = 16— YIK) — pd(A * Z)IOK =
— AT = -1 — Q) YIA — (A x Z)/0A4 = fu.

A K-ra, A-ra, v-re és u-re vonatkozo négyvaltozos differencidlegyenlet-rendszer tehat a
kovetkezo:

K=Y-6K-C, @)
A=4x7Z, )

v=vl—-a Y/K)—udd x Z)/K, (©6)
f=—v(1 — ) YIA— pd(A x Z)I0A. (7

Vezessiik be a technologiavezetd Y. = e palyajaval normalt mennyiségeket! Emlékezte-
tiink, hogy az S alaku palya definialasakor mar bevezettiik azy = Y/Y . =Ye ™ jelolést. Most
pedig legyen k = Ke™, a = Ae ™ és ¢ = Ce™'! Vezessiik be tovabba az n = /v, valamint
a0,=0(4 xZ)0A, 0y = 0(4 * Z)/OK jeloléseket is! Ekkor nyilvanvaléan fennallnak a
K=(k+kx)e", A= (a+ax)e", 1= nv+ nv dsszefiiggések, amelyek a (4)—(7) egyenletekre
torténo alkalmazassal k-ra, a-ra, c-re és n-ra a kovetkez6 (8)—(12) négyismeretlenes diffe-
rencialegyenlet-rendszert adjak, ahol y nem 6t6dik valtozo, hanem az y helyébe mindig a
(8) egyenlet altal megszabott alakot kell érteni, valamint a rea/megtériilési rata a szokasos
jelolésével sem egy tijabb valtozot jelent, hanem azon az r = « y/k — 6 kifejezést értjiik:

y=a"ke, ®
k=y—(©G+xk-c )
a=a(=x+2), (10)
0clc=r—x0— p+nd,, (11)
0=~ —awla+n@r—0,)+nd (12)

Fontos megjegyezniink, hogy az elobbi (8)—(12) egyenletekben szerepld kisbetis, ,,nor-
malt” mennyiségek bevezetése tisztan matematikai céli, az S alaku palya vizsgalatahoz
»jol kézre allo”, transzformacios eszkdz, de a Ramsey-féle optimalizalas a ndvekedéselmé-
letben szokasos modon a (4)—(7) egyenletekben szerepld nagybetiis (nem normalt) eredeti
valtozokra torténik.

Vezessiik be a téke/kibocsatas hanyadosra a k = k/y jelolést!

A fenti (8)—(12) egyenletek a hossza tavu egyensulyi allapotban a kovetkez6 (13)—(17)
alakuak:

y* :a*l—ry *rr, (13)
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0=1Kk-6-x—clk=>c"=1-K(6+x), (14)
7' =x, (15)
0=r"-x0-p+n0 = 0={r"—p+n0 }x, (16)
0=—(1-a)r™""+n @ -0,)+n7°0. (17)

A fenti egyenletekbdl a k, a, ¢ és 1 hosszu tava egyensulyi allapotbeli értékei meghata-
rozhatok:
k* — y*H*,
4= y* ol o)
c'=1-k(+x).

Az 1’ meghatarozasa pedig a kovetkez6:
Ha 0," = [0(4 x Z)/OK]" = 0, akkor egy masodfoku egyenletet kaptunk 7"-ra:

n'=0,5{0, — r'H[(r" - 8,) + 40, (1 — Q)™= 9*1/9,”.

Latni fogjuk, hogy a fenti egyenletnek redlis paramétertartomanyban van megoldasa,
és az 1"-hoz tartoz6 y* épp azt az aranyt jelenti, hogy a kdvetd orszag a technologiavezetd
palyédjanak hany szazalékahoz tart majd a végtelenben.

1. MEGJEGYEZES. Ha specidlisan 0, = 94 *x Z)/0K = 0, azaz masként megfogalmazva:
Z(A, K) a K-t6l nem, csak 4-t0l fligg és igy Z(4, K) = Z(A); akkor a (11) egyenlet az tigyne-
vezett Keynes—Ramsey-féle szabalyra® redukalodik: ¢/c = (r — p)/0 — x.

Ramsey-optimalizalas esetén az Aghion—Howitt-féle
szabalyozas nem képes az S alak modellezésére

1. LEMMA. Ha 8, = 8 (4 x Z)/OK = 0 és indulaskor k(0) < k" teljesiil, akkor ~, = k/k (szigo-
rian) monoton csokken a [0, oo) intervallumban.

BizoNYiTAS. ,,Az -, (szigortian) monoton csdkken, ha a gazdasag k(0) < k"-bol indul.”
(Barro—Sala-i-Martin [1995] 90. o. fiiggelék.) E tétel bizonyitasa és az 1. megjegyzés alap-
jan az 1. lemma nyilvanvaloan fennall.

DEerINic1o. Aghion—Howitt-féle (4, technologiai hatartdl mért), inverz tavolsaggal torténé
szabalyozas*: Z = x + q (4,/A — 1), ahol ¢ > 0.

2. LEMMA. Aghion—Howitt-féle szabalyozas esetén v,(a = Ae ™) monoton csdkken a [0, c0)
intervallumban.

BizonyiTAs. Mivel definicié szerint A < A, ezért Z(A4) > x, igy (10) miatt v, = Z(4) —x > 0
= a monoton nd, és a, konstans = ~, = g(a,a — 1) pedig monoton csdkken a [0, co) inter-
vallumban. [

3 Lasd példaul Barro—Sala-i-Martin [1995] 65. o. (2.10) egyenletet, amelyet most értelemszeriien az itteni
jeloléseinknek megfeleléen egy kis modositassal idéziink.

4 Ahol x = 1,(y— 1), az Egyesiilt Allamok hosszu tavi novekedési iiteme, 11, az élenjard innovacio, ¢ = p,, pedig
az imitacio frekvencidja (lasd Aghion—Howitt [2006] 7-8. 0.).
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3. LEMMA. Aghion—Howitt-féle szabélyozas esetén, ha indulaskor k(0) < k" teljesiil, akkor
7, (szigortian) monoton csdkken a [0, oo) intervallumban.

BizonyiTAs. Mivel az 1. lemma szerint v, (szigortian) monoton csdkken és a 2. lemma mi-
att pedig -y, = 7, — x is monoton csokken, ezért a linearis kombinaciojuk, -, is (szigortian)
monoton csdkken a [0, co) intervallumban. ]

TETEL. Aghion—Howitt-féle szabalyozas esetén az y = Y/Y . technologiakovetd palya nem
lehet S alakt, mert sem #,, minimumhelye, sem ¢, inflexios helye sincs.

BizoNYiTAs. A 3. lemma miatt 7, (szigorian) monoton csdkken a [0, co) intervallumban,
igy nincs ¢, inflexija. Mivel a hosszii tavii egyensilyi allapotban +," = 0, igy a [0, o) inter-
vallumban 7, sziikségképpen mindvégig pozitiv volt, azaz ~, > 0. Tehat az y = Y/Y palya
(szigoruan) monoton né a [0, co) intervallumban s igy nincs 7, minimumhelye sem. ]

Moédositott Aghion—Howitt-féle
tényezé6szabalyozas az S alak modellezésére

Az I. tablazatbeli aggregalt termelékenységi paraméterszabalyozasok koziil a 4. Aghion-
Howitt-féle tényez8szabalyozastol eltekintve ahol, mint lathatd, 4 csak A-tol s annak A4,
hataratol fiigg; a tobbi esetben 4-n kiviil fliggdtt még: K/K -tol, h-tol, Y/L-t6l s végiil K/L-
tol. Tehat abban, hogy a technoldgia valtozasa, 4 az Y kibocsatastdl fligg, Conlisk [1967]
oOta nincs ujdonsag, mi most csak azt tessziik hozza, hogy a kévetdk Y kibocsatasanak is 1é-
tezik egy Y, hatdra,’ és hogy az egy f6re jutd Y kibocsatés az adott kovetd termékvalaszték
mértékének egy lehetséges kozelitése, akkor Romerhez és Aghion—Howitt-szerzoparoshoz
hasonlo érveléssel a (18) tényezdszabalyozashoz (Y. a kibocsatasi hatartol mért tavolsag
inverzével torténd szabalyozashoz) jutunk:

A= p,(y— DA+ p, (Y)Y — D4, (18)

ahol p,(y — 1) a sajat innovaciobodl eredd termelékenységnovekedés, mig p,(Y/Y — 1) az
imitaciobol. ,,Az elébbi esetben az orszag €lenjard innovaciot végez, amely biztositja és
javitja az ¢élenjar6 technoldgiat ipardgdban. Az utdbbi esetben az innovacio csak imitalja/
adaptalja a mar mashol kifejlesztett technologiat.” (Aghion—Howitt [2006] 7. 0.)

Az el6bbi, tgynevezett kibocsdtasi hatartol mért tavolsag inverzével torténd tényezo-
szabalyozast egy masik érveléssel is szarmaztathatjuk.®

Vegyiik a kovetok Y kibocsatasanak és az Y,-hoz viszonyitott szokasos y = Y/Y, ha-
nyadosat! Ha most egy tetszéleges u (y < u < 1) aranyt tekintiink, amely y-hoz képest épp
(u/y)-szoros termékvalasztékkal, azaz ennyiszer nagyobb — termékvalasztékban is meg-
testesiil6 — technologiai tudassal rendelkezik, akkor a fejlettebbek osszes tobblettudasa az
[y, 1] szakaszon
1
_y

Y

1 1
Ldinu= [ Ldu=|"
'y syu |y

y

5 Jegyezziik meg, hogy mig az A4, technologiai hatar altalaban a technologiai vezet6 A5 egyiitthatojat (aggregalt
termelékenységi paraméterét) jelenti, addig a kovetdk Y kibocsatasainak Y. hatarara azt is megengedjiik, hogy
eltérjen a technoldgiai vezetd, Y, kibocsatasatol.

© Hasonlé gondolatsoron alapuld tényez8szabalyozasokat alkalmaztunk mar a Csillik—Tarjan [2006], [2007],
[2009] és [2010] cikkekben is.
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srer

régiok folyamatosan és logaritmikus Iéptékben egyenletesen helyezkednek el a [y, 1]-ben.
Végiil feltessziik, hogy az imitaciobol szarmazo, idéegységre jutd A/A termelékenységno-
vekedés egy alkalmas allando egyiitthato segitségével a fenti (1/y — 1) nagysagu integrallal
aranyos. Jelolje csillag a tovabbiakban a kiilonb6z6 valtozok hosszu tavi egyensulyi alla-
potat! A u,, = u, (v — D/(1 —y") valasztassal épp (18)-hoz jutunk.”

AlA= 1, (v = 1)+, (VY = 1) = g, (1= ) + g, (vfy = 1) = " (Uy = 1).
Az Y,, kibocsatasi hatartol mért tavolsag inverzével torténd (18) szabalyozas® bevezeté-
seutdan Z=x + g(y'/y — 1), amelyre a parcialis derivaltak:
Oc=—qay'al(yk) és 0,=x—q+qay’/y.

Majd szamitsuk ki , id6 szerinti derivéltjat, azaz irjuk fel 5, képletét, amely”:
d[yde =5,= {1 - a)g(y - ly =) =y —c+ (1 - g kyhl, + a (v, —c Wk (19)

Analizisbdl tudjuk, hogy az y pélya logaritmusanak konkavitasat a masodik derivalt,
azaz a d*[Iny)/df = ~, eldjele, inflexios pontjat pedig elbjelvaltisa dontheti el. Ha tehat a
kezd$, t = 0 idSpontban az S alaku palya definicidjaban szerepld, a technologiavezetéhoz
képesti (tehat csak relativ értelemben) csdkkend indulas:

1,(0) = d[Iny(0))/dt < 0 (20)
feltétele mellett tovabbi két igen természetesnek tiing feltétel is teljesiil:
y(0)>c) & y=yy=cr=¢ @
akkor az S alaku palya definiciojaban szereplé masik fontos
d[Iny(0))/de* > 0 (22)

feltétel — a (19) képlet miatt — automatikusan teljesiil, azaz (20) és (21) = (22). Emlékezte-
tlink, hogy a (20) és (22) egyenldtlenség az S alakt palya definicidjanak két indulofeltételét
jelenti. Igy e két feltétel persze csak sziikséges feltétele az S alakti palyanak, de modell-
szamitasaink szerint széles paramétertartomanyban mindez egyben elégséges feltételnek
is bizonyul. A 4. dbran illusztracioként a modositott Aghion—Howitt-féle tényezdszaba-
lyozassal (Japan/Egyesiilt Allamok GDP/fé tényadataihoz) torténd modellpalya-illesztés
talalhato, amely mint lathato, S alaku.
A modell paraméterértékei a kovetkezok:

a 08415 0 02520 p 0,1200 g 0,0186
60,0800 ¥ 0,9000 k" 4,0000 x 0,0186

7 Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy az utobbi szarmaztatasnak tovabbi elméleti elénye az, hogy mig az
Aghion—Howitt-féle tényezdszabalyozas esetén mind a sajat innovaciobol, mind pedig az imitaciobol eredd ter-
melékenységnovekedés feltételezésére is sziikség van; addig az utobbinal a kovetdkrol elég azt feltenni, hogy csak
imitalnak/adaptalnak, ha a technologiai vezet6tdl kellden tavol és parhuzamosan van a hosszi tavi egyensulyi
allapotuk. A tényadatok alapjan mindez az Egyesiilt Allamok mint technoldgiai vezetShdz szamitva a 70-90 sza-
zalék kozotti szintre tehetok.

8 Ahol x = p1,(y — 1), a technologiavezeté Egyesiilt Allamok hosszi tavii novekedési titeme (j1,) az élenjard
innovacio, g = p,, pedig az imitacio frekvenciaja (lasd Aghion—Howitt [2006] 7-8. o. és a 4. labjegyzet).

° A képlet levezetéséhez induljunk ki a (9) egyenletb6l, amely:

=y (6+0k—c= 7= -c)k-(6+x) = ag,=alyy, — ey~ (v~ bk és7,= (1 - )y, + a7, = 4,
=(1-a)j,+ afpés ay, =~ (1 - a)n,

Z=xtqQly-D=AA=x+~,=5,=qh=>7=0-af,tad=-(0-a)¢ryly+taly-c
V- -ok=4,=-(1-a)gyyh+a@y,-c1 k-0 -0ly—-1-a) g0y - DVk=5,={1-®)
-0y =)=y -ct+ 1 -a)gkyhly+a@,-cr)/k
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4. abra
S alak illesztése Japan/Egyesiilt Allamok GDP/fé-tényadataihoz
GDP/GDP
(log-léptékben)
1,0 ]
0,1
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1. Megmutattuk, hogy Maddison [2010] torténelmi statisztikaja segitségével —a masodik
ipari forradalomtol (1870) napjainkig — a technoldgiai vezetd (Egyesiilt Allamok) egy
fore juto GDP-jének exponencialis trendjével normalt (logaritmikus 1éptékii) koordinata-
rendszerben abrazolva a koveté OECD-orszagok egy fore szamitott GDP-adatai S alaku
palyat irnak le.

2. Ugyanezen koordinata-rendszerre matematikai szabatossaggal definialtuk az S alaku
palya fogalmat.

3. Bizonyitottuk, hogy a Ramsey-féle optimalizalas az aggregalt termelékenységi para-
méter Aghion—Howitt-féle szabalyozassal parositva nem képes az S alaku palya modelle-
zésére.

4. Az Aghion—Howitt-féle aggregalt szabalyozas elvén alapuld, de a szabalyozasban a
tokét is szamba vevo, kissé modositott Aghion—Howitt-féle szabalyozas képes az S alakt
tranzicios dinamika eldallitasara.
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