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SIMONOVITS ANDRAS

Rugalmas nyugdijkorhatar
és optimalis linearis jarulék- és jaradékfiiggvény

A tanulmany a mechanizmustervezés médszerével keresi meg a rugalmas nyugdij]
rendszer optimalis jarulékkulcsat és linedris jaradékfiiggvényét. EI6sz6r a kormanyl]
zat bejelent egy jaradékfliiggvényt, amely a havi nyugdijat a szolgalati id6 linearis
fuggvényében allapitja meg. A kiilénb6z6 élettartamu és szorgalmu egyének optimall
lisan valasztjak meg szolgalati idejiiket. A kormanyzat nem ismeri az egyéni jellem[]
z6ket, csak eloszlasukat; s ennek alapjan egy olyan optimalis jaradékfiiggvényt vall
laszt, amely maximalizalja a tarsadalmi jolétet (példaul az egyéni hasznossagmaxill
mumok aggregaltjat) tarsadalmi koltségvetési feltétel mellett (példaul az aggregalt
be- és kifizetések 6sszege nulla). Az optimalis jarulékkulcs hasonléan vizsgalhato.*
Journal of Economic Literature (JEL) kéd: D86, D92, H55

Egy korabbi cikkemben (Simonovits [2001]) a rugalmas nyugdijkorhatar kérdését tanulll
manyoztam, 6nkényesen valasztott jarulékkulcs és nyugdij-szolgalati id§ fiiggvény, rol
viden jaradékfiiggvény alapjan (vo. Sheshinski [1978]). Az 0szténzési bonyodalmat az
aszimmetrikus informdcio okozza: az egyénnek tobb ismerete van sajét élettartamarol és
hasznossagfiiggvényérdl, mint a kormanyzatnak. Probaltam megmutatni, hogy a biztosill
tasmatematikailag tisztességes jaradékfiiggvény sem nem tisztességes, sem nem biztosill
tas, hiszen a hosszabb élettartamui egyén altaldban kés6bb megy nyugdijba (empirikus
igazolast Waldron [2001] nytjt), tehat nem lehet atlagos élettartammal szdmolni.

Bar a tényleges kormanyzatok is eléggé onkényes (példaul gyakran valtoz6) szabalyol
kat iktatnak torvénybe, a kozgazdasag-elméletben jelenleg megkivanjdk a normativ moll
dell kidolgozasat. Simonovits [2001]-ben csak utaltam, most megkisérlem a hidnyossal
gok potlasat.

Ebben a cikkben az optimdlis nyugdijosztonzést elemezziik, nevezetesen azt, hogy
mekkora 7 jarulékkulcsot és milyen b(R) jaradékfiiggvényt kell a kordbban bevezetett
modellben érvényesiteni ahhoz, hogy az egyéni hasznossdgmaximumok (transzformaltil
jainak) osszegével definialt tarsadalmi joléti fiiggvény is maximadlis legyen.

Roviden a torténelmi el6zményekrdl: Mirrlees [1971] elemzett el§szor optimalis 6szl
tonzési feladatokat az optimalis személyiado-fliggvény esetében. A kozgazdasagi nehézl
ség abbdl adddik, hogy a kormanyzat nem ismeri az egyének munkatermelékenységét és
munkaidejét, csak a szorzatukként megjelend jovedelmet tudja megfigyelni. Itt az ad6z

* Kilon halaval tartozom Esd Péternek, akitdl a rugalmas nyugdijrendszerek kozos tanulméanyozasakor
rengeteget tanultam az optimdlis mechanizmustervezésrdl, valamint Peter Diamondnak, aki konyvének félig
kész viltozatat rendelkezésemre bocsatotta. Vincze Jdnos hasznos tanicsokat adott a dolgozat korabbi valtoll
zatar6l. A kutatast az OTKA T 037383 forrdsa és az OKTK tamogatta. A cikk a szerzének a Bevezetés a
nyugdijmodellezésbe cimi konyve (Budapest, Typotex) 12. fejezetén és A) fiiggelékén alapul.
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tatds célja elsGsorban jovedelem-tjraelosztas a gazdagoktdl a szegényeknek, figyelembe
véve az egyéni teljesitmény-visszatartist. Az informacids aszimmetria azonban kizérja az
igazi (first-best) optimum elérését. Ehelyett be kell érni egy olyan, masodik legjobb (secondll
best) adofiiggvénnyel, amely korlatozott informacid esetén optimalizalja a tarsadalmi j6lé0
tet. A feladat matematikailag nagyon bonyolult, és mar Sheshinski [1972] is érdemesnek
taldlta a gyakorlatban nagyon fontos linedris személyiad6-fiiggvényt optimalizalni (1asd
még Atkinson-Stiglitz [1980], 13. fejezet és magyarul Vincze [1991] és Gomori [2001]).

A nyugdijirodalomban el6szor Diamond-Mirrlees [1978] vizsgélt optimalis dsztonzési
modellt. Naluk az egyének életkora és hasznossagfiiggvénye egyarant azonos, viszont
véletleniil barmikor megrokkanhatnak, s6t ugy tehetnek, mintha megrokkantak volna. A
szerz6k kiszamitottdk, hogy a kormédnynak milyen (egyébként bonyolult) 6szténzési rendl
szert kell bevezetnie a maximalis hatékonysag érdekében.

E cikk irdsaval egy id6ben Diamond [2001] 7. fejezete és Eso-Simonovits [2002] is
foglalkozott az optimalis jarulékkulcs és jaradékfiiggvény kérdésével. Diamond végtelen
(kontinuum) sok tipusu (élettartamu és a vele korreldl6 fogyasztasi rugalmassagi) egyénll
bdl allo sokasagot vizsgalt, s az egyének két id6pontban mehettek nyugdijba: koran vagy
késén. Eso-Simonovits [2002] véges sok tipusu egyént feltételezett, akik csak élettartall
mukban kiilonboztek egymastdl, és barmikor nyugdijba mehettek. Mindkét cikk meghall
tdrozta az optimalis 6sztonzést. Ebben a tanulmanyban részben bonyolultabb, részben
egyszer(ibb feladatot oldunk meg: bonyolultabbat, mert az élettartam és a fogyasztasi
rugalmassag tetszSleges kétdimenzids eloszlasu lehet; egyszertibbet, mert dltalanos jaral
dékfiiggvény helyett linedrist vizsgélok.

A cikk felépitése a kovetkez§: elGszor ismertetjiik a nyugdijosztonzési modellt, majd
absztrakt formédba ontjiik a feladatot és a kapott absztrakt eredményeket alkalmazzuk a
konkrét esetre. Végil néhany kovetkeztetést fogalmazunk meg. Bar e cikk tdmaszkodik
az el6zményére, attol fiiggetlentil is olvashatd.

A nyugdijosztonzési modell

Roviden megismételjiik a Simonovits [2001]-ben bevezetett modell alapfogalmait és alapll
gondolatat. Lényeges ujitas, hogy a konkrét CRRA-Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvény
mellett az altalanos u és v hasznossagfiiggvényekre mondjuk ki a tételeinket, igy azok
attekinthet6bbé véalnak. Emellett némileg logikusabba tessziik a felépitést és javitjuk a
szimul4ciot is.

Egyéni optimum

Minden egyén ismeri sajat D (felndtt) élettartamanak varhat6 értékét, amelybdl R hosszall
sagl 1d6t dolgozik: ez a szolgalati idS. Végig egységnyi a keresete, s ebbdl 7 jarulékkulll
csot fizet az allamnak, cserébe b életjaradékot kap. Amint az megszokott az idGskori
nyugdijmodellekben, feltessziik, hogy a dolgozok nem takarithatnak meg.

A dolgozok és a nyugdijasok masként értékelik fogyasztisukat, ezért megkiilonboztetl
jik az u(a) dolgozo6i hasznossagfiiggvényt és a v(b) nyugdijas hasznossagfiiggvényt, ahol
a=1-17>0¢és b>0. Kiilonbdzd egyének kiilonbozdképpen értékelik a szabadidejiiket,
ezért egy € paraméterrel bovitjiik mindkét hasznossagfiiggvényeket: u(e, -) és v(g, ) nal
gyobb €-hoz nagyobb u és v tartozik. Végiil az egyéni életpalya-hasznossag

UD, & 1, b, R)y=u(e, 1 = 7)R+ v(g, b)(D - R), (1)

és az egyéni nett6 életpalya-jarulék
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2D, & 1, b, )=7 R—bD - R). 2)
El6szor az autarkidatr vizsgaljuk, ahol az egyéni életpalya-jarulék nulla:
zD, & 7, b, R)=0. 3)

Megfogalmazzuk az autark optimum feltételét:

1. tétel. Ha az egyén optimdlisan megvdlaszthatia a t jarulékkulcsdt és b nyugdijdt,
akkor az élettartamtdl fiiggetleniil teljesiil

u(e,1 —1°)—v(e,b°) + v, (&,b°)[1° + b°] = 0, 4
u (e1-1°)—v,(,0°) = 0. &)
(2)-(3) szerint az optimdlis szolgdlati idd ardnyos az élettartammal:
bO
o _ 6
b°+1° ©)

Megjegyzések. 1. Mivel a nyugdijasnak tobb szabadideje van, a szokdsos konkavitasi
feltevések mellett célszerd feltenni, hogy u (g,a) =v,(€,b) esetén u(e,a) < v(e,b) teljell
siil (v6. Diamond-Mirrlees [1978]). A (4)-(5) egyenletrendszernek pozitiv (7°,06°) megll
oldasa van.

2. Ha feltessziik, hogy u,(g,c) <v,(€,c), akkor 1—17°> b°.

Bizonyitas. a) Felirjuk a feladat Lagrange-fiiggvényét a u szorzdval:

L(T,b,R) = u(e,] - 7)R + v(e,b)(D - R) + u{tR—b(D — R)}

ésa 7, b és R szerinti parcidlis derivaltakat nullava tessziik. Kikiiszobolve p-t L) = £, =00
bol, adddik az (5). Behelyettesitve p-t £, = 0-ba, adodik a (4).

A szimulacional egy altalanositott CRRA-hasznossagfiiggvényt alkalmazunk. Foltessziik,
hogy az egyént egy (o, €) valds skalarpar jellemzi: o < 1, ahol 1/(1 — o) az idébeli
helyettesités rugalmassdga, és € (0 < € < 1) a pillanatnyi hasznossdg fogyasztas szerinti
rugalmassdga. Az egyén t pillanatbeli hasznossaga két tényez$ szorzata — a pillanatnyi
c(t) fogyasztas e-odik hatvanyaé: c(r)¢ és a pillanatnyi [(f) szabadidS (1 — €)-odik hatval
nyaé: I'"*(f).

Oszthatatlansdg miatt az egyén a ¢ pillanatban vagy a minimdlis [ szabadiddt vagy a
maximalis [, szabadiddt vélasztja, ahol 0 </ <[, . Normalizdlva, az egyén vagy [, — [ =
= 1 intenzitdssal dolgozik, vagy nyugdijba vonul és maximalisan pihen. Legyen A=1 /I , a
minimdlis és a maximdlis szabadiddé hdnyadosa. Feltessziik, hogy ez a paraméter minl
denkire azonos. Természetesen 0 < A < 1. Ekkor az (1) egyszertisodik:

U=06"TA"1-1)°R+b*°(D-R)]. 1)

Az 1. tételt az 1. tdbldzatban egy szampéldasorozattal szemléltetjilk. Egyetlen parall
méterértéket rogzitink: D = 50 év. Az eredmények értelmezésekor ne feledkezziink
meg arrol, hogy a kort a munkaba 1épéstdl (példaul 20 évtsl) szamitjuk.

Vegyiik észre, hogy mig a helyettesitési aranyok eléggé stabilak, addig mind a szolgal
lati id6, mind a jarulékkulcs nagyon érzékenyen fiigg a fogyasztdsi rugalmassagtl. Az
életpalya-hasznossagok is eléggé érzéketlenek a paraméterekre, s ez megneheziti a joléti
Osszehasonlitast.

Késdébbi alkalmazas miatt valtoztatni fogjuk az egyéni élettartamot is. Staciondrius
népességet tételezlink fol, ezért a korosztilyi hosszmetszeti adatok megegyeznek az
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1. tabldzat
Autark egyéni optimumok

Fogyasztasi Szolgalati id§ Helyettesitési Jarulék- Eletpalya-
rugalmassag (év) ardny kulcs hasznosség
) (R®) (B°) (7% (%9
0,32 28,1 0,468 0,267 -81,3
0,35 34,5 0,496 0,183 -79,9
0,38 41,9 0,524 0,092 -77,3

aggregalt keresztmetszeti adatokkal. Az értékelést megkonnyitendS, szimmetrikus hal
romelemes diszkrét eloszlassal dolgozunk: € =0,35+£0,03; D =50= 5, és feltessziik,
hogy a peremeloszlasok sztochasztikusan fiiggetlenek. Bemutatjuk a 9 tipussal dolgoz6
szimul4ci6 aggregalt mutatoit. A népesség teljes keresete W° = 313,5 egység, mig a (12)0
ben definidlandd tarsadalmi jolét értéke V° =-715,8.

Az informdaciés aszimmetria miatt nagyon drdga lehet életjaradékot vasarolniuk
(Friedmann-Warshawsky [1990]). Ez az egyik f6 oka annak, hogy a kormanyok kotelel
z6vé teszik a nyugdijrendszerben vald részvételt.

Miel6tt ratérnénk a kovetkez6 alpontra, az 1. tétel egy egyszerd kovetkezményét mondl
juk ki.

1. kovetkezmény. Ha az egyén csak az R szolgdlati idejét valaszthatia meg optimalill
san, de a t jdrulékkulcsot a kormdny hatdrozza meg, akkor (4) és (6) teljesiil, de (5)
dltaldban nem.

Adott jarulékkulcs, jaradékfiiggvény és optimdlis szolgdlati idé

Ebben az alpontban az egyénnek a kormanyzat eldirja, hogy évente keresetének hanyad
részét tegye félre, mekkora nyugdijat kap adott szolgalati id§ utdn (adott a jaradékfiiggl
vény), de az egyén donthet arrél — példaul az életpalya-hasznossagfiiggvényét maximalill
zalva -, hogy mennyi id6t dolgozik, és mennyit t6lt nyugdijban: kotott vdlasztds.

A probléma akkor érdekes, ha feltessziik, hogy az egyének € rugalmassagi egytitthat6d
ja, valamint D élettartama szorodik, az egyének ismerik rugalmassigukat és élettartamull
kat, de a kormanyzat nem.

2. tétel. a) Jol viselkedd U hasznossdgfiiggvény, b(R) jaradékfiiggvény és t jdarulékil
kulcs esetén az optimadlis R(D, ) szolgalati ido-élettartamfiiggvény kielégiti a kovetkezd
egyenletet:

u(e1-1)+v,(g,b)b'(R)Y(D—-R)-v(e,b) =0. )
b) A (7) mellett az optimum elégséges feltétele:
(vi,b”? +v;b")(D - R)-2v, <0, ®)

amelybdl kovetkezik, hogy az optimdlis R(D, ¢€) szolgdlati ido a D élettartam novekvd
fiiggvénye.
Megjegyzések. 1. J6l viselkeds hasznossagfiiggvénynél az optimum belsd pont: 0 < R < D.
2. Mivel most sem a jarulékkulcs, sem a nyugdij nem optimalis az egyének szamara —
a (6)-tal ellentétben —, az optimalis szolgalati id§ sem arinyos tobbé az élettartammal.
Ertheté modon azonban egy 6sztonzés akkor megfeleld, ha az optimalis R(D, &) szolga-
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lati id6 minden e-ra a D élettartam novekvd fiiggvénye. Ennek elégséges feltétele, hogy
a (8) teljesiiljon mindkét fontos specidlis esetben, amelyet hamarosan vizsgalunk.

3. Ha mindenkinek azonos lenne a fogyasztdsi rugalmassdga, akkor R(D, ¢)
invertalasaval a kormanyzat kiszamithatnd a D(R) egyéni élettartamokat a valasztott szolll
gélati id6kbdl.

Bizonyitas. a) Derivaljuk U-t R szerint, és tegyiik nullava a derivaltat stb.

b) ElegendG, ha az Uy(D,¢e,7,R) fiiggvény R-nek csokkend fiiggvénye. Az implicit
fiiggvény tételét alkalmazva, az U,(D,¢,7,R) =0 fiiggvényre:

” 7 1.7
Up _ v,b

R (D,e)=- = )
»(D.£) Ul -0 +V,b")(D—R)+2v,p

©

Figyelembe véve, hogy v, >0, b’ > 0, feltételiinkbdl kovetkezik R (D,e) > 0.

Kozponti szerepet jatszik vizsgalatunkban az a megfigyelés, hogy tag feltételek mellett
a nettd életpalya-jarulék kiilonbozik nullatol.

2. kovetkezmény. Ha dz(D,t,b,R)/dD <0, akkor az egyéni netto életpdlya-jarulék
az élettartam csokkend fiiggvénye: dz(D,t,b,R)/dD < 0.

Megjegyzés. A 2. kovetkezmény feltételei eléggé altalanosak. Az elsd feltétel empirill
kusan nyilvanval6. A masodik feltétel nyilvanval6an teljesiil konkav jaradékfiiggvényekl
re (beleértve a linedrist), mert b” < 0. Ha b konvex, akkor bevezetve a v CRRA egyiittl
hat6jat, ¢-t, a masodik feltevés b” < b /{-re egyszertisodik. Az iinnepelt naivan méltal
nyos jaradékfiiggvény esetén [lasd (13)], a feltétel a valdsagban teljestls ¢ > 1 egyenl6td
lenségre egyszersodik. Tovabbd a mésodik feltételbsl kovetkezik (8).

Bizonyitas. Vegyiik a z( ) fiiggvény D szerinti teljes derivaltjat:

dz(D,7,b,R)
aD

(9) értelmében a masodik feltételbdl kovetkezik R, (D,e) <1/2. Az els§ feltétel miatt
1/2 < b(R)/[t + b(R)], tehit R; (D,e) < b(R)/[t + b(R)]. Mivel b’ (R) >0, dz(D,7,b,R)/
/dD < 0 teljesiil.

= (T +b(R)R'(D)-b'(RYD - R) - b(R).

Tdrsadalmi jolét és egyensiily

Az egyéni modellt a kovetkezSképpen fejlesztjiik tovabb. El§szor meg kell adnunk a (D, ¢€)
egyéni jellemzSk F(D, €) valdszintségeloszlasi fiiggvényét, amely nem feltétleniil norfl
malt. Ekkor a (7-tdl és b-tdl fiiggd) az egy idGpontban sziiletett egyénekbdl all6 koroszO
taly netto életpdlya-jdaruléka

ZI7.b] = [2(D,&,7,b,R(D,€))dF

(10)
= J{r R(D,e)-b(R(D,¢e))[D - R(D,¢)]}dF
és az aggregilt egyensulyi feltétel a kovetkezd:
Z[t,b] = 0. (11)

Egyébként a stacionaritasi feltevés miatt a korosztalyi netté életpalya-jarulék egyenld a
tarsadalom keresztmetszeti nett6 jarulékéaval.

Legyen U(D, &, 7, b) a (D, &)-tipusi egyén maximdlis hasznossdga, adott 7 jarulékd
kulcs és b jaradékfiiggvény esetén. A legegyszerdbb tdrsadalmi joléti fiiggvény az egyéni
hasznossdgmaximumok aggregalt értéke:
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VIz,bl = [U(D,,7,b)dF. (12)

Az éltalanos esetben az aggregalas elStt az egyéni hasznossigmaximumokat egy ¢
skalar-skalar novekvé és konkav fiiggvénnyel transzformaljuk:

VIz,bl = [y (U (D,&,7,b))dF. (12)

Az irodalomban (Atkinson-Stiglitz [1980]) harom fontos specidlis esetet szoktak vizsl
galni: 1. utilitarizmus: y = 1, 2. Cobb-Douglas-figgvény: w(U") = log U", feltéve,
hogy U" > 0 és 3. a Rawls-féle fliggvényt: az egyéni optimumok minimumat. E hdrom
specialis eset kozos altalanositdsa a y(U") = ¢-'U™ (¢ < 1) fiiggvénycsalad. (A harmal
dik esetben elsd latasra nincs y fliggvényiink, ha azonban ¢ — —eo, akkor hataresetben a
Rawls-fiiggvényt kapjuk.)

Felvet6dik a kérdés, hogy nem kellene-e az egyéni hasznossagtiiggvényt az élettartami
mal elosztva sulyozni a tarsadalmi joléti fiiggvényt. Ha a népességre vonatkoz6
stacionaritasi feltevésre gondolunk, akkor lathatjuk, hogy nem kell/szabad stlyozni.
Egyébként a tb-nyugdijak esetében sem csokkentik a ndi életjaradékot azért, mert a nék
varhatéan tovabb élnek, mint a férfiak.

A kormanyzatnak olyan 7 jarulékkulcsot és b(-) jaradékfiiggvényt kell valasztania,
amely esetén a (12) tarsadalmi joléti fiiggvény maximalis a (10)-(11) korlat mellett.

Miel6tt az optimalis 0sztonzést megvizsgalnank, definidljuk a két népszerd jaradékd
fliggvényt: az igynevezett tisztességes €s a linedris fiiggvényt.

Naiv jaradékfiiggvény

A szakirodalomban (példaul Gruber-Wise [1999]) nagyon népszerd az tigynevezett bizll
tositasmatematikailag tisztességes jdaradékfiiggvény:
TR
D" —-R’
ahol D" a kormanyzat torzitatlan becslése a népesség varhatd (atlagos) élettartamarol. A
képlet az életjaradékot az 7 R életpalya-jarulék és (D" - R) hatralévd élettartam hanyadol
saként allapitja meg, burkoltan feltéve, hogy D és R fiiggetlen egymastol. Ez a feltevés
empirikusan (Waldron [2001]) és a 2. kdvetkezmény szerint logikailag is hamis, ezért mi

a naiv jelzdvel illetjiik a tovabbiakban.
A naiv jaradékfiiggvény esetén a 2. tétel folyoménya a 3. kovetkezmény.

b(R)= (13)

3. kovetkezmény. Egy jol viselkedd U hasznossagfiiggvény, a naiv (13) Jjaradékfiiggll
vény és adott T jarulékkulcs esetén, az optimdlis szolgdlati ideje (R) a kovetkezd implicit
egyenlet pozitiv megolddsa:

u(el —1)—v(e,b) +V,(e,b)T (D-R)=0. (7)

(D" -R)
Megjegyzések. 1. Ha egydimenzios esettel allunk szemben, akkor adott hasznossagl
fliggvény esetén nagyobb élettartam hosszabb szolgalati id6t von maga utan; adott életl
tartam esetén pedig a nagyobb fogyasztasi egyiitthat6 hosszabb szolgélati id6t von maga
utan.
2. Simonovits [2001] igazolta, hogy amennyiben a szolgilati id6 novekvd fiiggvénye
az egyéni élettartamnak, akkor az aggregalt egyenleg negativ: Z <O0.



Rugalmas nyugdijkorhatdr és optimdlis linedris jarulék- és jaradékfiiggvény 719

2. tdbldzat
Egyéni optimumok naiv 6sztonz&knél

Egyéni élet-  Fogyasztasi Szolgélati Helyettesitési Egyéni

tartam (év) rugalmassag id§ (év) arény életpalya

D) © (R) B) egyenleg (Z7) hasznossig (U”)

45 0,32 30,6 0,351 1,4 -76,5
0,35 32,5 0,413 1,7 -74.9
0,38 34,0 0,476 1,9 -73,0

50 0,32 32,5 0,416 0 -81,8
0,35 34,5 0,496 0 -79.9
0,38 36,1 0,579 0 -77,8

55 0,32 34,5 0,499 -2,0 -86,5
0,35 36,5 0,605 -2,5 -84,3
0,38 38,1 0,717 -2,9 -81,9

Szemléltetésiil a kovetkez paraméterértékeket valasztjuk: A = 0,4; ¢ = 0,35, D" =
50 év. Ha a kormanyzat a kétszeresen atlagos egyénnel azonosulva optimalizal, akkor a
" = 0,183 nyugdijjarulékot valasztja. _

Az aggregalt adatok a kovetkezOk. Az aggregalt teljes kereset W = 309,3 €s a jarulékll
tomeg T =56,5. Ehhez képest a befizetési hiany nem til nagy, de nem is s elhanyagolhat6:
Z =-2,4. Az aggregilt jolét alig kisebb, mint az autark optimumnal: V = -716,6.

Az egyéni értékekre térve, 14athatd, hogy mennyire nd az optimdlis szolgélati id§ az
egyéni életkorral és a fogyasztasi rugalmassaggal: ha az élettartam 5 évvel ng, vagy ha a
hasznossag fogyasztas szerinti rugalmassaga 0,03-tel nd, akkor az optimalis szolgalati
id6 koriilbelil 2 évvel né (v0. 3. kdvetkezmény 1. megjegyzés). Kiilon felhivjuk a figyell
met, hogy - kivéve a kozéps6 harmadot, ahol az egyéni élettartam megegyezik a korll
manyzati becsléssel — a befizetések éves egyenlege nincs egyensulyban: az elsé harmadl
ban a rovid életliek minden szolgélati évben tobbet fizetnek be, mint ami jarna; a harmal
dik harmadban viszont a hosszabb életdek kevesebbet (vO. 2. kdvetkezmény). A kilengés
mindkét irdnyban anndl nagyobb, minél szorgalmasabb az illet6. Végiil vegyiik észre,
hogy - ellentétben a (6)-tal - most a szolgalati id6k tényleg nem ardnyosak az élettartami
okkal: 32,5/34,5 = 0,942 # 45/50 = 0,9.

Azt a 2. tdbldzatbol is lathatjuk, hogy ha rovid élettartamu és szorgalmas egyént (3.
sor) parositunk hosszu élettartamu és kényelemszeretd egyénnel (7. sor), akkor az aggregalt
egyenleg -0,1; tehat a kormanyzat ezuttal alig veszit. Vegylik észre, hogy itt a rovidebb
életd egyén alig dolgozik kevesebbet (34 évet), mint a hosszabb életd (34,5 évet), s ezért
majdnem megfordul az aggregalt egyenleg elGjele!

Linedris jaradékfiiggvény
A gyakorlatban sokkal elterjedtebb azonban a linedris jaradékfiiggvény:

b(R) = y + aR, (13)
ahol y a nulla szolgélati id6hoz tartoz6 jaradék és o az egy szolgalati évért jard tobbletl
jaradék.

A 2. tétel alapjan adodik a 4. kévetkezmény.
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4. kovetkezmény. Jol viselkedd' U hasznossdgfiiggvény, a (1’_\3’) linedris b(R) jaradékil
fiiggvény és t jarulékkulcs esetén az optimdlis R(D) szolgdlati idé-élettartamfiiggvény
kielégiti a kovetkezd egyenletet:

u(el-1)—v(e,y +aR) +v,(e,y +aR)o(D—-R) =0. )
Most a kovetkezd Osszefliggések allnak:
U'(D,e,t,0,7) = maxU(D,e.7,0.7.R)
és a (12)-beli V funkciondl a
V(t,a,y) = Jt//(U*(D,s,T,a, Y))dF

kozonséges haromvéltozds fliggvényre egyszerlisodik, amelyet a (10)—(11) korlat mellett
kell maximalizalni.

Egy absztrakt osztonzési feladat
Az optimalis 6sztonzési feladat megoldasat attekinthet6bbé teszi a kovetkezd absztrakt
feladat elemzése.
Egyéni optimum
A kormanyzati befolyast egy m -dimenzios g vektor irja le. Tegyiik f6l, hogy minden
egyént egy m,-dimenzios p paramétervektor jellemez, amelynek eloszlasfiiggvénye F(p).
Az egyén hasznossaga U(p, q, e), a p, q paraméterek és az n-dimenzids e egyéni dontés

sima fliggvénye. Feltessziik, hogy az optimélis e(p, q) dontésfiiggvény kielégiti az els6O
rendd U.(p,q,e(p,q)) =0 feltételt és a maximumérték

U'(p.q9) = Ulp.q.e(p.q). (14)

Tdrsadalmi optimum
Legyen a tarsadalmi joléti fiiggvény
V()= [yW' (p.g)dF (p). (15)
Legyen g(p, g, e) az egyén egyenlegfiiggvénye. Ekkor teljesiil egy aggregalt korlat is:
[ 2(p.g.e(p,q)dF (p) = 0. (16)
Ekkor igaz a 3. tétel.

3. tétel. Ha a kormdnyzat maximalizdlja a (15)-beli V(q) tdrsadalmi joléti fiiggvényt a
(16) korldt mellett, akkor létezik olyan U skaldr, amelyre

J{W(U;(p,q)) + g, (p.q.e(p,q)) - ug.(p.q.e(p.g)U; (p.q)" U, (p,q)}dF (p) =0, (17)
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ahol U:q és U,, rendre n X mg-es és n x n-es mdtrix, a kitevében a - 1 pedig inverz
madtrixra utal.

Megjegyzések. 1. A (17) egyenletrendszernek (m, + 1) ismeretlene €s ugyanennyi
egyenlete van, tehat tipikusan a feladat meghatarozott.

2. A sziikséges feltétel elégségessége is vizsgalhatd, példaul £ konkavitasan keresztiil,
de ezzel a kérdéssel a tanulminyban nem foglalkozunk.

Bizonyitas. Felirjuk a feladat Lagrange-fliggvényét:

£(g) = [ty (p.q) + 1g(p.q.€(p.)}dF,
és vessziik a g vektor szerinti parcidlis derivaltakat:
L(q)= f{v/(UZ W, (p.q)+ 1g,(p.q.e(p.q)) + ug.(p.q.e(p.q))e, (p,q)}dF.

Alkalmazva a burkologorbe-tételt (U ;’ =U,) és az implicit fiiggvény tételét U.(p,q,e) =
=0-ra, a V feltételes maximumanak feltételébdl (L; (g) =0) adddik az optimum sziikséll
ges feltétele (vO. Sydsater-Hammond [2000] 18. fejezet).

Az optimadlis jarulékkulcs és a linearis jaradékfiiggvény

Most pedig leforditjuk az absztrakt feladatot a nyugdijosztonzés nyelvére: p = (D, ), g =
=(T, o, y)€ése=R,azazm,=2, m,=3¢én=1,¢g=1R—-(y+ oaR)D - R).

A 3. tétel specialis eseteként adodik a 4. zérel.

4. tétel. Ha a t jdarulékkulcs és a (13) linedris jaradékfiiggvény optimdlis, akkor T, a,
yés ua (10)-(11) egyenlet mellett kielégiti a

[{E-v,R+ uR + ugu, 1 Q}dF =0,

[{wV,R(D - R) — uR(D - R) — uglov;,R(D — R) +vy(D — 2R)]/ Q}dF =0,

[, (D~ R) - u(D - R) - uglow}, (D - R) - v} 1/ Q}dF =0
egyenleteket is, ahol
¢o=7-0oD + 20R + v, Q=a’v, (D-R)-20v;;

és R(D,e,t,0,7) kielégiti a (?) egyéni optimalitdsi feltételt is, tovabbd t, o és U pozitiv.
Megjegyzés. A Lagrange-modszer alkalmazdsidndl megszokott helyzet all el§: négy
ismeretleniink és négy egyenletiink van, amely tipikus esetben megoldhat6.
Bizonyitds. g, = ¢. Tovabba

U =-uR, ¢g.=R, R;:—U—I;T:ﬁ;
URR Q
U, =vRID-R), g =-R(D-R), R,=-Yaa_ uRO-R*+v,(D-2R)
URR Q
U" _ ” _ ’
U,=v,(D-R), g =-D+R, R =-—%= D =R)+v,
URR Q

Ismét a CRRA-hasznossagfiiggvényt tekintjiik, és az utilitarista tarsadalmi joléti fiigg-
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vényt: w(U) = U. Bkkor u/(g,a)=2"%a’" és v,(e,b) =b°"", tehit a tételben szerepld
egyenletrendszer viszonylag kénnyen programozhat6.

Belathat6, hogy 7 = 0,191 a tarsadalmilag optimélis jarulékkulcs, illetve oz = 0,03 és
v =-0,62 az optimdlis jaradékfiiggvény két paramétere. A koz€pss egyénhez tartoz6 b =
= 0,382 normalnyugdijjal szamolunk, amelynek a helyettesitési ardnya = b/(1 - 1) =
= 0,382/0,819 = 0,467.

A naiv és a linearis 0sztonzést az 1. dbrdn mutatjuk be.

1. dbra
Naiv és linedris 0sztonzés

Nyugdij
0,60 T

0,55
0,50
0,45
0,40

0,35

0,30

0,25 +

0,20 } } } } } } } } } { Szolgalati idg, év
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Bemutatjuk az optimalis linedris jaradékfiiggvényhez tartoz6 egyéni optimumokat.

3. tdbldzat
Egyéni optimumok linedris 6sztonzésnél

Egyéni Fogyasztasi Szolgalati Helyettesitési Egyéni

élettartam rugalmassig idS (év) arany életpalya

D) ® R) B) egyenleg (Z) hasznossag (U)

45 0,32 31,0 0,381 1,6 -76,6
0,35 32,1 0,422 1,7 -75,0
0,38 33,2 0,460 1,9 -73,2

50 0,32 32,1 0,423 0,0 -81,7
0,35 33,3 0,467 0,0 -80,1
0,38 34,5 0,509 0,2 -78,3

55 0,32 33,2 0,462 -1,8 -86,6
0,35 34,5 0,509 -1,9 -84.,9
0,38 35,7 0,554 -1,9 -83,1

Az aggregalt adatok a kovetkezék. A 7 =-0,03 (kerekitési hiba) és V = -719,4; az
aggregilt teljes kereset W = 299,5. Csupan még egy valtozasra hivjuk fol a figyelmet: a
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tompitas hatdsira a szorgalmas és hosszu életli dolgozé esetében (az utols6 sor) az optill
malis szolgélati id6 38,1-r61 35,7 évre csokken, a helyettesitési arany pedig 71,7-r6l
55,4 szazalékra. Nem meglepd tehat, hogy az életpalya nett6 befizetés -2,9-r6l —1,9-re nd.

Alahtizzuk, hogy abszolt skala helyett relativ skaldval szoktak dolgozni: ekkor k = b'/b =
= of(1 - 7)B]1=0,0794 elég kozel esik az amerikai értékhez. Figyelembe kell azonban
venni, hogy Amerikaban a 35 év folotti szolgalati id6 altalaban nem ndveli a nyugdijszamill
tasban figyelembe vett mutatét. Ugyanakkor tarsadalmi optimumunk 14tszélag sokkal nal
gyobb, mint a magyar vagy német mutatd: 3,6 szdzalék. Ha azonban figyelembe vessziik,
hogy Magyarorszagon is, de féleg Németorszdgban minden tovabbi szolgalati év jelentGsen
noveli a nyugdijat, akkor az dsszehasonlithatésaghoz a 3,6 szazalékot megfeleléen novell
ni kell. Példaul német példaval élve R = 45 év, b" = 0,7 x 0,8 = 0,56; tehat Kk =b"/b =
=0,5724 x 1,036/0,56 — 1 = 0,059 a relevans érték.

Most pedig bemutatjuk a 4. dsszefoglald tabldzatot.

4. tabldazat
Harom rendszer aggregélt 0sszehasonlitdsa

A Aggregilt Jarulék- Mere- Aggregélt Tarsadalmi
rOeiz(;;);:rea teljes kereset kulcs dekség netto jolét
(W, év) () (o) jarulék (Z) ")
Autark optimum 313,5 - 0,04 0 -715.,5
Naiv 6sztonzés 309,3 0,183 0,04 -2,4 -716,6
Linearis §sztonzés 299.5 0,191 0,03 0 -719.,4

Lathatd, hogy a linearis 6sztonzés tarsadalmi j6léti fiiggvény maximuma alig marad el
az autark optimum értékétSl. Bar a joléti fliggvény numerikus értéke onkényes, vélemél
nyem szerint mégis érdemes értékével foglalkozni, ha mar az egyéni értékeket elfogadll
tuk az aggregalas alapjaul.

Végiil az optimalis tervezéselmélet alapjan megfogalmazunk egy sejtést.

1. sejtés. Az optimdlis linedris jaradékfiiggvény meredeksége kisebb, a jdarulékkulcs
pedig nagyobb, mint a naiv dszténzésnél (a kormdnyzati optimumban).

*

Az optimdlis mechanizmustervezés elméletét alkalmazva a lehet§ legegyszertibb modelld
ben meghatiroztuk az optimalis linedris jaradékfiiggvényt és a hozza tartozo jarulékkull
csot. Elhanyagoltunk tobb nagyon fontos tényezdt: a keresetek korfiiggését és heterogel
nitasat, a munkaba 1épési idGk kiilonbozdségét, végiil, de nem utolsésorban, az adérendd
szer hatasat. Ebben a végletekig lecsupaszitott modellben is érdekes eredményeket kapl
tunk. Tovabbi kutatdsnak kell tisztdzni a kapott eredmények robusztussagat. Amit mar
ma is megtudtunk, hogy az tgynevezett tisztességes jaradékfiiggvény biztositismatemal
tikailag nem tisztességes.
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