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Dinamikus geometriai rendszerek a
geometria oktatasaban

A szdamitogépes rajzoloprogramok tj lehetoségeket nyitnak meg a geo-
metria tanitdsaban: gyorsan, pontosan, a bemeneti adatokat
rugalmasan vdltoztatva lehet rajzok sokasdgcdit elodllitani,
megkonnyitve ezzel a geometria felfedezésenek iitjat. A dinamikus
geometriai rendszerek dltaldnos jellemzoje, hogy a szerkesztés
lepéseit raktdrozzdk, s e lépéseket a bemeneti adatok vdltoztatdsa

utdn is vegrehajtjck.

keztetéshez pontos rajzok sziikségesek. Példaként tekintsiik a kozismert tételt,

amely szerint barmely haromszogben a magassagvonalak egy pontban metszik
egymast. Azért, hogy meggy6zziik a tanulokat ezen egyszer(i allitas érvényességérol, egy
didkkal felrajzoltathatunk egy példat errdl a tételrél. Sajnos a gyakorlatban a legtébb
esetben a harom egyenes nem talalkozik kdzds pontban. Elegendd egy kis pontatlansag
¢és a magassagvonal elcstiszik. Ez nemhogy tanulsdgos lenne, hanem inkabb 6sszezavar-
ja a gyerekeket. A szamitogépes rajzolo programok az oktatasban és a gyakorlatban nél-
kulozhetetlen, korrekt abrakkal segitenek a szerkesztéseknél.

A szamitdgépes programok elterjedése az oktatasban szemléletvaltast kényszerit ki: at
kell gondolnunk azt, hogy mit tartunk fontosnak: leértékelddik a formalis tudas (a szami-
togép ezt gyorsabban ¢és jobban tudja) és felértékelddik a problémamegoldas képessége.

Célunk ramutatni a dinamikus geometriai rendszerek alkalmazasi lehetdségeire az al-
talanos és kozépiskolaban. Az alkalmazasok bemutatasahoz a Cinderella programot va-
lasztottuk, amely természetesen nem az egyediili valasztasi lehetdség. A Cinderella prog-
ramrdl bévebb informacié a www.cinderella.de weboldalon talalhato.

ﬁ geometriai problémamegoldas utja a rajzoknal kezdddik, hiszen a helyes kovet-

A dinamikus geometriai rendszerek {6 jellemz6i

A dinamikus geometriai rendszer nem egyszeriien komputerrel tdmogatott rajzesz-
koz, mely egy konkrét statikus abra elkészitését teszi lehetdvé, hanem az abrakat dina-
mikus egységnek tekinti. E16bbi példankra visszatérve: képesek lesziink ellenérizni a
harom magassagvonal egy pontra valo illeszkedésének tételét nem csupan egy harom-
szogre, hanem a haromszogek egy igen nagy halmazara is. Igy el lehet kertiilni, hogy az
abra egyes részei kozott olyan szembedtld sszefliggések legyenek, melyeket a feladat
nem ir eld. A dinamikus geometriai rendszerrel szemben tamasztott kovetelmény egy
fontos kérdést vet fel: mennyire marad elvégezhetd a szerkesztés a bemeneti adatok val-
toztatisa utan.

Tekintsiik a kovetkezd esetet. Rajzoljunk két kort, amelyek egymast metszik két pont-
ban. E két pontot kossiik dssze egy egyenessel. A korok mozgatasakor ez az egyenes is
elmozdul, de mindig merdleges lesz a két kor kozéppontjat 6sszekotd egyenesre. De va-
jon mi torténik, ha a két kor kozéppontja a két sugar sszegénél tavolabb keriil egymas-
t61? A két metszéspont és az egyenes is eltlinik? A Cinderella ekkor is megszerkeszti az
egyenest, mert a szimolasokat komplex szamokkal végzi el, s a két kor nem végtelen ta-
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voli metszéspontjait, illetve az ezekre illeszkedd mar valds egyenest ekkor is megtalalja.
Ez a példa mutatja, hogy a komplex szamokkal valo szamolds bevezetése igen leegysze-
rlsiti a geometriai szerkesztéseket az eltind metszéspontok kikiiszobolésével.

Az euklideszi sikon két egyenes metszi egymast, ha nem parhuzamosak. Két metsz6
egyenes lehet, hogy parhuzamos lesz, ha a szerkesztés néhany elemét elmozditjuk. Ez a
kovetkezd problémahoz vezethet: mi lesz azokkal az egyenesekkel, amelyeket ez a met-
széspont €s egy masik pont hatarozott meg? Az ilyen egyeneseknek parhuzamosaknak
kellene ezutan lennie a két adott egyenessel, de ehelyett eltlinnek, mivel a meghatarozo
pontjai t6bbé mar nem hatarozzak meg 6ket. Hogyan kertilhetjiik el ezt a helyzetet? A
Cinderella a projektiv sikon végzi a szamitasokat, ezért a két parhuzamos egyenes vég-
telen tavoli metszéspontjat tudja értelmezni homogén koordinatakkal. A harmadik egye-
nest ezekkel parhuzamosan fogja megrajzolni, az adott végtelen tavoli ponton keresztiil.

Az alkalmazo szempontjabol a fontos megallapitas az, hogy a program a szamitasokat
a komplex projektiv sikon végzi. Didaktikai szempontbol ez lehet zavaro, hiszen az el6-
70 szerkesztés elvégezhetdsége egy kozépiskolasnak is problémat okozhat. Az alkalma-
706 tanarnak a felhasznalas tervezésekor ezt figyelembe kell vennie, s az igy felmeriild
problémakat el kell keriilnie.

A dinamikus geometriai rendszerek alkalmazasi lehetdségei kozil a kovetkezoket
vizsgaltuk:

— ponthalmazok keresése (egyszer(i halmazkeresés, feltételek elhagyasanak modszere);

— diszkusszid, a hataresetek vizsgalata;

— automatikus tételellenorzés;

— a szerkesztdeszk6zok korlatozasa;

— az Osszehasonlitd geometria;

— web-alapti oktatas (tanari iranyitassal, Internet alapu tavoktatas — e-learning).

A Kkreativitas fejlesztésének néhany eszkoze

A tanulok kreativitasanak fejlesztése a matematikai nevelés egyik legerdsebben tanar-
fliggd teriilete. E teriileten eredményesek lehetnek a szamitogépes rajzoldprogramok.

Ponthalmazok keresése

A Cinderella lehet6séget ad a ponthalmaz megtaldldsara akkor is, ha nem korrél vagy
egyenesrdl van szd, mivel a program a kupszeletet is felismeri. Meg kell adnunk, hogy
melyik pont mozogjon melyik objektumon, és ennek hatasara melyik pont mozgasat raj-
zolja meg a program. A Cinderella ponthalmazok keresésére a kdzépiskolaban lehet al-
kalmazhat6, miutan a tanuldk tisztaban vannak a kupszeletek fogalmaval. Célunk a sej-
téshez juttatas. Ha dinamikus abrat szeretnénk, lehetdségiink van animaciok készitésére
akar HTML formatumban is.

A feltételek elhagyasanak modszere gyakran hasznalt megoldastipus a geometridban.
Ha t6bb feltételt kielégité pontok halmazat kell megkeresniink, akkor sorban kiilon-kii-
16n megkeressiik az egyes feltételeknek megfelelé ponthalmazokat, majd azok kozos ré-
szét képezziik.

Polya klasszikus feladata (Polya, 1985) a gotikus ablak: az AB szakasz €s két koriv,
AP és BP haromszogletli idomot zar be. Az egyik kor kdzéppontja A, a masiké B, és
mindkét kor atmegy a masik kozéppontjan. Irjunk a haromszogletli idomba mind a ha-
rom hatarvonalat érint6 kort.

A feltételek elhagyasanak modszerével a feladat az az érdekes probléma, hogy talal-
junk két feltételt teljesitd kort, tehat amely érinti az egyik kort és a szakaszt. Ha megad-
juk az érintési pontot, mondjuk a koron, a Cinderella segitségével, kozéppontos hasonlé-
saggal megszerkeszthet6 a keresett kor.
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Ha ezen a probléman a didk taljutott, akkor kerestetheti a programmal a megoldasok
halmazat, mikdzben az érintési pont mozog a koéron. Nemcsak a kapott abra alapjan sejt-
heti, hogy parabolarél van sz6, hanem a szerkesztési lista kiiratasaval fel is ismerheti a
parabola egyenletét. (1. dbra) Ez persze csak a feladat elemzése, a tényleges szerkesztés
a Pitagorasz-tétel segitségével torténik.

B
D Meet(c;g) (4.02]-0.83)
C3 Circle(D;C) (x -4.02)2 + (y +0.83)2 =2.492
C4 Locus(C;C1;D) 0.01x2 -0y2 +0xy -0.26x +0.23y +1=0

1. dbra. A ,,gotikus ablak” feladat és a szerkesztési lista

Diszkusszio, a hatdresetek vizsgdlata

Egy geometriai feladat megoldasa soran gondolnunk kell arra is, hogy a kiindulasi
adatoktol fiiggden modosulhatnak a szerkesztési eljarasok vagy maga a szerkeszthetdség.
Tehat a szerkesztési feladatok megoldasa gondos elemzést kivan. Sziikséges megvizsgal-
ni, hogyan alakul a feladat megoldasa, megoldhatdsaga, ha nem altalanos, hanem speci-
alis eseteket tekintiink.

Ezen ,,egérvezérelt” interaktiv geometriai program segitségével a szerkesztés befejezé-
se utan egy kivalasztott alapelem az egér segitségével tetszoleges iranyba elmozdithato, és
az egész szerkesztés kovetkezetesen valtozik ennek hatasara. Igy lehet6vé valik a rajz di-
namikus viselkedésének a vizsgalata akar az altalanos iskola 8. osztalyatol kezdve.

Példa: az oldalfelez6 merdlegesek metszéspontja a haromszog koré irt kor kozéppont-
ja. E kozéppont elhelyezkedése hogyan fiigg a haromszog legnagyobb szogétol? (8. osz-
taly) (2. dbra)

Diszkusszid: ha a haromszog hegyesszdgi, akkor a koré irt kor kozéppontja a harom-
sz0gon beliil van; ha derékszogii, akkor a koré irt kor kozéppontja az atfogo felezdpont-
ja; ha tompaszdgt, akkor a pont a haromszogon kiviil van.

Automatikus tételellendrzés

Az illeszkedésre vonatkozd tételek érvényességérél meggydzddhetnek a didkok a
programba beépitett automatikus tételellendrzd funkcioé révén. A program foként a téte-
lek megsejtésénél hasznalhato az altalanos iskola 8. osztalyatol kezdve, tehat a célunk a
sejtéshez juttatas.

69




Nagyné Kondor Rita: Dinamikus geometriai rendszerek a geometria oktatasaban

.

2. dbra. A hdromszdog koré irt kor kozéppontjanak elhelyezkedése

Példa: barmely haromszdg magassagvonalai egy pontban metszik egymast. (3. dbra)

(o)

' & Cinderella Console -/ 0/EJ
“M" lies on"f" =]

3. dbra. A hdromszog magassdgvonalai

A szerkesztdeszkozok korldtozdsa

A kreativitas fejlesztésének egyik eszkoze az ismert problémak vjfajta szabalyok sze-
rinti megkozelitése. Jo példa erre a geometridban a szerkesztés szabalyainak megvaltoz-
tatasa, példaul a szerkesztdeszkozok korlatozasa.

Példaként nézziink hadrom lehetdséget:

— a szerkesztésnél csak a vonalzo hasznalatat engedjiik meg;

—arégi, ismert szerkesztéseket végezziik el csak korzével (Mascheroni-féle szerkesztés);

— egy korvonal adva van a kdozéppontjaval egyiitt, és csak vonalzd hasznalatat engedé-
lyezziik (Steiner-féle szerkesztés).

Csak vonalzdval olyan szerkesztések végezhetdk el, amelyek pontoknak egyene-
sekkel vald Osszekotését és egyenesek metszéspontjainak meghatarozasat kivanjak
meg. Az utdbbi két szerkesztésfajtaval az euklideszi szerkesztéssel megoldhato fel-
adatok mindegyike megoldhatd, eltekintve attol, hogy természetesen nem szerkeszt-
hetiink az elsével egyenest, a masodikkal pedig kort (Mohr-Mascheroni tétel; Pon-
celet-Steiner tétel).

Az interaktiv feladatok kitizésekor a tanar szabalyozhatja a rendelkezésre allé szer-
kesztéeszkozoket a Cinderellaban és akar 8. osztalytol kezdve hasznalhatd a kreativitas
fejlesztésére. A célunk a szerkesztés elvégzése a program segitségével.

Példa (Szdkefalvi, 1968): adott az AB szakasz F felezépontjaval és a P pont. Szerkesz-
sziink a P ponton at parhuzamost az AB egyenessel, csak vonalzdval. (4. dbra)

Ez az abra egyuttal azt is mutatja, hogy miképp lehet vonalzoval megszerkeszteni az
AB szakasz felezopontjat, ha adott az AB egyenessel parhuzamos egyenes.
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d /a e

4. dbra. P-n dt parhuzamos szerkesztése AB-vel, csak vonalzéval

Az dsszehasonlito geometria

Az 6sszehasonlité geometria a matematika tobbszemponti megkozelitését kivanja
megvaldsitani. Az iskolaban tanult euklideszi geometriarol is teljesebb, pontosabb ké-
pet kapunk, ha bepillantunk egyéb geometriai rendszerekbe is. A Magyarorszagon folyo
Osszehasonlito-geometriai oktatasi kisérletek soran néhany kozépiskolaban tanoran, il-
letve szakkori foglalkozasokon vizsgaltak az euklidészi geometridban tanultak érvé-
nyességét a gombi geometriaban és a hiperbolikus geometridban. (Horvdth Jend, Kdl-
man Attila, Lénart Istvdn, Schwenner Katalin) A tanulok kedvezden nyilatkoztak a ta-
nultakrol. (Horvdth, 1980)

A Cinderella lehetdséget nyujt szerkesztések elvégzésére gombon (egyszeres elliptikus
geometriaban) és Poincaré-féle kormodellben (hiperbolikus geometriaban) is a fent em-
litett oktatasi kisérletekhez hasonloan akar 8. osztalytdl. Célunk itt a sejtéshez juttatas.

Példa: mekkora a haromszog belsé szogeinek 6sszege? (5. dbra)

— az euklideszi geometridban 180°;

— a hiperbolikus geometridban kevesebb, mint 180°;

— az (egyszeres) elliptikus geometriaban t6bb, mint 180°.

5. dbra. A hdaromszdg belsd szogeinek dsszege
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Web-alapu oktatas

Tanari iranyitassal

Mivel minden szerkesztés kimenthetd interaktiv weblapként, lehetdség nyilik a szer-
kesztések gyakorlasara, és a szamonkérés is megvaldsithatd ilyen modon. A tanar beal-
lithatja a kiinduld objektumok és a kivant objektumok halmazat a szerkesztéshez. Ezutan
kimentheti a feladatot a szerkesztéeszkozok korlatozott halmazaval. (Példaul ha egy
olyan feladatot szeretne adni a didkoknak, amelyben a merdleges szerkesztését egy kor-
z6vel €s egy vonalzoval kell elvégezni, akkor ehhez egy interaktiv feladatlapot kell csak
elkészitenie.) Igy tanuldknak sz6l6 feladatok, utmutatdsok, szerkesztési segitségek ké-
szithetdk. Az Gtmutatasoknak kettds célja van: segitséget nyujtani a didknak egy bizo-
nyos feladat megoldasaban, valamint fejleszteni a didk abbeli készségét, hogy a jovoben
Onalléan tudjon feladatokat megoldani. Lehetdség van a szerkesztési feladatok megolda-
sanak automatikus ellenérzésére is.

A feladatok megoldasanal azonban nemcsak a végeredmény a fontos, hanem tanulsa-
gos a gondolkodasnak az az utja is, amely a megoldashoz vezetett. Ennek elemzése fej-
leszti a gondolkodokészséget. Mivel az elkészitett feladatlapoknal lehetéség van a meg-
oldasi 1épések visszavonasara, illetve ijboli elvégeztetésére, nyomon kdvethet6 a megol-
das menete, igy e programot az iskoldban oktatasi segédeszkdzként hasznalhatjuk anél-
kul, hogy korlatoznank a tanuldkat a kreativitasban.

Internet-alapu tavoktatds — e-learning

Az élethosszig tartd tanulds igényére valaszul az oktatas és képzés iranti kereslet fo-
lyamatosan nd, a hagyomanyos oktatasrol az egyénre szabott oktatasra helyezddik at a
hangsuly. Ennek egyik mddja az Internet-alapu oktatas, amely egy tilnyomorészt inter-
netes eszk6zokon keresztiil zajlo kommunikacids folyamat. A tanulasi folyamat a tanar
személyes jelenlétére mar csak kis mértékben alapoz. Az igazi tdvoktatas két fontos ele-
met tartalmaz: az egyik, hogy a tananyag nem csupan egy koényv vagy egy CD, hanem
egy olyan modon elkészitett anyag, melybe a tanar, igymond, be van épitve. Az anyagot
ugy olvashatjuk el, hogy koézben feladatokat kell teljesiteniink és lehetdséget kapunk sa-
jat elérehaladasunk ellenérzésére is. A kommunikécios folyamat szinkron vagy aszink-
ron jellegli. A szinkron tavtanulas a tanulasi folyamat azon formajat jelenti, amikor az ok-
tatd és a didk kozvetlen kapcsolatban all egymassal. A tananyag elsajatitdsa az oktatds-
szervezok litemezésében torténik. Szinkron tavtanulasi eszk6zok példaul a videdkonfe-
rencia, az alkalmazas-megosztas, a csevegés. Az aszinkron tavtanulas egyidében egy-
mastdl fuggetlen, lekérdezhetd eseményekre épiil. Az aszinkron e-learning esetében egy
adott szervergépen elhelyezett elektronikus tananyag onalldan is feldolgozhato, egyéni
iitemezésben. Az aszinkron tdvtanulds fontos elemei példaul az elektronikus levelezés, a
dokumentum-let6ltés. Mindkét kommunikacids formara igaz, hogy a folyamat soran az
oktatotdl a didk felé iranyuld informacié dominal, azonban a visszairanyu és a diakok ko-
z6tti kommunikacié megfelelé mindsége ¢és gyakorisaga is kulcsfontossagu.

Osszegzés

A nagyrabéi Méricz Zsigmond Altalanos Iskola 8. osztalyaban matematikadran a ha-
romszdgek nevezetes vonalainak targyalasanal végeztiink kisérletet. A feltételek adottak
voltak az iskolakban: megfeleld szamu €s mindségli szamitdgép. A didkok szivesen fo-
gadtak a szamitogépes matematika-gyakorlatot. Lehetdségiik volt el6z6 oran (szakkori
foglalkozason) a programmal ismerkedni, ezért nem okozott gondot az, hogy a program
angol nyelvii. (A programnak van magyar nyelvli valtozata is.) A szamitégépes gyakor-
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lat elékészitése joval iddigényesebb a hagyomanyos gyakorlatokénal, hiszen ahhoz, hogy
a diakok nagyrészt 6nalldan dolgozhassanak — figyelembe véve a meglevd szamitogepi
ismeretiiket —, megfeleld tmutatokat kellett késziteni a feladatokhoz. A tandrnak sikertilt
megtalalni az elmélet €s az alkalmazés helyes aranyat.

A dinamikus geometriai rendszerekre altalanosan igaz, hogy kezelésiik nem nehéz,
konnyen és gyorsan elsajatithatd, és megfelelden hasznalva a geometriai ismeretek tani-
tasahoz remek eszkoz. Igen pontos, szép és latvanyos abrazolasi lehetdségeivel jol segit-
heti a megértést, hiszen kézzel tablan vagy papiron csak idétrablé modon és pontatlanul
tudunk abrazolni, szemléltetni.

Reméljiik, hogy sokan kedvet kapnak majd ahhoz, hogy a dinamikus geometriai rend-
szerek altal nyujtott lehetdségeket megismertessék a diakjaikkal a geometria 6rakon, és
egyre kevésbé lesz igaz, amit Pélya Gyorgy (Pdlya, 1969) a ,,hagyomanyos” matematika-
tanarrdl irt: ,,A geometria az a miivészet, mely rossz abrakbol jo kovetkeztetéseket von le.”
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